1 Goniometrické a iné funkcie

3.1 Nedefinované limity

T 0 30 | 45 | 60 | 90 180 too 0 . . .
z B 0 |z |z |z = x [0+ (d00)] L:oo] 0] [oo —oo]  [15] [0°]  [400”]
sin 0 3 § § 1
cosz | 1 | B[|L2]|1 0 -1 3.2 Definované limity
tge | 0 || 1 |VB|NA| 0
1
ctgz | N/A | V3| 1 ? 0 | N/A [a+o0o=+c0(a €R)] [Foo+oo= 40 L:Oozo]
sin(z+ty) = sinx-cosy+cosz-siny n 0
cos(z+y) = cosz-cosyFsinz-siny (00 00 = £oq] [a-(:ﬁ:oo):{ Foo @20 }
sinx =+ sin = 2-sin (a::ty) cos <x:|1y>
Y 2 2 4 Derivacie
cosx +cosy = 2-cos <o:+y> - COS <xy>
2 2 d = 0 (ceR)
COST —Ccosy = —2-sin($;—y>~sin<x§y> (c-f)'(a) = c-f'(a) (ceR)
/
(f£9) (a) = f(a)£g'(a)
e B (f-9) (@) = f(a)-g(@)+f(a) g'(a)
2 2 2 2 N J(a)
sin2x = 2-sinx - cosx cos 2z = cos? ¢ — sin? <g> (@) = 72 (a) (g(a) #0)
2 . 2 2
oz s’z =1 Lbtglr= oo N - Mo f@gt) o
=] (a) = a
9 1+ cos2z 9 1 —cos2z g 9%(a) g
cos“r = ——— sin“x = ——— , , ,
z z (h=g0f) K(@) = f(@) (/@)
1+cosm:2cos2§ 1—cosx=2sin2§
ny/ __ n—1
te 9 — 9 tgx ¢ z _l—cosx  sinx (") _/n z (neR/\{O})
s40 = 1—tg2x 897 Tsinz  1+cosa (sinz)” = cosw (cosz) = —sina
1 / 1
tex) = t S
(tg) cos? x (ctgr) sin?
; —\/ 2 : _ _ = .2 __Z (arcsinz) = 1 (arccos )’ = — !
sin(arccosz) = V1 —=z sin(arctgz) = = sin®(arctgz) = T2 V-2 1.2
. 1 o r 1
cos(arcsinx) = /1 —22  cos(arctgx) = \/11+7 cos?(arctgx) = i (arctgz) = 1122 (arcctgz) = ]
/ !/
T _ o T | o a®*) =a% Ina e’) = e
sinhz = & 26 cosh? z = 1 4 sinh? z coshx = % E ) (")
inh s (f@) =@ fa) ey =1 (@>0)
tanhx = o sinh 2z = 2 - sinh z coshx
cos /
1 =
(log,2) = —1— (2> 0)
2 Logaritmy
log. = 4.1 Derivacie inverznej funkcie
g J
log, (z - y) = log, z +log, y log, = =
log. a f: M — R je prosta, diferencovatelna v f~1(a), a € f(M). Ak f~1
1 . . ’ .
log, <$) — log, = — log, y log, b= 1 je v a spojita, tak:
1 T y] log, = a a-lnomgba 1. ak f/(fl_l(a)) < R\ {0}’ tak (f_l)/ (a) =
og,x" =r-log,x x=a%a x=e -1 .
' (f1(a))’
.« . 2. ak f'(f~'(a)) = 0 a f je v bode f~!(a) rastica, tak
3 Limity (k€ R,a>1) (fl)’((a) (:)O)O (@)
1 o 1—cosz 1 3. ak f'(f~Ya)) = 0 a f je v bode f~'(a) klesajtca, tak
lim — =0 lim Snr —1 lim == -1y’
e z—0 "4 a0 g2 D) (f71) (a) = —o0.
€= g}»lin (L+a2)" =limyoo (14) g}»lﬂ% x =1 4.2 Leibnitzov vzorec
lin% o’ — 1 =Ina limy, o Z—A =0 lirr%) -1 =1 Nech f,g: I — R st n-krat dif. na I. Potom:
Tr— xr— €T
. 1 . n . . a” n " /n . N
Jim =0 Do g —e  lm V=1 lim =0 o =3 (7)1

k=0



4.3 Derivacie vyssich radov 5.3 Tvary zvysku

Nech f(") je spojita v O(a), nech Vz € O(a) \ {a} 3 vlastna f(+1),

m! m—n .
(a:m)(") _ ) T(m—n) - (n <m; meN) Nech T;, je TP funkcie f stupnia n v bode a. Potom
0 (n>m; m e N)
o o 1. Lagrangeov tvar zvysku: Vo € O(a), x > a
(sinz)™ = sin (x + 7) (cos )™ = cos (x + 7) (x < a) (x) € (a,z) (I(x) € (x,a)) takeé, Ze
(n) _ = z\(n) _ =z (n+1)
a =a”-In"a e =e f (¢ (x)) n
@) (=) (@) = Tfa) = P (o — )
n—1 n—1
(n) o (—1) . (TL — 1)! (n) o (—1) . (TL — 1)!
(log, #)™" = z"-1n"a (Inz)™" = " 2. Cauchyho tvar zvysku: Vz € O(a), = > a
(x < a) I(x) € (a,z) (V(z) € (z,a)) také, ze
, . . (n+1) (9
4.4 L’Hospitalovo pravidlo F(@) = To () = f n(' (2)) (2 — a)(x — 9(z))"
Nech '
1. funkcie f, g st diferencovatelné v niektorom prstencovom okoli @ Neur(;lty lntegral
P(a) bodu a € R*;
2. Vz € P(a) : ¢'(x) # 0; da
/Jco‘dm— —|—C’ /—:ln|a:|—|—0
3. lim,_,, f(x) = lim,_., g(x) = 0 alebo |limI_,a g(z)| = +oo; +1 x
4. existuje vlastna alebo nevlastna limz_,a ) / 1 Jr 2 arctgx + C' = —arcctg « + C
Potom existuje aj lim,_.q % a plati limmﬁa ; = lim,_,, 583 \/172 = arcsinx +C = —arccosz + C
—x
711 1+z c dx 711 a+zx o
5 Taylorove a MacLaurinove polynémy 1 _x2 e e 22— 20 Ma—z| "
d 1 d
Nech fcia f je n-krat dif. v a € R. Potom Tay. pol. st. n fcie f v /27% = farctg -—+C /% — arcsin ~ +C
a je pol. (v prem. x) a* a a var—T a
x
(1) (n) /27 = ln’x—kx/x?ﬂ:l’—kC
To@) = @)+ o (@ 0yt o L oy Versd
! ! x
— = ln‘x+\/x2ia2‘ +C
Ak a = 0 — MacLaurinov pol. Ak je fcia f n-krat dif. va € R a T, Va2 +a?
je jej Tay. pol. st. n v a, tak /a‘” dr — lar /eI o — 6% 4+ C
na
Ii f (l‘) — Tn ('T) _
1m n - 0 . .
z—a (x—a) /smxdx:—cosx—i—C /cos:v dx =sinz + C
5.1 Vybrané polynémy («a € R) dv_ _ v _
. Yy poly y (@ —— = —ctgz +C - =tgr +C
sin” z cos? x
2 n - —
o 1—1—1‘—&———&— —&—x——l—o(x") /tgxdxf In |cosz| 4+ C
2! n!
3 2n—1
sine = z-— 2—' +-+ (—1)"_1% + o (2*")
; Q(nn - 6.1 Metéda rozkladu
cosx = 1-— % +-+ (—1)”(:; I + o (z*"1)
! n)!
e . /(clfl(x) bt enf))dT = o /fl(a:)dx +oten / fol2)dz
In(l+z) = z-— 5 +~~~+(71)"71? +o(z™)
: 1 _ fat+a2?+ o +3" +0(2") 6.2 Metoda substitacie
-z
ala—1)--(a—n+1) _
1+2)* = 14+azx+---+ " +o(z") _ / _ p(x) =t _
n! @) do = [ @)@ ar=| £ "
5.2 Implikcie (z — 0, m,n € N) - [0 f)+C = Flp(a) + C
o(@™)+o(z")=o(z") o(z™)=o0(2") (prem >n) 6.3 Metéda per partes
o (z") = o(z™™) g™ o(z") = o (z™")



6.4 Integrovanie racionalnych funkcii

/ A de=Aln|z —a|+C
T—a

Nf t2+7‘ -
pre M =0

%arctg # +C

Mt+N
247 - %

¢ di
7 t2+r2+Nf t2+r .
S In(t? +r) + \/Farctgﬁ +C
pre M #0

N[ (t2 — pre M = 0, rekurentne

M [ _2tdt e _
5/ [y +Nf (G0

= sty ey + N [ wiee
pre M # 0, rekurentne

/Mt+Nd B
@

6.5 Goniometrické substitiicie

6.5.1 Substitacia tgz =t (parne moc. sin, cos; tg)

_ _ _dt )
tgxftz dr = {5 r#2k+1)%; ke
2t 2., _ _1 : _ ¢
sin“o = {57 cos’x = p sina - cosw = 1

6.5.2 Univerzalna substiticia tg 5 =t

da:zl_fitg x# Q2k+1)m keZ

tgg =t
sinx =

COST =

2t
1+t2 1-5-152

7 Urcity integral
7.1 Newton-Leibnizov vzorec

Nech fcia f je R-integrovatelnd na [a,b] a méa na (a,b) primitivnu
fciu F, pricom existuji koneéné lim, 4 F(z) a lim,_,;— F(x). Po-

/a ' fa)

$peciélne, ak f € Rla,b] a F' je primitivna fcia k fcii f na [a
F(b) — F(a)

dx = lim F(z)— lim F(z)

z—b— rz—a+

(oznaé. [F(w)}i)
,b], tak

dr =

7.2 Metdda substitticie

f je spojita, ¢ spojite diferencovatelnd, ¢([a,b]) C [a, b]

Ié] »(B)
/ F(p(@))g! () d = / £(t) dt

7.3 Metdda per partes

Fcie f, g maju R-integrovatelné derivécie definované na [a, b]

/a ' @)gla) d = - / ' fa)d (@) da

7.4 Integral ako funkcia hornej (dolnej) hranice
Nech f : [¢,d] — R je spojitd, ¢, st dif. na I a nech p(I) C [c,d],
Y(I) C [e,d]. Potom fcia G : T — R; G(z) = ;/J((;)) f(t) dt je dif. na
Ia G'(x) = f(¢(x)d (z) — f(e(z))e (2)

7.5 Aplikacie urcitého integralu

7.5.1 Plocha ohrani¢ena krivkami

Nech f,g [a,b] — R st spojité a Ve € [a,b]
f(x) < g(x). Potom plosnym obsahom  mnoziny
{(z,y) ERxRya <z <b, f(z) <y < g(x)}je cislo

b
/ (9(z) - f(2)) da

7.5.2 Objem rotac. telesa; dlzka, plocha rotaé. krivky

8 Ciselné rady

8.0.3 Niektoré sucty radov

q”mél)

gaqiall_q
o 1 n

n=1

> =

n=0

— (g <1

8.0.4 Cauchyho-Bolzanovo kritérium konvergencie

>0, an konverguje prave vtedy, ked plati

Ve>03ng e NVReN,n>ng Vp e Nt |apy1 + -+ angp| <e€

8.0.5 Nutna podmienka konvergencie

Ak > | a, konverguje, tak lim,, oo a,, =0

8.1 Rady s nezapornymi (nekladnymi) ¢lenmi
8.1.1 1. porovnavacie kritérium

Ak pre Y 0% an,> .o b, plati 0 < a,, < b, (n > ng) potom: ak
>0 1 by, konverg., tak aj Y., a, konverg.; ak > °  a, diverg.,
tak aj > -, b, diverg. Spec., nech > | a, je s nezap., Y ., by
: K. Potom: ak K € (0;00) tak
rady maju rovnaky charakter; ak K = 0 a Zf;l b, konverg., tak
aj > o, a, konverg.; ak K =ocoa y - b, diverg., tak > 07 a
diverg.

n o —

s klad. ¢lenmi, nech 3lim,, o Zn

8.1.2 Cauchyho kritérium

Nech Y7, a, je s nezap. ¢lenmi. Potom: ak 3¢ € [0;1) In* €
NVn >n*: /a, < qtak Y - a, konverg.; ak pre co vela n € N

a,, diverg. Spec., ak 3lim, o, ¥a, = k;
a, konverg.; ak k > 1, tak > >~ a

plati /a, > 1 tak > |
potom: ak k < 1, tak > >~ ,
diverg.;



8.1.3 2. porovnavacie kritérium

Rady Y07 an, Y pey by st s klad. ¢lenmi; nech (Vn € N) : n >
no plati “2= < b"“ . Potom: ak > 7, b, konverg., tak > >°
konverg.; ak Y >, an diverg., tak Y > | b, diverg.

8.1.4 d’Alembertovo kritérium

>0 1 an je s kladn. ¢lenmi, potom ak 3¢ € [0;1) a In* € N Vn >
n* % < gtak > 7, a, konverg.; ak In* € NVn > n* : % >1
tak Y0, a, diverg.

8.1.5 Integralne kritérium

Nech f :[1,00) — R je nezédp. nerast. fcia. Potom >0, f(n) kon-
verg. (diverg.) prave vtedy, ked lim,_, fl ) dt je vlastna (ne-
vlastnd). Spec., ak je f spojitd, tak > o, f( ) konverg. (diverg.)
ak lim, o F'(z), (F je primit. k f) je vlastna (nevlastnd).

8.1.6 Raabeho kritérium

Yoo an je s klad. ¢lenmi. Ak poc¢niic nejakym n € N dg > 1 také,
)>qtak2n 1 @, konverg.; akn( )§1
tak En:l ap, diverg.

ze n

8.2 Absolatne a relativne konvergentné rady
8.2.1 Leibnitzovo kritérium

Nech {a,},., je monot. postupnost s limitou nula. Potom
Sooe ((=1)"*a, konverguje a plati | > oo, (—1)"ay,| < |a.

9 Postupnosti a rady funkcii

9.1 Kritéria rovnomernej konvergencie

{futoy = mna Mk f<lim, oosupyep [fn(z) — f(2)] =0

9.1.1 C-B kritérium rovnomernej konvergencie

—naM < Ve>03dIngeNVn,m>

—

Postupnost funkeii {f,}22,

no Vr € M : |fu(z) — fm(z)| < e. Spec. pre funkciondlne rady:
Yoo fn SnaM&Ve>03ngeNVYR>nyVpeNVeeM:

‘fn+1(33) + -4 fn—i—p(JU)‘ < €.

9.1.2 Welierstrassovo kritérium r-k

{fn}52, je postupnost ohr. fcii na M, nech |f,(z)| < ¢,. Ak rad s
klad. ¢lenmi ) ° | ¢, konverguje, tak funke. rad Y ", fn .

n=1

9.2 Vlastnosti r-k postupnosti a radov fcii
9.2.1 Zamena poradia limit

Nech a € R* je hromadny bod M. Ak f,, — na M a poénic ng € N
3 kone¢nd lim,_., f,(z) =: A,, tak 3 kone¢n4 lim, _ ., A, a plati
lim, ., f(z) = lim, o Ap; teda plati: lim, ., lim, o frn(z) =
lim,, o0 limy, 4 fr ().

9.2.2 Urdité integraly a rovnomerna konvergencia

Nech f,, —f na [a;b]. Ak f,, € R[a;b] tak aj f € R[a;b] a plati
f; f(x)dz = lim, o f(f fo(z)dz.

9.2.3 Derivacie a rovnomerna konvergencia

Nech {f,} je postupnost spojit. dif. fcii na [a;b]. Ak plati f, g
na [a; b] a zéroveni Jc € [a;b] tak, ze {f,(c)} konverguje, tak f,, —
na [a;b] a zaroven (lim, .o fn) = g.

9.3 Mocninové rady

Ak rad )" ) a,t™ konverg. v bode ¢y # 0, tak konverg. abs. V¢ €
(=|tol, |to]). Nastane prave jedna z nasled. moznosti: a) 3 (R > 0) :
konverg. abs. V& € (a — R,a + R) a diverg. pre z € (—00,a — R) U
(a + R,); b) rad konverg. abs. na R; c) rad konverg. len v a.

9.3.1 Polomer konvergencie

Nech r := limsup,_ ., ¥/|an| (€ R*). Potom pre polomer kon-
vergencie R radu plati: ak r € R* tak R = %; ak r = 0 tak
R = o0; ak r = oo tak R = 0. Ak pocinajuc niektorym mng

je a, # 0 a Jlim, (e R*), tak polomer konvergencie

An+41

an
An+1

R =1im, .

9.3.2 Integrovanie ¢len po ¢lene

Nech mocninovy rad mé nenulovy R. Potom: Fcia f(x) =
Yool o an(z — a)™ je spojitd; Rad mozno integrovat ¢len po ¢lene
na kazdom podintervale oboru konvergenice, Spec.

F(z):= /: f®)dt = /:c (i} an(x — a)") dt =
= 2/; an(z —a)* = éanw;

V kazdom bode x € I , kde I je int. konvergencie radu, ma fcia
f derivécie vietkych radov, hodnotu f*)(z)(k € N,z € I) mozno
najst k-nasobnym derivovanim radu élen po ¢lene:

> R n!
= (Z an(x — a)”) = Z man(x

n=0 n=k

—a)" " ()
Ak R e Rt arad ), , (n%!k)!an(as — a)"* konverguje pre r =
a+ R(xz = a — R), tak funkcie f, f', ..., f(*) st definované aj v bode
a+ R (v bode (a — R)) a v tomto bode plati tiez rovnost (*).

9.3.3 Taylorove rady

Funkcia f sa nazyva analytickh v bode a,

lorov rad (300, (@ (7:!(“)( — a)") konverguje na niektorom
okoli O(a) bodu a k funkcii f|O(a). Ak mocninovy rad
Yool gan(x — a)® konverguje na O(a) bodu a € R funkcii
flO(a), tak je Taylorov rad fcie f (a f je analytickd v a).

e’ = EZO:O %T x € (—o0,00) ﬁ = Z;’;’:O "
. 2n—1
sing =307 (=1)"+! (gn o

2n

cosT = ZZ"_O(—I)”—(EW),

n— 1)
2(271)112 "

ak jej Tay-

z e (—1,1)

x € (—00,00)

x € (—00,00)

m_1+zn1 €[-1,1)

In(l1+2z) =

n

220:1 (_1)n+1 : %

+ m(m71)~;7-,!(mfn+1)

€ (-1,1]

rel

(1+z)m:1+mx+... :L'n+...

ak

, ak
, ak
, ak

m €N
m € (0,00) \ N
-1,0)

—00, 71}

m e



