Prva pisomka z UDDS, vzorové rieSenia

1. [2b] Matematickou indukciou dokézte, ze pre vsetky prirodzené ¢isla n

plati
9+ (n+ 1)+ (n+2)3.

RieSenie:

1°134+234+33=36
9(36

IP: 9([n3 + (n + 1)® + (n + 2)7]
2°9|[(n +1)° + (n+2)° + (n + 3)°]

9Wn+D“H +2)° + (n+$—wﬁ—ﬁ]
9|[n? +(n+1) (n+2) +9.(k* + 3.k + 3)]

)\4

. [3b] N4jdite vsetky ohodnotenia, pre ktoré je nasledujici vyrok neprav-
divy

{A—= [(=BVC)AD]}AN[-D — (=C A A)].
Riesenie: Uloha sa dala riesit roznymi sposobmi. My si ukdzeme jeden
z nich.

Dany vyrok neplati vtedy, ak aspon jeden z vyrokov A — [(-BVC)AD]
alebo [-D — (—=C' A A)| neplati.

Pozrime sa, kedy neplati prvy virok A — [(=B V C) A D]. KedZe ide
o implikaciu, vyrok neplati ak:
-pd)=1a
— p((=BVC)AD)=0.
x ak p(D) = 0, tak na ohodnoteni vyrokov B, C' nezalezi

x ak p(D) = 1, tak p(—=BV () sa musi rovnat 0, ¢ize musf platit,
ze p(=B) =0 a p(C) = 0.

Dokopy dostaneme, ze vyrok neplati pre nasledovné ohodnotenia:



A
1
1
1
1
1

——_ = o ol
or o ol
— o oo oly

Pozrime sa, kedy neplati vyrok =D — (=C A A). KedZe ide o im-
plikaciu, vyrok neplati ak:
— p(=D) =1, ¢ize p(D) =0 a
— p(=C' A A) =0, ¢o nastava v nasledovnych pripadoch:
* p(=C) =0ap(A)=0
* p(=C)=0ap(4) =1
* p(=C) =1ap(A)=0

— vyrok B moZze maf Iubovolné ohodnotenie

Dokopy dostaneme, ze vyrok neplati pre nasledovné ohodnotenia:

A|B|C|D
0010
0110
11701110
1111110
0[0[0/O0
0[1(0/0

Z predchadzajucich dvoch tabuliek vidno, ze dokopy existuje 9 roznych
ohodnoteni, pre ktoré povodny vyrok neplati.

3. [24+2b] Vyjadrite

— spojku A pomocou spojok — a <=,
— spojku V pomocou spojok — a <= .

RiesSenie:
ANB=(A— B) < A,
AVB=(A < B)— A

2



Poznamka: Formula obsahujica len bindarne spojky — a <= je
pravdiva pri pravdivostnom ohodnoteni, v ktorom st pravdivé vsetky
elementarne vyroky. Formula —A ale v tomto ohodnoteni pravdivé nie
je. Preto mnozina {—, <= } netvori tplny systém logickych spojek.
. [3b] Dokézte, ze ak 6* 4+ 1 je prvocislo, tak potom /6% + 5 nie je celé
¢islo.
RiesSenie: Dokézeme to sporom, predpokladajme, ze /6% +5 =a € Z
Potom plati nasledovné
a>=6"+5
a’—4=06"+1
(a+2)-(a—2)=6"+1

6% + 1 moze byt za tejto podmienky prvoéislo iba ak a = 3, pre tito
moznost viak x ¢ Z, preto je to SPOR.

Poznamka: V zadani chyba predpoklad = € Z, preto bolo za spravne
rieSenie povazované aj ndjdenie protiprikladu = = logg 4.

. [3b] Zistite, ¢ je nasledovny vyrok tautoldgia
[(Ve)A(z) = (Vo) B(2)]V[(Fz)A(z) = (3) B(z)]V[(Ve)(A(z) @ B(x))].

Ak ano, dokézte, ak nie, zostrojte kontrapriklad.

RieSenie: Budeme dokazovat, ze dany vyrok je tautoldgia. Sporom —
predpokladajme, ze dany vyrok nie je tautologia, a preto plati jeho
negacia:

(V) A(2) AB) = B(2)|A[(32) A(2) (V) = B(2)IN[(B2) (A(z) & B(x))].
(Vo) A(z) A (Fz)-B(x) A (Fx)A(x) A (V)= B(z) A[(3z)(A(z) < B(z))].

Teraz mozeme pouzit pravidlo generalizécie pre existenéné kvantifikatory
(pre kazdy z nich treba pouzit novii premennt).

(Vx)A(x) A =B(x1) A A(ze) A (V)= B(x) A [(A(z3) < B(z3)))].

Dalej pouzijeme pravidlo specifikicie pre véeobecné kvantifikdtory. Ked'ze
st to véeobecné kvantifikatory, tak ich vieme nahradit Iubovolnou pre-
mennou. My si vyberieme premennt x3, aby sme dostali spor.

A(zs) A=B(a1) A A(z2) A —~B(xs) A [(Azs) = B(xs))].
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Dostali sme, Ze nasledovné vyroky musia platif naraz
A(zs) N —B(x3) A [(A(zs) < B(zs))].

A(z3) N —B(xzs) A [(A(xs) = B(xs)) A (B(xs) = A(zs))].

Lenze

A(z3) AN —B(z3) < [-(A(z3) = B(zs))].

Preto negacia vyroku neplati, ¢o je spor a znamend to, ze poévodny
vyrok je tautolégia.



