
Prvá ṕısomka z UDDS, vzorové riešenia

1. [2b] Matematickou indukciou dokážte, že pre všetky prirodzené č́ısla n
plat́ı

9|[n3 + (n + 1)3 + (n + 2)3].

Riešenie:

1◦ 13 + 23 + 33 = 36
9|36

IP: 9|[n3 + (n + 1)3 + (n + 2)3]

2◦ 9|[(n + 1)3 + (n + 2)3 + (n + 3)3]
9|[(n + 1)3 + (n + 2)3 + (n + 3)3 + n3 − n3]
9|[n3 + (n + 1)3 + (n + 2)3︸ ︷︷ ︸

IP

+9.(k2 + 3.k + 3)]

2. [3b] Nájdite všetky ohodnotenia, pre ktoré je nasledujúci výrok neprav-
divý

{A→ [(¬B ∨ C) ∧D]} ∧ [¬D → (¬C ∧ A)].

Riešenie: Úloha sa dala riešit’ rôznymi spôsobmi. My si ukážeme jeden
z nich.

Daný výrok neplat́ı vtedy, ak aspoň jeden z výrokov A→ [(¬B∨C)∧D]
alebo [¬D → (¬C ∧ A)] neplat́ı.

Pozrime sa, kedy neplat́ı prvý výrok A → [(¬B ∨ C) ∧D]. Ked’že ide
o implikáciu, výrok neplat́ı ak:

– p(A) = 1 a

– p((¬B ∨ C) ∧D) = 0.

∗ ak p(D) = 0, tak na ohodnoteńı výrokov B,C nezálež́ı

∗ ak p(D) = 1, tak p(¬B∨C) sa muśı rovnat’ 0, čiže muśı platit’,
že p(¬B) = 0 a p(C) = 0.

Dokopy dostaneme, že výrok neplat́ı pre nasledovné ohodnotenia:



A B C D
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 0
1 1 0 1

Pozrime sa, kedy neplat́ı výrok ¬D → (¬C ∧ A). Ked’že ide o im-
plikáciu, výrok neplat́ı ak:

– p(¬D) = 1, čiže p(D) = 0 a

– p(¬C ∧ A) = 0, čo nastáva v nasledovných pŕıpadoch:

∗ p(¬C) = 0 a p(A) = 0

∗ p(¬C) = 0 a p(A) = 1

∗ p(¬C) = 1 a p(A) = 0

– výrok B môže mat’ l’ubovolné ohodnotenie

Dokopy dostaneme, že výrok neplat́ı pre nasledovné ohodnotenia:

A B C D
0 0 1 0
0 1 1 0
1 0 1 0
1 1 1 0
0 0 0 0
0 1 0 0

Z predchádzajúcich dvoch tabuliek vidno, že dokopy existuje 9 rôznych
ohodnoteńı, pre ktoré pôvodný výrok neplat́ı.

3. [2+2b] Vyjadrite

– spojku ∧ pomocou spojok → a ⇐⇒ ,

– spojku ∨ pomocou spojok → a ⇐⇒ .

Riešenie:
A ∧B ≡ (A→ B) ⇐⇒ A,

A ∨B ≡ (A ⇐⇒ B)→ A.
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Poznámka: Formula obsahujúca len binárne spojky → a ⇐⇒ je
pravdivá pri pravdivostnom ohodnoteńı, v ktorom sú pravdivé všetky
elementárne výroky. Formula ¬A ale v tomto ohodnoteńı pravdivá nie
je. Preto množina {→, ⇐⇒ } netvoŕı úplný systém logických spojek.

4. [3b] Dokážte, že ak 6x + 1 je prvoč́ıslo, tak potom
√

6x + 5 nie je celé
č́ıslo.

Riešenie: Dokážeme to sporom, predpokladajme, že
√

6x + 5 = a ∈ Z
Potom plat́ı nasledovné

a2 = 6x + 5

a2 − 4 = 6x + 1

(a + 2) · (a− 2) = 6x + 1

6x + 1 môže byt’ za tejto podmienky prvoč́ıslo iba ak a = 3, pre túto
možnost’ však x /∈ Z, preto je to SPOR.

Poznámka: V zadańı chýba predpoklad x ∈ Z, preto bolo za správne
riešenie považované aj nájdenie protipŕıkladu x = log6 4.

5. [3b] Zistite, či je nasledovný výrok tautológia

[(∀x)A(x)→ (∀x)B(x)]∨[(∃x)A(x)→ (∃x)B(x)]∨[(∀x)(A(x)⊕B(x))].

Ak áno, dokážte, ak nie, zostrojte kontrapŕıklad.

Riešenie: Budeme dokazovat’, že daný výrok je tautológia. Sporom –
predpokladajme, že daný výrok nie je tautológia, a preto plat́ı jeho
negácia:

[(∀x)A(x)∧(∃x)¬B(x)]∧[(∃x)A(x)∧(∀x)¬B(x)]∧[(∃x)(A(x)⇔ B(x))].

(∀x)A(x)∧ (∃x)¬B(x)∧ (∃x)A(x)∧ (∀x)¬B(x)∧ [(∃x)(A(x)⇔ B(x))].

Teraz môžeme použit’ pravidlo generalizácie pre existenčné kvantifikátory
(pre každý z nich treba použit’ novú premennú).

(∀x)A(x) ∧ ¬B(x1) ∧ A(x2) ∧ (∀x)¬B(x) ∧ [(A(x3)⇔ B(x3))].

Ďalej použijeme pravidlo špecifikácie pre všeobecné kvantifikátory. Ked’že
sú to všeobecné kvantifikátory, tak ich vieme nahradit’ l’ubovolnou pre-
mennou. My si vyberieme premennú x3, aby sme dostali spor.

A(x3) ∧ ¬B(x1) ∧ A(x2) ∧ ¬B(x3) ∧ [(A(x3)⇔ B(x3))].

3



Dostali sme, že nasledovné výroky musia platit’ naraz

A(x3) ∧ ¬B(x3) ∧ [(A(x3)⇔ B(x3))].

A(x3) ∧ ¬B(x3) ∧ [(A(x3)⇒ B(x3)) ∧ (B(x3)⇒ A(x3))].

Lenže
A(x3) ∧ ¬B(x3)⇔ [¬(A(x3)⇒ B(x3))].

Preto negácia výroku neplat́ı, čo je spor a znamená to, že pôvodný
výrok je tautológia.
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