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OBSAH 1

Predhovor

Tento text vychadza obsahovo z prednasok z predmetu Principy pocitacov, ktoré od-
zneli v zimnom semestri §kolského roka 2012/13 pre Studentov odboru Informatika na
FMFI UK. Prednasky boli v tomto dokumente doplnené o d’alSie rozsirujice informa-
cie, ktoré sa z casovych dévodov nedali odprednasat’ a namety pre samostatné stidium.
Texty su rozdelené do tématickych celkov, ktoré vsak nutne nezodpovedaju jednotlivym
prednaskam. V kazdej kapitole je uvedené, ¢o su zakladné a o rozsirujice informaécie a
o by si Student mal povinne osvojit. (Casom budd jednotlivé kapitoly doplnené o tlohy,
ktorych riesenim by Student sa Student mal naucit’ pouzivat ziskané vedomosti a hl-
bsie pochopit’ problematiku). Do pripravovanej knizky st zaradené dve kapitoly, ktoré
vznikli upravou textov dvoch 1nych nasich knih - zdkladné pojmy sme prebrali z Teérie
kédovania a booleovské funkcie z Uvodu do diskrétnych struktir. Upravy este nie sa de-
finitivne, pretoze aktualnym cielom bolo rychle poskytnut text na pripravu na skusku a
dolad’'ovanie obsahu a $tylistiky ponechavame na neskorsie obdobie.
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Kapitola 1

Zakladné pojmy a oznacenia

V prednaske budeme pouzivat mnohé pojmy, ktoré sa stali sticastou bezného jazyka
a Tudia ich ¢asto pouzivaju bez toho, aby si uvedomovali ich presny vyznam. V beZnej
komunikacii to natol'ko neprekaza, ale pri odbornom vyklade by rozli¢na interpretacia
zakladnych pojmov mohla viest’ k nedorozumeniam. Aby sme sa v dalSom vyklade vyhli
zbytoénym nedorozumeniam, vybudujeme exaktne potrebny pojmovy aparat.

1.1 Abecedy, slova a jazyky

Abeceda je T'ubovolna koneéna neprazdna mnozZina. Prvky abecedy budeme nazyvat
znakmi alebo symbolmi. Abecedu budeme oznacovat symbolom X; ak bude potrebné roz-
lisovat’ rozlicné abecedy, budeme symbol L~ indexovat (Xi,X,,...). Lubovolna kone¢na
postupnost’ znakov z abecedy L sa nazyva slovom nad abecedou . Ak nebude podstatné
o aku abecedu ide alebo z kontextu bude zname, o ktoru abecedu sa jedna, budeme kvoli
struénosti slova nad abecedou X vynechavat. Zjednodusime aj zapisovanie slov; symboly
v postupnosti nebudeme oddelovat’ ¢iarkami a slovo (napr.) a, b, e, ¢, e, d, a budeme zapi-
sovat’ v tvare, ako sa slova v textoch Standardne zapisuju; t.j. abeceda. Nech je w slovo
nad abecedou £, potom podet znakov slova w nazveme dizkou slova w. Dizku slova w
budeme oznacovat’ symbolom 1(w). Tak napriklad 1(slovo) = 5, l(abeceda) =7, 1(a) = 1.
Postupnost’ znakov nad abecedou X moze byt aj prazdna. Takato postupnost sa nazyva
prdzdnym slovom a oznacuje sa symbolom ¢. Pre dizku prazdneho slova plati 1(¢) = 0.
Teraz definujeme operacie nad slovami, pomocou ktorych bude mozné zo znamych slov
vytvarat nové slova. Nech sa u,v dve slova nad abecedou X; u=aj...a,; v=>bj...bp.
Zretazenim slov u,v je slovo w = uwv = aj...anb;...b;, nad abecedou X. (Je zrejmé,
Ze operacia zret'azovania slov je asociativna, ale vo vSeobecnosti nie je komutativna;
prazdne slovo ¢ je obojstrannym neutralnym prvkom vzhladom na operaciu zret'azenia
slov: pre 'ubovol'né slovo w plati we = ew = w). Slovo mozno zret’azit’ aj so sebou samym,
napr. uu = aj ...dndj ... a,. Pre Fubovolné slovo w a F'ubovolné ¢islo k € A/ definujeme:

3
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1. w0 =g,

2. Wkt = Wk,

Nech u = q;...ay je 'ubovolné slovo, potom stvisli podpostupnost z = a;ai1...aix_1;
1 < 1i,i+k < nnazveme podslovom slova u. Ak 0 < k < n, slovo z nazveme vlastnym pods-
lovom slova u. Slova u a ¢ su trividlnymi podslovami slova u a v kédovani sa nimi zvlast
zaoberat’ nebudeme. Zato vsak v teérii kédovania zohravaju dolezitu tlohu podslova,
ktoré su zaciatkom alebo koncom nejakého slova. Zavedieme pre ne $pecidlne pomeno-
vania. Nech u = q;...a, je l'ubovolné slovo, slovo z = a;...qax, 0 < k < n nazveme
pociatoénym podslovom (prefixom) slova u a slovo x = q;ai11...a,; 1 <1i=mn nazveme
koncovym podslovom (sufixom) slova u. Znaky v slove mozno aj preusporiadat’. Dole-
Zitym pripadom preusporiadania znakov je otocCenie slova: zrkadlovym obrazom slova

U =aj...a, nazveme slovou® = a,...aq.

Slova mozeme zoskupovat do mnozin. Takéto mnoziny slov budeme nazyvat jazykmi.
Presnejsie, 'ubovolni mnozinu slov nad abecedou X nazveme jazykom nad abecedou
Y. KedZe jazyky st mnoziny slov, mozno z existujdcich jazykov vytvarat nové jazyky
pomocou mnoZinovych operacii, ako su zjednotenie, doplnok, rozdiel, prienik, symetricka
diferencia mnozin a pripadne iné. Pre slova sme zaviedli operaciu zretazovania (slov).
Zavedieme teraz uzitocné operacie s jazykmi, ktoré su zalozené na zret'azovani slov. Nech
su L1, £; jazyky nad abecedou X, potom £ = £1£, je jazyk nad abecedou L definovany
nasledovne: £ = {uv; u € L;,v € L;}. Jazyk mozno zretazovat so sebou samym; pre
Tubovolny jazyk £ a I'ubovolné ¢islo k € A definujeme:

1. £0={e},
2. L& = [k,

Na zaver uvedieme eSte dve operacie nad jazykmi, ktoré ndm umoznia popisat mnozinu
vSetkych moznych slov, ktoré sa daja vytvorit pomocou operacie zret'azovania jazyka.
Nech £ je Tubovolny jazyk, potom jazyky LT = (U2, L' a £* = JX, L' sa nazyvaju
kladnd, resp. nezdpornd iterdcia jazyka L'. VSimnite si, Ze abecedu £ mozno chapat
aj ako jazyk pozostavajuci zo vSetkych slov dizky 1 nad abecedou £ a I* predstavuje

mnozinu vSetkych slov nad abecedou .
Tlustrujeme zavedené pojmy na prikladoch.

Priklad.

1. Binarna abeceda X; je I'ubovolna dvojprvkova mnoZina. Znaky binarnej abecedy
najcastejSie oznacujeme cislicami 0, 1; bindrnu abecedu budeme v tomto pripade
chapat ako mnozinu X; = {0, 1}.

2. Na zapis prirodzenych ¢isel vystacime s abecedou 0,1; £, ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

3. Racionalne ¢isla mozno zapisat’ v podobe slov nad abecedou 3 =, U{"+",","."}.

4. ¥4 ={a,b,c,d,e,f,g,1,j,k,l,myn,0,p,q,1,s,t,v,w,x,y, z} je abeceda pozostavajica
z malych pismen anglickej abecedy.
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5. Abecedu L5 ={A,B,C,D,E,F,G,,],K,L, M, N,O,P,Q,R,S, T, VW, X, Y, Z} tvoria vel'ké
pismena anglickej abecedy.

6. 56 ="54J%s.

7' Abecedu Z7 = {O(, B)Y’ 6’ €) €) C’n) 6319) L) K) )\’ }‘l’) V) (z"’ O) 7-[) ('D) p) p’ 0_) G) T’U) q)’ (p’X)l'l)) w}
tvoria malé pismena gréckej abecedy.

8. Dalsimi uZitoénymi abecedami by mohli byt rozliéné znakové sady, napr. vietky
znaky kédov ASCII. V tedrii kédovania budeme casto pracovat’ s abecedami, kto-
rych symboly st prvkami konec¢nych poli. Tieto symboly budeme zapisovat’ pomo-
cou prirodzenych cisel; X3 = Z,, ={0,1,...m — 1}.

9. Slovo 2.78128 je slovom nad X3, ale nie je slovom nad abecedou X, (pretoze obsahuje
symbol ".", ktory sa v abecede L, nenachadza).

10. Zretazenim slov w; = pismeno a w, = male dostavame slova (napr. nad abecedou
Y4) wiw, = pismenomale a wyw; = malepismeno .

11. Nech je dané slovo w; = pismeno nad abecedou X, poc¢iatocné a koncové podslova
tohto slova sud uvedené v nasledujucej tabulke:

prefix sufix
13 pismeno
) ismeno
pi smeno
pis meno
pism eno
pisme no
pismen 0
pismeno 3
12. Nech je dané slovo w; = pismeno nad abecedou %4, zrkadlovy obraz slova w; je

slovo w!® = onemsip nad abecedou L.

13. Nech su £ = {ne,pre,po, vy}, £, = {mysli, hovor, pis, padni} jazyky nad abecedou
¥,. Jazyk L£1L; je uvedeny v nasledujucej tabulke:

Li/L; | ne pre po vy
mysli | nemysli premysli pomysli vymysli
hovor | nehovor prehovor pohovor vyhovor
pis nepis prepis popis vypis
padni | napadni prepadni popadni vypadni

14. Uvazujme bindrnu abecedu £; = {0, 1}. Uvedieme mnoziny slov ¥ pre niekolko
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pociatotnych hodnot k:

k| zk

0| {e}

11{0,1}

21{00,01,10,11}

3 | {000,001,010,011,100,101,110,111}

4 | {0000,0001,0010,0011,0100,0101,0110,0111, 1000, 1001, 1010, 1011, 1100,

1101,1110,1111}
5 | {00000, 00001, 00010, 00011,00100,00101,00110,00111,01000, 01001, 01010,
01011,01100,01101,01110,01111, 10000, 10001, 10010, 10011, 10100, 10101,
10110, 10111, 11000, 11001, 11010, 11011, 11100, 11101, 11110, 11111}

1.2 Udaje, informacia a komunikacia

V beznom Zivote sa pojem informacie pouziva volne a v rozliénych vyznamoch; hovori
sa o rozlicnych druhoch informaécie (obrazova, knizna, zvukova, genetickd, novinova) a
informacii sa pripisuju rozlicné atributy (overend, cerstva, aktualna, pochybna, skan-
dalézna a i.) V teérii kédovania nas nebude zaujimat poévod, vyznam ani hodnotenie
informacie; jediné ¢o pre nas bude podstatné je mnozstvo informacie. Budeme praco-
vat s udajmi a spravami, ktoré budu obsahovat nejaka informaciu, tieto idaje budeme
spracovavat a budeme sa snazit’ najst’ pre zapis informacie, ktoru udaje obsahuja formu
ktora je z hl'adiska spracovania uidajov/informacie najvhodnejsia.

V hovorovom jazyku sa pojmy informacia, sprava a uidaje chapu ako synonyma; uka-
Zeme, Ze tieto pojmy maju odliSny vyznam. Ilustrujeme rozdiel medzi pojmami udaje a
informacia na priklade. Predstavme si

. binarny ret’azec 0000000000001010,
. vyraz 0'2(01)2,

. slovné spojenie ,dvanst’ nil, jednotka, nula, jednotka, nula®,

1
2
3
4. 10,
5. A,
6

. 000A.

Vo vsetkych pripadoch ide o jednoznacné urcenie tej istej binarnej postupnosti diiky
16; v prvom pripade je popisom explicitné vymenovanie ¢lenov postupnosti, v druhom
jej zapis pomocou regularneho vyrazu, v tretom slovny popis vo §tvrtom vyjadrenie ci-
selnej hodnoty binarneho ¢isla v desiatkovej sustave (predpokladame, Ze informacia o
dizke slova je znama), v piatom ide o hexadecimalny zapis toho istého ¢isla (s vyne-
chanim pociatoénych nil) a napokon posledny vyraz je hexadecimalny zapis bindrneho
retazca, vratane prvych troch nulovych hexadecimalnych cislic. VSetky popisy maju spo-
loéné to, Ze umoZiiuju v mnozine vietkych binarnych retazcov (v nasom pripade dizky
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16) jednoznaéne identifikovat dany retazec; t.j. obsahuji rovnakd informaciu. Udaje
teda predstavuja zaznam informacie; informdcia je obsahom udajov. Niekedy sa pojem
informacia spaja aj so sémantikou (vyznamom) udajov, ale toto spojenie chapanie infor-
macie komplikuje, pretoZze do pojmu informacia zavadza subjektivny aspekt (toho, kto
udaje interpretuje a kontext). Preto sa budeme pridrziavat’ vyssie uvedeného chapania
informécie ako obsahu tdajov.! Pojem sprdva sa zvykne pouzivat na oznacenie ddajov,
ktoré maju isty format a st prenasané z jedného miesta na druhé. Okrem prenosu tuda-
jov v priestore sa udaje Casto prenasaju aj v Case: zapiSu sa na nejaké médium a po
case sa z neho citaju. Pod komunikdciou budeme rozumiet’ ¢innost’ dvoch alebo viace-
rych entit (i¢astnikov komunikacie), ktora pozostava z prenosu udajov/sprav od jedného
ucastnika (odosielatela) k druhému/inym (prijemca/prijemcovia). Existuje mnoho spo-
sobov komunikacie, ktoré zavisia tak od pouzitych komunikaénych prostriedkov (posta,
telefon, telegraf, televizia, rozhlas, a i.), typu udajov, ktoré sa pri komunikacii prenasaja
aj ucelu komunikacie. Nebudeme ich rozoberat’, namiesto toho zavedieme pomerne vse-
obecny model komunikaéného systému, popiSeme tlohu jeho jednotlivych subsystémov
a ukazeme, aké dlohy sa musia pri komunikacii riesit. Uvedeny model pouzijeme tak na
popis prenosu udajov v priestore, ako aj v case.

Na obrazku 1.1 je uvedeny Shannonov model komunikaéného systému. Hoci je tento
model vel'mi v§eobecny, hodi sa na popis mnohych komunikaénych systémov a pre d’alsie
(napriklad komunika¢ny systém so spitnou viazbou) méze Shannonov model posluzit
ako zaklad, ktory sa da vhodne upravit. Podrobnejsi model komunika¢ného systému,
odvodeny zo Shannonovho modelu je uvedeny na obrazku 1.2

prijaty
sprava signal signal sprava
zdroj L , N .
. . . > vysielaé [~ kanal [~ prijima¢ [~ prijemca
informacie

zdroj
Sumu

Obr. 1.1: Shannonov model komunikaéného systému

Zdroj informacie/adajov. Aby sme sa nemuseli zaoberat’ tym, odkial idaje (informa-
cia) pochadzaju, budeme predpokladat’, Ze existuje nejaky zdroj informdcie (idajov), S
(Source). Zdroju prislicha nejaka abeceda, Zs, ktorti budeme nazyvat zdrojovou abece-
dou, alebo abecedou zdroja. Dalej s budeme predpokladat, ze zdroj S generuje postup-
nost’ znakov xi, Xi41,...; Xi+j € Ls; napriklad tak Ze v diskrétnych ¢asovych okamihoch
(taktoch) sa na vystupe zdroja budu objavovat’ symboly zo zdrojovej abecedy. Postupnost’
znakov zdrojovej abecedy mozeme spracovavat po znakoch, alebo rozdelit’ na slova ko-
necnej diiky. Bez ujmy na vSeobecnosti méZzeme predpokladat’, Ze tidaje, ktoré budeme

1Zskladné poznatky o merani mnozstva informacie v idajoch st uvedené v kapitole ??
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spracovavat, majui formu postupnosti slovZ nad abecedou Zs.

Koéder K; - kddovanie zdrojovych udajov. Forma, v ktorej si zapisané zdrojové
udaje, nemusi byt vhodna pre d’asie spracovanie, a preto je postupnost’ slov vytvorena
zdrojom pred d’al§im spracovanim zakédovana. Toto kodovanie sa nazyva kédovanie
zdrojovej informdcie, alebo kédovanie zdroja a realizuje ho kéder K;. Vysledkom kédova-
nia zdrojovej informacie je postupnost’ symbolov kédovej abecedy Zc, ktori budeme na-
zyvat sprdvou. Ked'ze pévodnu informaciu ziskavame priamo zo zdroja, kédovanie zdroja
nemusi rieSit’ ochranu udajov pred pripadnymi chybami, ale plni int tlohu—zaist'uje
dosiahnutie efektivnosti zapisu zdrojovej informacie. Vysledkom kédovania zdrojovych
udajov je (v idedlnom pripade) najkrat$ia sprava nad kédovou abecedou, na zaklade
ktorej mozno v plnom rozsahu zrekonstruovat' zdrojové tidaje v povodnej podobe. PozZia-
davka na efektivnost’ kédovania spravy sa da vyjadrit’ tak, Ze vo vyslednej (kédovanej)
sprave sa l'ubovol'na k-tica znakov kédovej abecedy bude vyskytovat s rovnakou pravde-
podobnostou?®.

- dekéder dekéder demodu- e p
prijemca D, D, lator prijimac o
e

n

0

s

0

Sum v

y

k

a

n

a

zdroj S kéder K; kéder K; modulétor vysielac¢ 1

Obr. 1.2: ZovSeobecneny model komunikac¢ného systému

Na tomto mieste sa na chvilu zastavime. Shannonov model komunika¢ného systému
predpoklada, Ze v idedalnom pripade sa prijemcovi podari zrekonstruovat spravu v pé-
vodnom tvare. Aj ked sa v realnych systémoch pouziva kédovanie zdroja, ktoré realizuje
tzv. bezstratovi kompresiu (data compaction), idaje generované zdrojom castokrat ob-
sahuju informaciu, ktord prijemca nedokaze vyuzit. Bezstratova kompresia takychto
udajov by viedla ku spravam, ktoré by boli zbyto¢ne rozsiahle. Ak dokdazeme urcit’, ktora
informacia obsiahnuta v zdrojovych ddajoch je podstatna a ktora nie, méZeme na ko-
dovanie zdrojovych udajov pouzit efektivnejsie kédovanie, zalozené na odfiltrovani tak
redundancie, ako aj nepodstatnej informacie obsiahnutej v zdrojovych tdajoch. Takéto
kédovanie zdroja, pri ktorom dochadza k istej strate informéacie sa nazyva (kompresia
so stratou informdcie, data compression). Prikladom moéze byt kédovanie hudby, ktoré
vyuziva skutoénost’, Ze uidaje obsahuju informaciu ktoru prijemca nedokaze vyuzit’ (ne-
pocutelné zvuky); tato informacia sa pri kédovani zdroja jednoducho odfiltruje a tym

2y krajnom pripade slov dizky 1, teda znakov zdrojovej abecedy

3Zmyslom kédovania zdroja je odstranit’ redundanciu (nadbytoénost) pévodného zapisu. Poziadavka na
rovnaku pravdepodobnost’ vyskytu vsetkych k-tic kédovej abecedy znamend, zZe v kédovanej sprave uz ne-
bude mozné objavit’ nejaku zakonitost, ktora by sa dala vyuzit na d'alsie zefektivnenie zapisu.
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zvysi efektivnost’ zapisu (porovnajte nejakt hudobnu skladbu zapisani na audio CD a
zapis tej istej skladby vo formate MP3, prip. inych). Na druhej strane mechanické pouzi-
tie kompresie so stratou informacie nebude asi pouzite'né pri spracovavani exe suborov
(hoci inteligentna revizia zdrojovych textov tych istych programov by nepochybne odha-
lila moznosti optimalizacie textu.)

Sprava Kédovanu spravu rozdelime na bloky vhodne;j diZky k. (O vybere k budeme ho-
vorit neskor.) Pripominame, Ze ak bol kéder K; dostatotne kvalitny a kédovan4 sprava
dostatocne dlha, vSetky slova diiky k by sa v nej mali vyskytovat s rovnakymi pravde-
podobnost’ami.

Koder K; Na rozdiel od kédovania zdroja, kde nebolo treba ratat’ so Sumom a dlohou ké-
dera Kj bolo redukovat’ redundanciu zdrojovych ddajov, spravu budeme coskoro posielat
cez komunikaény kanél, na ktory posobi um. Ulohou druhého kédera je transformovat
slova dfiky k nad kédovou abecedou X¢ na slova diiky n (kvoli jednoduchosti predpokla-
dajme, Ze nad tou istou kédovou abecedou X ) tak, aby sa len mierne zvysila redundan-
cia a prijemca bol schopny odhalit/opravit’ chyby, ktoré vznikni pri prenose prenosovym
kanalom. Najprv budeme uvazovat’ kéder bez paméite. Tento kéder realizuje injektivne
zobrazenie

ENC:Zf — IP.

Koédery bez pamite sa pouzivaju na kédovanie pomocou blokovych kédov a vyznacuju
sa tym, Ze nezohladnuju Ziadne vzt'ahy medzi k-ticami vstupnych tudajov; to isté slovo
(diiky k) sa zakazdym zobrazi na to isté slovo (diiky n). Existuju aj kédery s paméitou,
ktoré pri kédovani znaku (zvacsa kéduju znak po znaku) zohladnuju aj predchadzajice
symboly. Tieto kédery sa pouzivaja pri tzv. konvoluénych kédoch.

Modulator Spravy sa prenasaju z jedného miesta na druhé pomocou fyzikalnych veli-
¢in, ktoré sa dokazu $irit’ cez vhodné prostredie. Fyzikdlna reprezentacia spravy sa na-
zyva signal. (My budeme pomocou jedného signalu reprezentovat mensie casti spravy,
napriklad slova, alebo znaky kédovej abecedy.) Zariadenie, ktoré transformuje fyzikalnu
veli¢inu tak, aby predstavovala prislusny signal, sa nazyva moduldtor. Predstavme si
napriklad radiova vlnu so sinusovym priebehom a amplitidou 1 a binarnu kédovua abe-
cedu £ = {0, 1}. Symbolu 0 priradime hodnotu —1 a symbolu 1 hodnotu +1. Postupnost’
0,0,1,1,0,1,0,1 bude reprezentovana signalom, ktorého priebeh je uvedeny na odrazku
1.3. Pre zaujimavost uvedieme aj hodnoty signalov reprezentujicich jednotlivé bity:

—0.9479054106 —0.9450567393  0.9450567393  0.9479054110
—0.9180252682  0.9222918778 —0.9222918783 0.9180252668

Vysielac je dalsim prvkom komunika¢ného systému. Jeho tlohou je generovat signaly
dostatocne silné na to, aby prekonali cestu k prijemcovi.

Prenosovy kanal Signaly sa mozu $irit’ v ré6znorodych prostrediach; napriklad kozmic-
kym priestorom, po kovovom kabli, optickom vlakne a pod. Médium umoznujice prenos
signalov budeme nazyvat prenosovym kandlom. Predpokladame, Ze prenosovy kanal je
vystaveny vplyvom okolitého prostredia, ktoré ovplyviniujui spravy prenasané kanalom.
Faktorov, ktoré mo6zu posobit’ na prenosovy kanal je tak vela, Ze sa dost dobre neda
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Obr. 1.3: Signal

skamat’ vplyv jednotlivych faktorov, ale namiesto toho sa skimaju doésledky ich spo-
lo¢ného posobenia. Rozne rusivé faktory vplyvajice na prenosovy kanal, budeme nazy-
vat zdrojmi Sumu a vysledok ich pésobenia—Sumom . Budeme predpokladat, Ze Sum
ma podobu signalov, ktoré ovplyvnuju signaly prenasajice spravu (napriklad sa s nimi
skladajui), v dosledku ¢oho dochadza k zmenam signalov, ktoré sa v prenasanej sprave
prejavuju ako chyby troch zakladnych typov:

1. nahradenie jedného symbolu prenasanej spravy inym symbolom (kédovej abecedy);

2. zmazanim symbolu (¢o mo6Zeme chapat tak, ze symbol prendsanej spravy je nahra-
deny symbolom, ktory nepatri do kédovej abecedy);

3. vypadkom/doplnenim nového symbolu (kédovej abecedy) do prenasanej spravy (po-
rucha synchronizacie).

Sumovy signal je zobrazeny na obrazku 1.4

V tejto knihe sa budeme zaoberat kédmi, ktoré umoznia riesit’ chyby prvého a dru-
hého druhu; t.j. odhalovat’ a opravovat chyby. Poruchami synchronizacie sa nebudeme

zaoberat, Citatelovi odporicame

TO DO

Signaly prenasané prenosovym kanalom zachytava prijimacia strana pomocou priji-
maca (napriklad anténa mobilného telefénu). Abstrahujeme od transformacii signalov,
ktoré realizuje prijimac¢ a predpokladame, Ze prijaté signaly vstupuju do demodula-
tora, ktory transformuje signaly na postupnost’ znakov kédovej abecedy. Demodulator
uz v podstate robi prva korekciu chyb. V désledku pbésobenia Sumu na kandl prijaté
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Obr. 1.4: Sum

signaly nebudi mat zd’aleka idealny priebeh, obr. 1.5. Postupnost’ 0,0,1,1,0,1,0,1 je
reprezentovana postupnostou hodnét*

bit | povodny signal | prijaty signal | interpretacia
tvrda | makka
—0.9479054106 | 0.1824649004 1 ?
—0.9450567393 | —0.2506249324
0.9450567393 | 0.4439007163
0.9479054110 | 0.5558633849
—0.9180252682 | —0.5960788882
0.9222918778 1.195406403
—0.9222918783 | —1.159436952
0.9180252668 | 0.7084777992

—_ O = O = = O O
—_O - O = —-O
—_O = O = = e

Ani jedna z prijatych hodnét (signdlov) nepatri do mnoziny {—1, 1}. Aby dekéder mo-
hol transformovat prijaté signaly na znaky kédovej abecedy, musi pouZit’ pruznejSie pra-
vidlo; napriklad, signaly s nezapornymi hodnotami budu reprezentovat 1 a ostatné sig-
naly budu reprezentovat kédovy znak 0. Pri pouziti tohto pravidla sa zna¢ne deformo-
vané signaly transformuji na postupnost’ 1,0,1,1,0,1,0, 1. Demodulator méze byt navr-
hnuty tak, aby zakazdym prijal rozhodnutie o interpretacii signalu (hard quantization).
To by vsak mohlo viest k nespravnej interpretacii signalov blizkych k 0 demodulato-
rom a problém (identifikaciu a opravenie chyby) by musel riesit’ dekéder. Napriek tomu,
ze pri "tvrdej"transformacii spojitého signalu na diskrétne hodnoty sa dosahuje najvys-
Sia pravdepodobnost’ spravneho priradenia, ¢asto sa pouZiva alternativne riesenia, tzv.
soft quantization. V krajnom pripade demodulator neinterpretuje zZiadne signaly ako

“tieto predstavuji hodnoty signalu v strede prislusnych intervalov.
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Obr. 1.5: Prijaty signal

kédové znaky a posunie dekéderu vypocitané ¢iselné hodnoty signalov na jednotlivych
casovych intervaloch. Tym sa prakticky celé spracovanie prijatej spravy presunie na de-
kéder, ¢o vSak zvySuje naroky na jeho vykonnost’ (zloZitost a zrejme aj cenu). Rozumné je
preto kompromisné riesenie, kedy demodulator predspracuje prijaté signaly napriklad
tak, Ze jednoznacne interpretuje tie signaly, ktorych hodnoty dostato¢ne dobre zodpove-
daju hodnotam reprezentujicim jednotlivé znaky kédovej abecedy, problematické hod-
noty signalu bude reprezentovat’ nejakym novym symbolom a tieto vysledky odovzda
dekéderu. Presnejsie, nech sy oznacuje priemernd hodnotu signalu v takte k, a a; je hod-
nota symbolu kédovej abecedy zodpovedajica signalu si. Potom pravidlo pre binarnu
kédova abecedu by mohlo vyzerat napriklad takto

1 Sk = 0.3,
ax =410 s <-03,
2 —0.3 < s <0.3.

V nasom pripade by demodulator postupnost’ prijatych signalov interpretoval ako po-
stupnost’ 2,2,1,1,0,1,0,1. Ak pocas prenosu doslo ku chybe (nahradenie jedného znaku
kédového slova inym), informacia, ktora dostal dekéder od demodulatora by mu umoz-
nila odhadnuit najpravdepodobnejSie miesta, na ktorych mohlo dgjst’ ku chybe (v nasom
priklade sd podozrivé prvé dva symboly), ¢im by sa (ako uvidime neskor) znacne zjedno-
dusilo dekédovanie.

Dekoédery D, a Dy Hlavnou dlohou dekédera D; je ¢o najlepsie rekonstruovat’ odvysie-
lanua spravu. Predpokladajme, Ze pozname vSetky kédové slova (budeme ich oznacovat
ako uy), vSetky mozné prijaté slova v; a podmienené pravdepodobnosti p;; = p(vjhuy).
Pravdepodobnost’ p;; vyjadruje pravdepodobnost’ toho, Ze po odvysielani kédového slova
u; bolo prijaté (nejaké) slovo v;. Zakladom pre rozhodovanie dekédera D; je nasledujici
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princip dekédovania na zdklade maximdlnej pravdepodobnosti (Maximum Likelihood
Decoding, MLD):

Prijaté slovo v; dekédujeme na také kédové slovo u;, pre ktoré je podmienena
pravdepodobnost’ p(v;jlu;) maximélna.

Dekédovanie na zaklade maximalnej pravdepodobnosti vzdy dava vysledok (kédové
slovo). Takéto dekdédovanie sa nazyva uplné dekddovanie . Ako sa da ocakavat, okrem
uplného dekédovania bude existovat’ aj nejaké alternativne rieSenie, ktoré budeme na-
zyvat netplnym dekédovanim. Pri nedaplnom dekédovani mozu nastat’ dva pripady:

1. dekodder dekéduje prijaté slovo t.j. priradi prijatému slovu kédové slovo,

2. dekdder namiesto kédového slova vypiSe nejaky dohodnuty symbol (napriklad co).

Druhy pripad nastane vtedy, ked dekdder nasiel v prijatom slove chybu, ale nebol
ju schopny opravit. Takudto situdciu nemoézeme vylucit, pretoze dekdder nie je schopny
opravit’ slova, ktoré boli vyrazne modifikované. V takom pripade je lepSie poziadat o
opéatovné zaslanie informacie, ako sa pokusat opravit prijaté slovo a dekédovat ho ne-
spravne. Ani takyto pristup vsak nezarucuje, Ze dekédované slovo sa zhoduje s odvysie-
lanym kédovym slovom. Ked'Ze dekéder rozhoduje na zdklade syntaxe (napr. zoznamu
kédovych slov) a nie sémantiky prijatych sprav, ak pocas prenosu kédového slova nastala
chyba, ktora ho transformovala na iné kédové slovo, dekdder takiito chybu nedokéze
identifikovat. Preto dekéder postaveny na principe MLD bude mat’ sice najvyssiu prav-
depodobnost’ spravneho dekédovania, ale ak sa pomyli, tak je dekédovana sprava zata-
Zena chybou, ktoru je tazko odhalit’. Preto vicsina dekdderov, ktorymi sa budeme za-
oberat’, vychadza z trocha slabsieho principu, nazyvaného IMLD (Incomplete Maximum
Likelihood Decoding); netiplné dekédovanie na zdklade maximdlnej pravdepodobnosti:

Prijaté slovo v; dekédujeme bud na také kédové slovo u;, pre ktoré je podmie-
nené pravdepodobnost p(v;lu;) maximélna, alebo na symbol co; bola odhalena
chyba.

Napriek pouzitiu samoopravnych kédov nedokdzeme garantovat spravne dekédova-
nie prijatej spravy. Budeme rozliSovat dva problematické pripady: chyba dekddera (de-
coder error) nastava vtedy, ked’ dekéder nespravne dekédoval prijaté slovo; t.j. interpre-
toval ho ako iné kédové slovo, ako bolo to, ktoré bolo odvysielané. Zlyhanie dekdédera
zahrna tak chybu dekédera, ako aj ten pripad, ked dekéder odhalil chybu ale nebol ju
schopny opravit'.

Dekéder D; transformuje dekédovanu spravu do podoby, v ktorej ju moze d’alej spra-
covavat prijemca. Dobrym prikladom je dekédovanie bindrne zapisanej zvukovej infor-
macie (hudby) do poc¢dvatelnej podoby, alebo dekédovanie digitalne zapisanych filmov
na DVD.
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Vsimneme si, Ze hoci sme v modeli prenosového kandla hovorili o prenose sprav, tento
model moZzno priamo pouzit’ aj na popis uchovavania a opatovného citania udajov. Za-
znamenavanie udajov a ich opédtovné c¢itanie mozno chapat’ ako prenos informacie v case,
zatial ¢o pri prenose sprav sa jedna o prenos informécie v priestore. Jeden podstatny
rozdiel medzi prenosom udajov v Case a priestore vSak je. Ak pri prenose informacie v
priestore dojde k odhalitelnej ale neopravitel'nej chybe, prijemca ma moznost poziadat
odosielatela o opdtovné zaslatie spravy. Ak vSak dojde k poskodeniu tdajov zapisanych
na nejakom paméatovom médiu, opdtovné ¢itanie neumozni precitat’ spravne udaje. O
to dolezitejsie je pri uchovavani tidajov na paméitovych médiach ochrana ich integrity
napriklad pomocou samoopravnych kédov. Z hladiska tloh, ktoré riesi teéria kédovania
nie je rozdiel informAcie v ¢ase a priestore podstatny, a preto sa v dalSom sa stustredime
na problémy vznikajicimi pri prenose informaécie v priestore.

1.3 Kodovanie

Vratme sa k modelu komunika¢ného systému z predchadzajicej casti. Zostava vyriesSit’
problém, ako zapisovat’ spravy, ktoré generuje zdroj S v podobe postupnosti znakov nad
abecedou ~g pomocou kédovej abecedy ~c. Existuje viacero rieSeni tohto problému. Za-
¢neme tym najjednoduch§im—kédovanim jednotlivych znakov zdrojovej abecedy. Nech

Ys = {soy...,Sm_1} je zdrojova abeceda a X = {by,..., b} je kédova abeceda a nech su
Vo, -« ., V1 Navzajom rozne slova nad kédovou abecedou . Potom zobrazenie

So0 — Vo

ST — Vi

Sm—1 — Vm—1

budeme nazyvat kédovanim symbolov zdrojovej abecedy slovami nad abecedou . Mno-
zina V = {vp,...,vim_1} sa nazyva kéd a prvky mnoziny V sa nazyvaju kédovymi slo-
vami. V§imneme si, Zze kédovanie po pismenach je totalnym (vSade definovanym) zobra-
zenim a ked'Ze zdroj S generuje len postupnosti znakov nad abecedou Xg, kazda sprava
vytvorena zdrojom S sa da vyjadrit pomocou postupnosti kédovych slov kédu V. Prob-
1ém vSak vznika pri dekédovani kédovanych sprav. Predpokladajme, Ze je dana nejaka
sprava si,,...,si, nad zdrojovou abecedou a jej prislichajica kédovand sprava vyjad-
rena ako postupnost kédovych slov v;,,...,v; . Postupnost v;,,...,vi, sa vSak prenasa
po znakoch a pred dekédovanim je potrebné ju rozdelit na kédové slova. Ak sa to podari,
nie je problém dekédovat’ jednotlivé kédové slova a ziskat povodnu spravu si,,...,si,.
Nasledujuci priklad ukazuje, ze existuju také kody, pre ktoré sa nie kazda postupnost’
kédovych symbolov da jednoznacne rozdelit’ na kédové slova.

Priklad. Abeceda zdroja Xs = {0, 1,2, 3} pozostava zo Styroch symbolov (prvych Styroch
desiatkovych ¢islic) a kédova abeceda je binarna; L = {0, 1}. Kédovanie prirad’uje de-
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siatkovej Cislici jej binarny zapis:
0 —» 0 1T — 1
2 — 10 3 —» 1

Uvazujme napr. binarnu postupnost’ 001011. Tato postupnost’ sa d4a interpretovat via-
cerymi sposobmi, a sice ako binarny zapis desiatkovych postupnosti 001011,00103, 00211,
0023.

Jednoznacnost dekédovania je prirodzenou poziadavkou, ktora sa kladie na kédovanie.
Nutnym predpokladom jednoznacnosti dekédovania je tzv. rozdelitelnost’ kédu.

Definicia 1.3.1. Kod V = {vy,...,vimn_1} nad abecedou Lc sa nazyva rozdelitelnym, ak
pre Pubovol’ni rovnost’ postupnosti kédovych slov

Vi« Vi :le ...le

platil=%, i =j1,...,1 =jx.

Co vlastne vyjadruje rozdeliteInost’ kédu? Ak je kéd V rozdelitelny, znamena to, ze
T'ubovolnd postupnost’ nad X bud’ méZeme rozdelit’ na postupnost’ kédovych slov jed-
noznac¢nym spodsobom, alebo ju nemézeme rozdelit’ vobec. Pre rozdelitelny kéd neméze
nastat’ taka situdcia, kedy by sme nejakud postupnost’ kédovych symbolov mohli rozdelit
na postupnost’ kédovych slov dvoma rozlicnymi spésobmi. Jednoduchym riesenim prob-
lému rozdelitelnosti st blokové alebo rovnomerné kédy. Blokovy kéd sa vyznacuje tym,
Ze vSetky jeho kédové slova maju rovnaku dizku.

Priklad. Rozsirime predchadzajuici priklad a uvedieme dva spésoby binarneho kédova-
nia desiatkovych ¢éislic—rovnomerné a nerovnomerné:

desiatkovy bindrny blokovy

Zapis Zapis kod
0 0 0000
1 1 0001
2 10 0010
3 11 0011
4 100 0100
5 101 0101
6 110 0110
7 111 0111
8 1000 1000
9 1001 1001

Dekédovanie postupnosti znakov kédovej abecedy bude v pripade blokového kédu re-
lativne jednoduché: postupnost’ sa najprv rozdeli na slova diiky rovnej dizke bloku a
potom sa (napriklad na zaklade tabulky) jednotlivym kédovym slovam priradia symboly
zdrojovej abecedy.

Priklad. Postupnost’ 100001001100100100110010 rozdelime na kédové slova:

1000 0100 1100 1001 0011 0010 a dekédujeme pomocou tabulky z predchadzjiceho pri-
kladu: 843932. VSimneme si, Ze existuju aj binarne postupnosti, ktoré sa nedaju dekdédo-
vat’, nakol'ko slova 1111,1110,1101,1100,1011, 1010 nie st kédové slova.
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S rozdelitelnost'ou vznikaju problémy pri pouziti niektorych kédov, ktoré obsahuju
slova nerovnake;j dféky; tzv. nerovnomernych koédoch. Postupnost’ kédovych symbolov v
tomto pripade nemoZno mechanicky rozdelit’ na bloky rovnakej diiky, ale je potrebné
urcit’ kédové slova. To sa v pripade nerovnomernych kédov vo vieobecnosti nemusi dat’
spravit’ (alebo neda spravit jednoznacne). Ale aj medzi nerovnomernymi kédmi exis-
tuja rozdelitelné kédy. Nakolko tieto kédy umoznuja zapisovat informaciu éastokrat
uspornejsie ako blokové kédy, pouzivaju sa najméi na (bezstratovil) kompresiu tdajov.
Podrobnejsie sa nimi budeme zaoberat’ v nasledujucich kapitolach. Vratme sa teraz ku
kédovaniu zdrojovej informacie. Zatial sme kédovali jednotlivé znaky kédovej abecedy,
teraz pojem kédovania znakov zdrojovej abecedy zovSeobecnime.

Definicia 1.3.2. Nech je Xs zdrojovd abeceda, nech je mnoZina U = {uy,...,um} neja-
kych slov nad zdrojovou abecedou a nech su vy,...,vm slovd nad kédovou abecedou .
Zobrazenie

W — Vo

u — W

um — VM

budeme nazyvat kédovanim mnoziny U kédom V.

Vsimneme si, Ze tato definicia kédovania zahina aj kédovanie znakov zdrojovej abe-
cedy; staci polozit U = Ls.

Priklad. Nech je U rovna mnozine vsetkych podmnozin mnoziny prirodzenych cisel
{0,....99}, V = {0, 1} je mnozina binarnych vektorov dlzky 100. Podmnozine {io, . .., ix}
z U je priradené slovo vj5, ktoré ma jednotkové hodnoty na poziciach iy,...,ix a nuly na
ostatnych poziciach. Je zrejmé, ze V kéduje mnozinu U/ a Ze toto kédovanie je bijekciou.
Poznajtic mohutnost kédu V vieme uréit aj mohutnost mnoziny U: [i/] = 21,

1.4 Format

Udaje budem v poéitaéoch zapisovat pomocou slov nad nejakou (najéastejsie bindrnou)
abecedou. Aby rozne zariadenia dokazali rovnako interpretovat tie isté udaje, musi exis-
tovat’ zhoda v tom, ¢o slovo vyjadruje, t.j. akd ma dizku, na aké podslova sa slovo deli a ¢o
jednotlivé podslova znamenajiu. Konvencia o Stukture slova a interpretacii jeho podslov
sa nazyva formdt. Napriklad, ak 16 bitovy vektor predstavuje celé ¢islo so znamienkom,
tak vieme, Ze najvys$si (najlavejsi) bit bude kédovat’ znamienko a ostavajuicich 15 bitov
reprezentuje absolutnu hodnotu ¢isla. Tym, ze format popisuje Struktiru slova, zaroven
definuje aj sposob vytvarania syntakticky spravneho zapisu (kédovych slov).

Stzv. charakteristicky vektor



Kapitola 2

Reprezentacia informacie v
pocitaci

2.1 uvod

Pocitac je zariadenie na automatizované spracovanie informéacie. V sicasnych digital-
nych pocitacoch je informacia reprezentovana pomocou binarnych vektorov roznej, ale
spravidla pevne stanovene;j diiky. Vyznam bindarneho vektora zavisi od toho, ¢o repre-
zentuje a aky format sa na zapis danej informacie v pocitac¢i pouziva. V tejto kapitole
sa pozrieme na zakladné typy informacie, ktoré sa v pocitaci vyskytuja; t.j. ako je re-
prezentovana Ciselna, textova, riadiaca, zvukova a obrazova informacia a na zakladné
aritmetické operacie nad binarnymi ¢islami v ré6znych forméatoch.

2.2 Pozic¢né Ciselné sustavy

Zakladom pre pochopenie reprezentacie roznych ddajov v pocitaci je dokonalé porozu-
menie principom binarneho zapisu Ciselnej informdacie v pocitaci. Zacneme vykladom
zakladnych principov pozi¢nych ¢iselnych sustav, po ich zvladnuti sa budeme zaoberat’
kédovanim ciselnej a inej informacie.

Bezne pouzivana desiatkova sustava je prikladom pozicnej ¢éiselnej sistavy. Tento
pojem vyjadruje skutocnost’, Ze ¢iselna hodnota cisla zapisaného v takejto stistave zavisi
tak od cislic, ako aj ich poradia v ¢isle, ktoré urcuje ich vahu. Vaha ¢islice je vyjadrena
pomocou mocnin zvlastneho (prirodzeného) ¢isla, nazyvaného zakladom danej ¢iselnej
sustavy. V desiatkovej sustave je zakladom ¢islo 10.

Napr. ¢islo 723207.123 ma hodnotu

7x10°0+2x104+3x100+2x102+0x 10" +7x10°+1x 107" +2x 102 +3 x 1072,

17
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Ak je zakladom ¢iselnej sustavy cislo z, tak cislo v z-adickej sustave je vyjadrené
ako postupnost’ ¢islic z mnoziny {0,...,z — 1}, ktoré predstavuje hodnotu (celo¢iselna a
zlomkova ¢ast’ si oddelené radovou ¢iarkou/bodkou')

n
k
(Andn_1...00.0_1...0_m)z = Z Qg X z
k=—m

2.2.1 Prevod ¢isel medzi desiatkovou a z-adickou sustavou

Nech je dand pozi¢na ¢iselna sustava so zakladom z. Kladné desiatkové ¢islo x.y s celou
castou x > 0 a zlomkovou ¢ast'ou y prevedieme do z-adickej sistavy. Pouzijeme pri tom
vSeobecnejsi postup, ktory sa v matematike dost’ ¢asto pouziva: budeme predpokladat,
Ze uloha je vyrieSena a potom z predpokladaného vysledku odvodime postup rieSenia.
V nasom pripade predpokladame, Ze Cislo je uz zapisané v z-adickej sustave (zacneme
celou ¢astou):

2 0

X=an 1 2" "+ ans 2" 2+ 4a;-2' +ap- 2~

Cislo x mozeme vyjadrit’ takto:

x=z |anq-z2"24+an 2" 3+ +a;-2°| + ao.

Aby sme urcili ¢islicu ap, staci nam vydelit' ¢islo x ¢islom z. Hladant hodnotu ag
dostavame ako vysledok modularneho delenia

x mod z = qp.

Vsimneme si, Ze vo vysledku celo¢iselného delenia x + z doslo k zniZeniu hodét expo-
nentov a ulohu ay z prvého kroku teraz zohrava a;:

3

XxXtz=an1 2" 24 ana- 2"+ 4 q 20

Zopakujeme cely postup n-krat a urcime vsetky cislice a,_1,....qp.

Zapiseme este cely postup formalne, pricom predpokladame, Ze zapis cisla x v sustave
so zakladom z ma n éislic; n < 1+ log, x):

1y desiatkovej stistave ju nazyvame desatinnou &iarkou
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prevod celej ¢asti

k:=0;
while (x > 0) & (k < n) do

alk]:= x mod z; \* vypocitame hodnotu k-te]j cislice
\x celej casti

X:= x div z;

k= k+1;

Vysledok je uloZeny v poli a[0...n-1], priéom ¢&islica ulozena v a [k] méa vahu z*.
Pri prevode zlomkovej ¢asti méze nastat’ situdcia, Ze €islo, ktoré ma konec¢ny rozvoj v
jednej ciselnej sustave, ma nekonecny rozvoj v inej ¢iselnej sustave (napriklad 1/3 ma v
desiatkovej ststave zapis (0.33333)19 ale v trojkovej siistave koneény zapis (0.1)3. Preto
pri prevode zlomkovej ¢asti po¢itame len s presnostou na dany pocet ¢islic, napriklad m.

prevod zlomkovej casti

Podobne ako pri prevode celej ¢asti budeme aj pri prevode zlomkovej casti predpo-
kladat’, ze zlomkova cast’ y je uz zapisand v sistave so zakladom z s presnos5ou na m
miest;:

2

y=>b, 2V bz by ™

Ked vynasobime ¢islo y ¢islom z, dostavame

y-z=">b_g 4z bz ™ =b by b,

Cislicab_; sa sposunula“ pred radovu ciarku; jej hodnota zodpoveda dolnej celej asti
sucinu y-z. Na prvé miesto po radovej ¢iarke sa dostala ¢islica b_,. Odpocitame y-z—|y-z|
a cely postup zopakujeme este m — 1 krat a uréime zlomkovu ¢ast’ y v z-adickej sustave
s presnostou na m miest. Formalne algoritmus prevodu zlomkovej casti ¢isla je uvedeny
niz§ie:

k:=1;
while (y > 0) & (k < m) do
{

Yi= Y*Z;

blk]:= Int(y); \x vypocitame hodnotu k-te]j cislice
\* zlomkovej casti

y:=y-Int(y); \* y priradime zlomkovu cast cisla

k= k+1;

}
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Vysledok je uloZzeny v polib[1...m], pricom &islica uloZzend v b [k] ma vahu z .

s v,

Priklad Prevedieme desiatkové ¢islo 598 do stistavy so zakladom 6. Vysledky krokov
vypocttu su uvedené v tabulke

k| x |x modé|x—+6
0| 598 3 85
1| 85 1 12
2| 12 5 1
31 0 1 0

Vysledok (598)10 = (1513).

Ak by sme nahodou potrebovali previest ¢islo napr. zo sustavy so zakladom 13 do su-
stavy so zdkladom 37, jednoduchs$ie bude pouzit ako prostrednika desiatkovi sustavu;
najprv previest ¢islo z trinastkovej sustavy do desiatkovej stustavy a potom vysledok
previest do 37-ovej sustavy. (Experti, ktori ovladaju nasobilku v trinastkovej a tridsat-
sedmickovej sustave, mézu cislo previest’ priamo aj bez pouzitia desiatkovej sustavy.)

2.2.2 Zakladné aritmetické operacie s binarnymi cislami

V pozicnej binarnej ¢iselnej stustave sa zakladné aritmetické operacie (scitanie, odéita-
nie, nasobenie a delenie) vykonavaju podobne ako v desiatkovej sustave. Rozdiel je v
tom, Ze bindrna sustava ma jednoduchsie pravidla pre scitanie/odéitanie a nasobilku.
Predpokladajme, Ze a,b st binarne ¢islice

a | b | prenos | sucet a | b | sacin
0|0 0 0 00 0
0|1 0 1 0|1 0
10 0 1 10 0
11 1 0 11 1

Zacneme aditivnymi operaciami s kladnymi celymi ¢islami. Kvoli prehladnosti bu-
deme ¢isla, s ktorymi budeme pracovat, zapisovat v tabulke a vyznacovat miesta, na
ktorych doslo k mimoriadnej situécii.

Scitanie a odcitanie celych cisel.

a o 1r1ro1 1 0 0111
b oo0o1 110 1T 0101
a+b|1. 0100 1T 1T 1T 100
— % *x *x %x — — — % X X

Na miestach oznacenych hviezdickou doslo k prenostu do vyssieho radu. Vsimnite si,
Ze suctom dvoch 10-miestnych cisel je 11 miestne ¢islo. Ak by takato situdcia nastala v
pocitaci, ktory ma na uchovanie ¢isla obmedzeny pocet bitov, a vysledok by bol vicsi ako
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.....

tzv. pretecenie. RieSenim takychto pripadov sa budeme zaoberat’ neskor.

Pri od¢itani porovname velkost mensenca (¢slo, od ktorého oc¢itavame) a mensitela
(¢islo, ktoré odcitavame). Pripominame, Ze obe cisla su kladné. Od véacsieho éisla od-
c¢itavame mensie cislo a ked bol péovodny mensenec mensi ako mensitel, vysledkom
je zaporné cislo, v opacnom pripade O alebo kladné cislo. Pri od¢itavani si mozeme
spoZiciavat“ z vyssieho radu (ale p6zicku musime nakoniec vratit’). V nasledujicom pri-
klade je vysledkom ocitania kladné ¢islo, v poslednom riadku si hviezdi¢kami vyznacené
rady, v ktorych doslo k ,pozi¢iavaniu®.

oy
o O o
o o =
S — —
o o =
o O o
S — -
—_ —
[ N p—

*|—= = o
*|—= = o

¥ | == =

Nasobenie celych cisel

Nasobenie binarnych celych ¢isel je jednoduché - ndsobenie dvoma znamena posun
¢initefom sa redukuje na posuny prvého ¢initela a potom spocitanie ,posunutych“ exem-
plarov prvého Scitanca. Jedinym problémom je, Ze pri séitani moze dojst’ k prenosu o
niekol'’ko radov vyssie, na ¢o si v pripade ru¢ného pocitania treba dat’ pozor. Takisto si je
potrebné uvedomit’, Ze sti¢cinom dvoch n-miestnych ¢isel méze byt 2n — 1 miestne ¢islo

—|lo oo
N N
—_

o =

Delenie celych cisel

Pri deleni celych ¢isel spisujeme postupne najvyssie bity delenca a spisant (oznacent

evve

evve

vo vysledku je celociselny podiel delenca a delitel'a a spisana cast (mensia ako delitel)
je zvysok po deleni. Akl by sme pokracovali v deleni, mohli by sme vypocitat’ zlomkovu
cast’ ¢isla s poZadovanou presnostou.
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1v01011100T 1101 0
1010111001 1101 00
101v011100T 1101 000
1010v 111001 1101 0000
1010111001 1101 00001
—1101
10001v100T 1101 000011
—1101
1001v°001 1101 0000110
10010v°01 1101 00001101
—1101
1010v'1 1101 000011010
10101v* 1101 0000110101
—1101
1000

2.3 Kodovanie celych ¢cisel

Celé cisla paria medzi zakladné typy udajov. Ked'ze sa v pocitacoch a inych digitalnych
zariadeniach vyuzivaju na rézne tucely, byvaju zapisané v roznych formatoch. V tejto
Casti vysvetlime najdolezitejsSie formaty zapisu celych cisel. Prijmeme jeden zjednodu-
sujuci predpoklad. Hoci je dolezitym parametrom formatu dizka slova, z principialneho
hladiska nie je podstatny rozdiel napr. medzi celym ¢islom so znamienkom diiky 16
a 32, a preto budeme predpokladat, Ze celé ¢isla si zapisané pomocou bindrnych slov
(vektorov) diiky n.

2.3.1 Celé ¢isla bez znamienka (unsigned integer)

Format celé ¢islo bez znamienka je najjednoduchsi format zapisu celych ¢isel, z ktorého
navysSe su odvodené ostatné formaty. V tomto formate vektor a,, 1, a,_2,..., ao reprezen-
tuje binarne cislo ZTS—] a; -2'. Napriklad vektor 01100111 predstavuje bindrny zapis é&isla
103. V tomto formate (pri dizke slova n) je mozné zobrazit’ vSetky celé ¢isla z intervalu
(0y...,2™ —1), teda celkovo 2" celych cisel.

2.3.2 Celé ¢isla so znamienkom (integer)

Tento format je prirodzenym rozsirenim predchadzajiceho formatu, tak aby bolo mozné
zapisovat kladné aj zaporné cisla. Najvyssi bit €isla sa rezervuje na oznacenie zna-
mienka; kladné znamienko reprezentuje 0, zaporné 1. Ostatné bity ¢isla predstavuju
celé cislo bez znamienka. Vektor 01100111 m4 rovnaku interpretaciu ako v pripade keby
predstavoval celé cislo bez znamienka, t.j. ¢islo +103. Cislo 11000000 predstavuje vo for-
mate celé ¢islo so znamienkom —64, zatial ¢o vo formate celého ¢isla bez znamienka
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predstavuje ¢islo 192. Pomocou n-bitového vektora je vo formate celé ¢islo so znamien-
kom mozné zobrazit vsetky celé éisla z intervalu —2"' +1,...,2" ! — 1. Zvlas$tnostou
tohto formatu je, Ze sa 0 reprezentuje dvomi réznymi sposobmi: vektor 00...0 predsta-
vuje kladnu a vektor 10...0 zapornu reprezentaciu nuly. Vzhfadom na tito anomaliu je
pomocou n-bitového vektora mozné zapisat vo formate celé ¢islo so znamienkom 2™ — 1
celych ¢isel.

Dalsie tri formaty umoziiuju zapisovat celé &isla v poziénych &selnych sustavéch
so zakladom 10, 8 a 16. Ked'Ze pocitace su schopné spracovavat len bindrne zapisanu
informaciu, desiatkové, osmickové a Sestnastkové ¢isla musia byt v koneénom dosledku
zapisané binarne.

2.3.3 Binarne kodované celé ¢isla (binary coded decimal)

Ako vyplyva z nazvu, tento format slizi na binarny zapis desiatkovych ¢isel. Desiatkové
Cislice su reprezentované 4-bitovymi celymi ¢islami bez znamienka a desiatkové cislo je
zapisané ako postupnost’ Stvoric bitov, kédujucich jeho jednotlivé cislice. Kédové slova
pre jednotlivé desiatkové Cislice si uvedené v nasledujuicej tabulke:

dekadicka ¢islica | O 1 2 3 4 5 6 7 8 9
BCD 0000 | 0001 | 0010 | 0011 | 0100 | 0101 | 0110 | 0111 | 1000 | 1001

Desiatkové celé ¢islo 9578 sa v BCD kéde zapisuje ako 1001010101111000. BCD kédova-
nie vyuziva zo 16 moznych vektorov len 10 a nie je veI'mi efektivne, napriklad pomocou
16-bitového vektora dokazeme v BCD kéde zapisat’ 10000 roznych celych ¢isel, ale vo
formate celé cislo bez znamienka az 65536.

2.3.4 Osmickové ¢isla (octal numbers)

Celé cislo (bez znamienka) je zapisané v osmickovej pozicnej Ciselnej sustave a kazda
jeho ¢islica je kédovana trojbitovym celym ¢islom bez znamienka.

osmickova ¢islica | 0 1 2 3 4 5 6 7
kodové slovo 000 [ 001 | 010 | 011 | 100 | 101 {110 | 111

Cislo (7352)3 je binarne kédované vektorom 111011101010. Kazdy binarny vektor diiky 3n
predstavuje jedno osmickové Cislo, t.j. celkovy pocet celych Cisel zobraziteInych pomocou
n-miestnych osmickovych &isel je 8" = 23", Vyhodou zapisu éisel v osmickovej (podobne
v Sestnastkovej) sustave je Fahky prevod medzi binarnym a osmickovym zapisom: pri
prevode z osmickovej do binarnej sustavy staci nahradit’ kazda osmickovu ¢Eislicu jej 3-
bitovym bindrnym zapisom a opacne, binarne celé ¢islo bez znamienka stac¢i v pripade
potreby doplnit’ zlava nulami tak, aby jeho dizka bola delitelna tromi, rozdelit na trojice
bitov a kazdej trojici priradit’ osmickovu ¢islicu.



24 KAPITOLA 2. REPREZENTACIA INFORMACIE V POCITACI
2.3.5 Sestnastkové ¢isla (hexadecimal numbers)

Tento format sa zaklada na rovnakom principe ako predchadzajici: Sestnastkové cislice
sa zakéduju ako 4-bitové celé cisla bez znamienka. Na oznacéenie prvych 10 cislic sa
pouzivaju desiatkové Cislice, zostavajucich 6 Sestnastkovych ¢islic je zapisanych pomocou
pismen A-F. Kédovanie Sestnastkovych ¢islic je uvedené v nasledujicej tabulke:

hex| 0 1 2 3 4 5 6 7
bin | 0000 | 0001 | 0010 | 0011 | 0100 | 0101 | 0110 | 0111
hex | 8 9 A B C D E F
bin | 1000 | 1001 | 1010 | 1011 | 1100 | 1101 | 1110 | 1111

Pri prevode Sestnastkovych c¢isel do binarnej sustavy sta¢i nahradit’ kazdu cislicu Sest-
nastkového ¢isla nahradit’ jej 4-bitovym kédovym slovom. Opaéne, bindrne zapisané celé
¢islo bez znamienka sa v pripade potreby zlava doplni nulami tak, aby celkovy pocet
¢islic bol delitel'ny 4, potom sa postupnost’ binarnych ¢islic rozdeli na Stvorice a tym sa
priradia hexadecimalne ¢islice:

(9D564F);5 = (100111010101011001001111),.

2.3.6 Excess code

Tento format urcuje binarny blokovy kdd na reprezentaciu celych cisel, ktory sa najcas-
tejsSie pouziva na reprezentaciu exponentu vo formate realne ¢islo v pohyblivej radove;j
¢iarke 2. Pri vytvarani kédového slova reprezentujiceho celé éislo j sa k éislu j pripo¢ita
konstanta a (excess). Hodnota a je pre n-bitovy excess kéd najéastejsie rovna 2!, V
nasledujucej tabul'ke je uvedeny trojbitovy excess 4 kéd. VSimnite si dve veci: vysledkom
kédovania je formalne celé cislo bez znamienka a namiesto zapornej nuly mame nové
cislo, —4, reprezentované nulovym vektorom (slovom diiky 3).

desiatkové binarny excess excess
cislo zapis desiatkovo binarne

+3 011 7 1M
+2 010 6 110
+1 001 5 101

0 000 4 100
-1 101 3 011
-2 110 2 010
-3 111 1 001
—4 — 0 000

20 tomto formate budeme hovorit’ v éasti ??
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2.3.7 Jednotkovy doplnok

Jednotkovy doplnkovy kéd celych ¢isel sa pouziva ako zaklad pre binarny doplnkovy kéd,
samostatné pouzitie je sice mozné, ale zriedkavé. Transformacia celého ¢isla vo formate
celé ¢islo so znamienkom/bez znamienka na celé ¢islo vo formate v jednotlovom kéde je
jednoduché, staci negovat vSetky bity vstupného cisla, t.j. nuly nahradit’ jednotkami a
jednotky nulami. Opacna transformacia je tiez jednoduchd, na prevod ¢isla z jednotko-
vého doplnkového kédu do pévodného formatu staci negovat’ vsetky jeho bity. Teoreticky
by bolo mozZné previest’ ¢islo (dokonca aj 'ubovolny binarny vektor) do jednotkového do-
plnkového kédu, ale z praktického hl'adiska to nema zmysel, pretoze by bolo potrebné
vytvarat zakazdym iné obvody na realizaciu aritmetickych operacii nad takto zakédova-
nymi ¢islami.

2.3.8 Binarny doplnok

Binarny doplnkovy kéd je binarny blokovy kéd na reprezentaciu kladnych a zapornych
c¢isel. Kladné ¢isla v binarnom doplnkovom kéde si kédované rovnako, ako kladné celé
¢isla so znamienkom, na prevod zapornych sa pouziva nasledujica transformacia:

zaporné celé cislo ‘ 1101
zneguj vSetky bity okrem znamienkového | 1010
pripocitaj 1 0001
vysledok 1011

Ak by sme pri prevode zaporného cisla pouzili jeho kladntu reprezentaciu (v nasom pri-
klade 0101), druhy krok transformacie by bol: vytvor jednotkovy doplnok ¢éisla. V nasle-
dujucej tabulke sd uvedené 4-bitové celé ¢isla so znamienkom a tie isté ¢isla v jednotko-
vom aj binarnom doplnkovom kéde.

desiatkovy binarny jednotkovy binarny
Zapis so znamienkom  doplnok  doplnok

+3 011 100 011

+2 010 101 010

+1 001 110 001

+0 000 111 000

—1 101 010 111

-2 110 011 110

-3 111 000 101

—4 — — 100

Upozornujeme este raz, ze binarny doplnkovy kéd sa vytvara pripo¢itanim jednotky
k jednotkovému doplnku kladného cisla a nie zaporného; problematicki —4 dostaneme
tak, Ze zoberieme binarne vyjadrenu 4 : 100, znegujeme vsSetky jej bity 011, k vysledku
pripocCitame 1 a dostavame 100. Motivaciou pre zavedenie tohto pomerne zlozitého kédo-
vania bolo zmensenie poctu elementarnych operacii - odéitanie celych cisel bolo mozné
nahradit’ s¢itanim.
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Obr. 2.1: Prirodzené kédovanie a Grayov zrdkadlovy kéd

2.3.9 Iné kédovania celych cisel

e“ formaty zapisu celych ¢isel. Ak
 zaistili ochranu pred chybami, moé-
o binarny blok q Iiky 5, ktorého slova sa vyznacuju
tym, Ze tri bit, a dva jednotko to kombinAcii je (g) = 10 a kéd do-
kaze odhalit’ 1\c ym zaujimavy 6dom je tzv. Grayov zrkadlovy kéd. Ten je
vhodny na kédovanie \sektorov otacajucich sa objektov. Predstavte si, Ze potrebujete ur-
¢it’ natocenie nejakého'\valca s presnost’ou na 7t/4. Na obvode valca je umiestnena ¢itacia
plocha rozdelena na tri stopy. Kazda zo stop ma pevne umiestnenu citaciu hlavu ktora
je schopna rozpoznat, ¢i je oblast’ pod nou svetla (0) alebo tmava (1). Na obrazku 2.1 s
zobrazené dve riesenia: I'avej strane je na kédovanie pozicie pouzité prirodzené kédova-
nie celych ¢isel (000 - 111), na pravej strane Grayov kod diiky 3. Problém nastava ak pri
prirodzenom kédovani hlavice budi ¢itat z rozhrania dvoch oblasti. Ked'Ze napr. po 000
nasleduje 111 a hlavice m6zu precitat ¢ast informacie z predchadzajuicej a cast’ z nasle-
dujucej oblasti, t.j. v tomto pripade moze byt vysledkom akékol'vej bindrne ¢islo diiky
3. Grayov zrkadlovy kéd sa vyznacuje tym, Ze za sebou idice kédové slova sa odliSuju
prave v jednom znaku, t.j. pri ¢itani z hranice oblasti méZe vzniknuit len jedna chyba.
Grayov zrkadlovy kéd sa konstruuje rekurzivne 2.1: v prvom stipci je Grayov zrkadlovy
kod diiky 1, na konc¢trukeiu Grayovho zrkadlového kédy diiky 2 sme okopirovali tabulku
Grayovho zrkadlového kédu diiky 1 v opa¢nom poradi (zrkadlovy obraz) a slovam v hor-
nej polovici tabulky pripisali prefix 0, slovam v dolnej polovici tabulky prefix 1. Grayov
zrkadlovy kéd diiky 3 je v tretom stipci.

Na $pecialne uc
potrebujeme ko
Zeme pouzit’ kgd

sa vyuzivaju aj iné ¢
tkové Cislice tal
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000

001

00 011

0 01 o010
1 11 110
10 111

101

100

Tabulka 2.1: Grayov zrkadlovy kéd

2.4 Aritmetika celych cisel

2.5 Realne cisla

Redlne ¢isla® sa v poéitacoch zazanamenavaji v dvoch zdkladnych formatoch: v pevnej
radovej ¢iarke a pohyblivej radovej ¢iarke.

2.5.1 Realne c¢isla v pevnej radovej ciarke

Pre reprezentaciu radovej Ciarky sa nezavadza ziaden novy symbol. Realne cislo vo for-
mate pevnej radovej ciarky je binarny retazec, rozdeleny na dve casti - celoéiselni a
zlomkovi. Format urcuje, kolko bitov ¢isla je uréenych na celociselnu ¢ast’ (vratane zna-
mienkového bitu) a kol'ko reprezentuje zlomkovi cast. Uvazujme napriklad 12-bitové
¢islo, ktoré ma 8-bitovu celociselnii a 4-bitova zlomkovu cast’:

0 _l1oo111  J1010
~—  ~—— —~~

znamienko celd éast’ zlomkova ¢ast’

Poznamka Toto ¢islo sme vytvorili z celého ¢isla vo formate celé ¢islo so znamienkom
tym, ze sme ho definovali ako realne ¢islo a urcili polohu radovej ciarky. Ked'Ze urcenie
polohy radovej ¢iarky (meranej sprava), napriklad m zodpoveda deleniu p6vodne celého
c¢isla hodnotou 2™ (pre desiatkové 10™, analogicky pre osmickové a Sestnastkové cisla
hodnotami 8™, resp. 16™), podobnym spésobom mézeme vytvorit formaty ¢isel v pevnej
radovej ¢iarke aj z inych formatov celych cisel.

Aditivne operacie s realnymi ¢islami v pevnej radovej ¢iarke si vyzaduja, aby oba
argumenty boli v rovnakom formate, t.j. aby radové c¢iarky boli na rovnakej pozicii.

3Pojem reélne &islo je zavadzajici. Poéitaé ma na zobrazenie &isla len koneény poéet bitov, a tak vSetky
¢isla, ktoré sa v pocitaci daju zaznamenat, maju len koneény binirny rozvoj, a teda su v skuto¢nosti ra-
ciondlne ¢isla. Pojem realne ¢islo sa vSak natol'ko zauzival, Ze pokus o korekciu nema nadej na tuspech
a viedol by k nedorozumeniam. Preto budeme pouzivat na oznacenie ¢isel, ktoré maju aj zlomkovu cast),
pojem redlne ¢isla.
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2.5.2 Realne cisla v pohyblivej radovej ¢iarke

Nevyhodou formatu pevnej radovej Ciarky je, Ze rozsah zobrazitelnych cisel je pevny a
Ze sa v nom nedaju zobrazovat vel'mi velké, ani veI'mi malé ¢isla.Uvazujme napriklad
zobraziteIné &islo je priblizne 2'" = 2096 a najmensie (kladné) &islo je 278 = 0,004. Ak by
sme aj mohli postuvat radova ¢iarku doprava alebo dol'ava, v tomto formate nezapiSeme
vicsie éislo ako 2'Y — 1 a mensie kladné ¢islo ako 272 = 1.2- 107, RieSenim je zapis éisel
v tzv semilogaritmickom tvare, napr.

9.109 x 1073

Cislo v semilogaritmickom tvare pozostava zo znamienka (v nasom priklade je kladné
a nezapisuje sa, hodnoty c¢isla, tzv. mantisy, zapisanej v tvare realneho ¢isla v pevnej
radovej ciarke: 9.109, zakladu 10 a exponentu, ktory je v tvare celé ¢islo so znamienkom:
—31. Pri zapise v pocitaci sa snazime Co najviac uSetrit’ tym, Ze nebudeme zapisovat’
hodnoty, ktoré sa nemenia. Na zaciatok uvedieme zakladny zjednodusSeny tvar realneho
¢isla v semilogaritmickom tvare, ako je zaznamenany v pocitaci.

10[10000000]1]100|

e celkova dizka é&isla je 12 bitov,
e prvy bit zl'ava je znamienkovy, 1 predstavuje zaporné znamienko a 0 kladné,

e 7 d’alsich bitov predstavuje mantisu, zapisani v podobe realneho cisla v pevnej
radovej ¢iarke. Radova ¢iarka je umiestnend za znamienkovym bitom, t.j. mantisa
je mensia ako 1,

e 4 bity st venované exponentu, ktory je zapisany vo formate celé cislo so znamien-
kom, t.j. 9. bit predstavuje znamienko (zaporné) a ostatné 3 (t.j. bity s ¢islami 10-
12) reprezentuje hodnotu exponentu,

e zaklad, ktory umocnujeme na exponent je 2, ale ked’Ze je nemenny, nepotrebujeme
ho nikde zapisovat.

Hodnota ¢isla z prikladu je

+0.5x 274 =27°=0,03125

2.6 Zhrnutie

Obsahom tejto kapitoly bola reprezentacia roznej informacie v poc¢itaci. Podrobnejsi zo-
znam a rozsah pozadovanych vedomosti uvadzame nizsie
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1. Princip pozic¢nej ¢iselnej sistavy. Binarna sustava. Prevody ¢isel medzi bindarnou a
desiatkovou sustavou, zakladné aritmetické operacie v binarnej sustave (séitanie,
od¢itanie, nasobenie, delenie).

Pozadované vedomosti a zruc¢nosti: rozumiet’ dokonale principu pozi¢nej
sustavy, vediet’ prevadzat’ cCisla z jednej sustavy do druhej, vediet’ vyko-
navat’ zakladné aritmetické operacie nad binarne zapisanymi celymi Cis-
lami.

2. Typy udajov v pocitaci: textové, ciselné, riadiace, obrazové, zvukové a iné. Ciselné
udaje: celé ¢isla a redlne cisla. Reprezentacia celych cisel: bez znamienka, zna-
mienko absolutna hodnota, jednotkovy doplnok, binarny doplnkovy kéd, exces kod,
BCD kéd, osmickové a Sestnastkové cisla, Grayov zrkadlovy kéd. Vyjadrenia celych
¢isel v rozliénych formatoch. Pocet zobraziteInych ¢isel, reprezentacia 0, aritme-
tické operacie nad celymi ¢islami.

3. Reprezentacia realnych ¢isel: pevna radova ciarka, pohybliva radova ciarka (flo-
ating point number system, FPNS). FPNS: mantisa, exponent. Normalny tvar man-
tisy. Reprezentacia exponentu pomocou exces kédu. Reprezentacia 0, najmensie a
najviacsie zobrazitelné (kladné) ¢isla, pocet a hustota zobrazitelnych ¢isel na ¢isel-
nej osi. Aritmetické operacie s ¢islami vo FPNS. Upravy exponentu pri aditivnych
operaciach, postnormalizacia. Vynimky z normalizovaného tvaru. Hidden bit tech-
nique (technika skrytého bitu); pocet a rozsah zobrazitelnych cisel, reprezentacia
0, porovnanie so standardnym FPNS.

4. Textova informacia - ASCII a EBCIDIC. Kédovanie $pecidlnych znakov (rozsirené
kédové mnoziny).

5. Zakladna schéma von Neumannovho pocitaca a princip ¢innosti (pamét’: radic pa-
mite, registre MAR, MBR, pamitové miesta, I/O systém, CPU (IC, IR, akumula-
tor), ALU, registre). InStrukcia: operacny kod a adresova cast’. Sposoby adresacie.
Spracovanie instrukcii. Mikroinstrukcie. Pomocné riadiace tudaje: PSW (program
status word).

6. Kédovanie zvuku (napr. MP3) a obrazu (rastrova a vektorova grafika, formaty)
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Kapitola 3

Booleovské funkcie

V tejto kapitole sa znova budeme zaoberat’ vyrokovou logikou, tentoraz véak nebudeme
odvodzovat teorémy, ale Studovat (zloZenym) vyrokom priradené logické (Booleovské)
funkcie.! UkaZeme, ze pomocou logickych (binarnych) hodnot mozno jednoznaéne zapi-
sovat’ (kédovat’) l'ubovolnu informéaciu vyjadrent pomocou ret’azcov znakov nad nejakou
konecénou abecedou. Ak sa obmedzime na informéciu zapisani v podobe koneénych re-
tazcov znakov nad nejakou konecnou abecedou (textova informaciu), tak spracovanie
informacie v podstate predstavuje nejaku transformaciu, ktora jednému koneé¢nému re-
tazcu znakov priradi iny (alebo ten isty) kone¢ny retazec znakov. Ak je takato trans-
formacia dobre popisana (napriklad pomocou zobrazenia), tak sa da popisat aj pomocou
logickych (Booleovskych) funkcii. Booleovské funkcie sa zasa daju realizovat pomocou fy-
zikalnych (mozno aj biologickych) systémov. To znamena, Ze ak sa da rieSenie nejakého
problému popisat’ pomocou Booleovskych funkcii, tak potom (aspon principidlne?) sa da
zostrojit’ fyzikalny systém (logicky obvod) na rieSenie tohto problému. Ako neskor zis-
tite pri Studiu informatiky, Booleovské funkcie nemozno precenovat’; podstata riesenia
problému spociva v ndjdeni vhodnej transformacie a nie vo vyjadreni tejto transformaécie
pomocou Booleovskych funkcii. Napriek tomuto obmedzeniu st Booleovské funkcie jed-
nym zo zakladnych objektov, ktoré sa v informatike studuju, a to tak kvali ich Sirokému
uplatneniu v teoretickych disciplinach (vypoctova zlozitost), tedria riadiacich systémov,
tedria testov a iné), ale aj—ako sme uz naznacili vyssie—ich tlohe pri navrhu sic¢asnych
pocitacov a inych digitalnych systémov.

3.1 Zakladné pojmy

Nech E = {0, 1}. Booleovskou (logickou) premennou budeme nazyvat 'ubovolna premend,
ktora nadobida hodnoty z mnoZiny E (a Ziadne iné). Booleovské premenné budeme o-
znacovat symbolmi x,y,z a indexovat. Hodnoty 0, 1 sa nazyvaja bindrne, logické alebo
Booleovské hodnoty, alebo aj logické konstanty. n-drnou Booleovskou funkciou budeme

IT4to oblast diskrétnej matematiky sa nazyva vyrokova algebra, alebo algebra logiky; zrejme preto, Ze
Booleovské funkcie skiuma ako algebraické objekty.
Ineskér ukazeme, Ze takéto rieSenia mézu byt tak zloZité, ze nie st prakticky realizovatelné

31
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X1 xp|fo f1 f f3 f4 f5 fo f7 fg fo fio fn fiz f13 fuu fis
o 0|0 0 0 0 0 0 0 0 1T 1 1 1 1 1 1 1
o 1{0 o 0 01 11 1 0 0 0 0 1 1 1 1
1 o0oyj0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1T 0 0 1 1
T 10 1.0 1 0 1T 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

Tabulka 3.1: Booleovské funkcie dvoch premennych

nazyvat I'ubovolné zobrazenie f : E™ — E. n-arna Booleovska funkcia teda prirad’uje n-
ticiam binarnych hodnét opét’ binarne hodnoty. n-tice vstupnych hodnét Booleovskej fun-
kcie chapeme ako hodnoty n-tice Booleovskych premennych. To, Ze Booleovska funkcia f
zavisi od premennych x1,...,x,, zapisujeme symbolicky nasledovne f(xi,...,x,). KedZe
mnozina vstupnych hodnot n-arnej Booleovskej funkcie (bindarnych vektorov diiky n)
je konecna a koneéna je aj mnozina hodnot Booleovskej funkcie, n-arnych Booleovskych
funkecii je konec¢ne vela. Oznaéme mnozinu v§etkych n-arnych Booleovskych funkcii sym-
bolom P7'. Binarnych vektorov diiky n je 2™ a n-arnych Booleovskych funkcii je tolko,
kol'ko je binarnych vektorov diiky 2", ¢ize 22", Pre n = 2 teda IPZZI = 16 a vSetky Boole-
ovské funkcie dvoch premennych st uvedené v tabulke 3.1.

Zavedieme niektoré konvencie, ktoré nam zjednodusia zapis Booleovskych funkeii.
Nech je i prirodzené ¢islo, 0 < i < 2", potom symbolom o(n,i) budeme oznacovat
n-bitovy binarny zapis ¢isla i. Aby sme mohli urcit’ hodnoty jednotlivych bitov ¢éisla
o(n,i), oznacime symbolom o(n,i,j), 1 < j < n j-ty bit ¢isla o(n,i). Tak napriklad
0(4,12) =1100,0(4,7) = 0111,0(3,7) = 111; resp. 0(4,12,1) = 0(4,12,2) = 1,0(4,12,3) =
0(4,12,4) = 0. Je zrejmé, Ze ak je dany binarny vektor (x1,...,x,), tak tomuto vektoru
zodpoveda bindrne ¢&islo ) | _; xy * 2"k, Na druhej strane bindrnemu &éislu i mézZeme
priradit’ n-ticu (binarny vektor) (o(n,i,1), o(n,1i,2),...,0(n,i,n)). Tato vzajomne jedno-
znacnu korespondenciu medzi binarnymi vektormi diiky n a binarnymi ¢islami budeme
vyuzivat tak, Ze v pripadoch, kde to nepovedie k nedorozumeniu, nebudeme rozliSovat’
medzi binarnym zapisom n-bitového c¢isla a jemu zodpovedajicim n-bitovym vektorom.
Potom napriklad f(o(2,3)) bude predstavovat zapis f(1,1).

Vsimnite si tabul'ku 3.1, ktora predstavuje §tandardnua tabulku pravdivostnych hod-
nét Booleovskych funkcii. Riadky tabulky su usporiadané vzostupne podla ¢iselnych
hodnét vektorov hodnét jednotlivych premennych. Ak sa dohodneme na konvencii, Ze n-
arnu Booleovski funkciu budeme zadavat pomocou Standardnej tabul'ky pravdivostnych
hodnét 3.2, tak potom je zbytoéné zapisovat premenné a ich hodnoty a n-arnu Booleov-
ska f funkciu mozno jednoznacéne zadat vektorom hodnét (f(o(n,0)),...,...,f(o(n,2™ —
1))). (Takyto zapis je usporny a vhodny pre teoretické vypocty a najmé na reprezentaciu
Booleovskych funkcii v pocitaci, ale pri vacsich hodnotach n je trocha neprehladny, a

G(n,Z.” -1) f(G(n,Z.“ —-1))

Tabulka 3.2: Pravdivostna tabulka n-arnej Booleovskej funkcie
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preto budeme na zapis Booleovskej funkcie pri ,ru¢nom® spracovani viac¢sinou pouzivat
standardnu pravdivostnu tabulku.) Aj vektor hodnét Booleovskej funkcie predstavuje
prirodzené ¢islo; tuto skutoénost’ sme vyuzili aj v tabulke 3.1, kde vektor hodnot Boole-
ovskej funkcie f; je 0(4,1), ¢o nam zjednodusi odvolavanie sa na jednotlivé funkcie.

Prikroc¢ime teraz ku skimaniu Booleovskych funkcii dvoch premennych. Ak sa pozrie-
me na tabul'ku 3.1, zistime, Ze obsahuje Booleovské funkcie, ktoré ,nereaguju“ na zmeny
svojich vstupnych premennych. Krajnym pripadom su funkcie fy, f15; prva nadobuda pre
vSetky vstupné hodnoty 0, druha 1. Tieto funkcie nezavisia od hodnét svojich premen-
nych a predstavuja konstanitné funkcie, alebo strué¢ne—konstanty 0 a 1. Inym prikladom
je funkcia f3, ktora na vystupe kopiruje hodnoty vstupnej premennej x;. To znamena, zZe
medzi Booleovskymi funkciami dvoch premennych existuju aj funkcie, ktoré by sa dali
zapisat’ ako Booleovské funkcie jednej, resp. Ziadnej premenne;j.

Definicia 3.1.1. Nech je dand n-drna Booleovskd funkcia f(xi,...,xn). Potom budeme
hovorit, Ze Booleovskd funkcia f(x1,...,x,) podstatne zavisi od premennej x;, i € {1,...,n},
ak existuje taky vektor hodnot ai, ..., Qi 1, Qi11y. .., Qn PreMennych X1, ... Xi 1, Xit1y«« -y Xn,
Ze

f(ah- --aai—hO) Aity . --aan) 7é f(ah--')ai—]) ]>ai+17'--aan)-

Ak Booleovskd funkcia f podstatane zdvisi od premennej xi, tak premenni x; nazyvame
podstatnou premennou Booleovskej funkcie f. V opaénom pripade premennii x; nazyvame
fiktivnou premennou Booleovskej funkcie f.

Priklad 3.1. Funkcia f12(x1,x2) md podstatni premennt x4, lebo 112(0,0) = 1a f13(1,0) =
0, ale premennd x; je fiktivna, lebo £1,(0,%x7) =1 a f12(1,x2) = 0.

Uloha 3.1. Zistite, ktoré z Booleovskych funkcii fy,...,f15 podstatne zdvisia od dvoch,
Jjednej a Ziadnej premennej!

Priklad 3.2. Co sa stane, ak n-dérnu Booleovsku funkciu, ktord podstatne zdvist od vset-
kych svojich premennych. rozsirime o jednu fiktivnu premennii? Ilustrujeme to na pri-
klade, ktory potom zovseobecnime. UvaZujme napriklad Booleovski funkciu f = f; s pre-
mennymi x,y a pridajme k nim tretiu premennt, z. Pridanie fiktivnej premennej spo-
sobilo, Ze sa kazdy riadok pbévodnej pravdivostnej tabul’ky nahradil dvoma riadkami, v
ktorych si hodnoty premennych x,y rovnaké a tretia premennd z v prvom riadku na-
dobiida hodnotu 0 a v druhom hodnotu 1, ale hodnota funkcie f zdvisi len od hodndt
premennych x,y, tabulka 3.3.

| g(x,y,2)
0

— == = O OO Of X
— 1O O|l—= = O o«

z
0
1
0
1
0
1
0
1

—_— | ) k[ —) | O©

Tabulka 3.3: Pridanie fiktivnej premennej
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Uloha 3.2. Kolko Je terndrnych Booleovskych funkcii? Kolko z nich podstatne zdvisi od
vSetkych troch premennych?

Zistili sme, Ze pridavanim, ¢i vySkrtavanim fiktivnych premennych sa sice zvicsuje
(zmensuje) velkost’ tabulky pravdivostnych hodnét funkcie, ale samotna funkcia sa ne-
meni: pre ten isty stubor hodnét svojich podstatnych premennych dava vzdy ta istd hod-
notu bez ohl'adu na to, aké hodnoty nadobtidaju jej fiktivne premenné. To nam umoznuje
zjednodusit’ skimanie Booleovskych funkcii; namiesto toho, aby sme uvazovali Booleov-
ské funkcie s rozlicnym poc¢tom premennych, mozeme ich doplnit’ fiktivnymi premen-
nymi a skumat ich vSetky napriklad ako n-arne Booleovské funkcie.

Skor ako prikrocime ku skimaniu vlastnosti Booleovskych funkcii, ukdzeme ako
mozno pomocou Booleovskych funkecii zapisat’ funkciu definovani na koneénych, ale nie
binarnych mnozinach.

Priklad 3.3. Nech je A ={a,b,c,d,e, f},B =X M, 1, } a zobrazenie F: A — B je defino-
vané pomocou nasledujicej tabulky:

a b ¢c d e f
FO [ & 1 O T ®

Kazdému proku mnoZiny A priradime bindrny vektor disky 3 a proky mnoziny B za-
kédujeme pomocou bindrnych vektorov diZky 2:

x‘ a b c d e f y‘% ' I
\OOO 001 010 011 100 101 ‘OO 01 10 11

Zobrazenie F : A — B vyjadrime pomocou dvoch terndrnych Booleovskych funkcii
g1, g2: Vsimnite si posledné dva riadky tabul’ky 3.4. Defini¢ny obor zobrazenia F je 6 prv-
kovy. Na rozlisenie 6 hodnot potrebujeme bindrne vektory dizky 3. Ale bindrnych vektorov
dizky 3 je 8. Pruych 6 riadkov tabulky 3.4 popisuje pomocou dvoch terndrnych funkcii
g1, g2 zobrazenie F, posledné dva riadky zodpovedaju tym vektorom hodndét premennych
X1, X2, X3, na ktorych nie su funkcie g1, g definované. Ako sa takyto problém riesi, budeme
skimat pri konstrukcii disjuntivnych normdlnych foriem pre netplne zadané Booleovské
funkcie.

X |x1 X2 x3|91 92| F(x)
alO0 0 O0]0 O B¢
b0 0 1|0 1 'y
clo 1 ol1 of %
d/o 1 1|1 1 &
el1 0 0ol1 o ¢
f{1 0 1|0 O B¢
111 o] - —| -
L T T N R

Tabulka 3.4: Zobrazenie F vyjadrené pomocou Booleovskych funkcii g, g,
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a; ay by bglcr ¢ ¢co|la+b=c
o 0 0 0|0 O 0|0 0 O
o 0 0 1|0 O T1T|0 1 1
o 0 1 0|0 1T 0|0 2 2
o o0 1 1T{0 1T 1|0 3 3
o 1 0 00 O 1|1 0 1
o 1 o0 10 1T O0f1T 1 2
o 1 1 0|0 1T 1|1 2 3
o 1 1 11 0 0|1 3 4
1 0 0 0|0 1 02 0 2
1 0 0 10 1T 1|21 3
1T 0 1 0|1 0 02 2 4
10 1 111 0 1|2 3 5
11 0 0|0 1T 1|3 0 3
1T 1T 0 11 0 0|3 1 4
11 1 0|1 0 1|3 2 5
1T 1 1 111 1 0|3 3 6

Tabulka 3.5: Sucet binarne kédovanych ¢isel

V tdvode tejto kapitoly sme sa zaoberali reprezentaciou celych ¢isel pomocou binar-
nych vektorov. V nasledujicom priklade popiSeme sc¢itanie prirodzenych ¢isel pomocou
Booleovskych funkcii 4 premennych.

Priklad 3.4. Nech 0 < a,b < 3 sui dve prirodzené ¢isla; a nech a+b = c ZapiSeme vSetky
tri éisla bindrne; a = (ajaz);b = (bi1ba)y a ¢ = (cacicp)r. Stdet bindrne kédovanych Eisel
a, b je popisany v tabulke 3.5

3.2 Skladanie Booleovskych funkecii

Ako sme videli v predchadzajicom priklade, pomocou Booleovskych funkcii je mozné
popisat’ scitanie celych cisel. Podobne by sme mohli realizovat’ nasobenie celych cisel,
celoéiselné delenie (DIV) a modularne delenie (MOD). Vhodnym kédovanim (napriklad
vyhradenim jedného bitu na kédovanie znamienka) by sme mohli zaviest’ zaporné cisla a
rozsirit’ aritmetiku z prirodzenych c¢isel na obor celych ¢isel. Ak by sme sa dohodli, Ze (na-
priklad) v 2n-bitovom vektore bude prvych n bitov reprezentovat celociselnu ¢ast’ a osta-
vajucich n bitov—zlomkovi ¢ast’ ¢isla, mdzeme kédovat raciondlne éisla® a pomocou Bo-
oleovskych funkcii popisat’ aritmetické operacie nad racionalnymi ¢islami. Principidlne
s tym nie su Ziadne problémy. Tie vznikaja, ked’ by sa teoretické riesenie malo prakticky
implementovat. Pomocou 16 bitov mozeme zapisat’ celé ¢isla bez znamienka z intervalu
0,...,65535, o na praktické ucely asi nebude stacit. Ak by sme chceli popisat’ s¢itanie
dvoch 16 bitovych ¢isel spésobom uvedenym v priklade 3.5, potrebovali by sme na to 17
Booleovskych funkecii o 32 premennych a tabulku, ktora by mala 23% = 4.294.967.296 riad-
kov. To asi nie je schodné riesenie. Naviac, ak by sa mal pre kazdi Booleovska funkciu

3y programovacich jazykoch sa oznaéuji ako realne éisla, t.j. typ REAL
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funkcia | # pre- | nazov formula | oznace-
mennych nie
fo(x,y) 0 konstanta 0 0 0
f1(x,y) 2 konjunkcia x&y AND
f3(x,y) 1 identita/projekcia X n.a.
fe(x,y) 2 sucéet modulo 2 x®y XOR
f7(x,y) 2 disjunkcia xVy OR
fs(x,y) 2 Pierceova funkcia | —(xVy)| NOR
fo(x,y) 2 ekvivalencia X=Yy n.a.
f12(x,y) 1 negacia —X NOT
f13(x,y) 2 implikacia X=1Y n.a.
f14(x,y) 2 Shefferova funkcia | —(x&y) | NAND
f14(x,y) 0 konstanta 1 1 1

Tabulka 3.6: Elementarne Booleovské funkcie

navrhovat’ systém (logicky obvod), ktory by ju realizoval, bolo by potrebné navrhnut a
vyrobit’ vel'ky pocet rozlicnych Specifickych obvodov. To je neekonomické a prakticky ne-
realizovatelné. V praxi* sa preto pouZiva iny pristup: hlada sa nejaka rozumna mnozina
zakladnych Booleovskych funkcii, pomocou ktorych je mozné vyjadrit’ vsetky ostatné Bo-
oleovské funkcie. Pre tieto zakladné Booleovské funkcie sa zostroja logické obvody, ktoré
ich realizuju. Pre Booleovskd funkciu, ktort potrebujeme realizovat, sa najprv najde
vyjadrenie pomocou elementarnych Booleovskych funkcii a na zaklade tohto vyjadrenia
sa z logickych obvodov realizujicich prislusné zakladné Booleovské funkcie posklada
logicky obvod realizujici dand Booleovsku funkciu. V d'alsich castiach tejto kapitoly bu-
deme hl'adat’ odpovede na dve zakladné otazky

1. ako vybrat mnozinu zakladnych Booleovskych funkcii, aby pomocou nich bolo mozné
vyjadrit’ vSetky ostatné Booleovské funkcie;

2. ked’ uz je dana mnozina zakladnych Booleovskych funkcii, ako najst’ ¢o najefektiv-
nejsie vyjadrenie Booleovskej funkcie pomocou zakladnych Booleovskych funkcii?

Niektoré spomedzi 16 Booleovskych funkcii dvoch premennych® sa v matematike a
informatike beZne pouzivaju a povazuju sa za elementdrne (Booleovské funkcie). Ide o
Booleovské funkcie fy, fy, f3, fg, f7, f12, f13, f15 z tabulky 3.1. Pre jednotlivé elementarne
Booleovské funkcie sa zauzivali menej formalne oznacenia, ktoré budeme aj my v d’al-
Som vyklade pouzivat. Booleovské funkcie fy, f;5 budeme nazyvat logickymi konstan-
tami a oznacovat symbolmi 0, resp. 1; funkciu f; budeme nazyvat konjunkciou, atd’;
kvoli strucnosti a prehladnosti uvadzame elementarne Booleovské funkcie, ich nazvy a
symbolické oznacenia prislusnych operatorov v tabulke 3.6. V tabulke 3.6 nie su fun-
kcie f5, 10, predstavujuice identitu f5(x,y) = y a negéaciu fio(x,y) = —y, pretoze tieto su
uz zastapené funkciami f3, f1;. Na druhej strane, kvoli tiplnosti sme medzi elementarne
funkcie zaradili aj funkcie fg, f14, ktorymi sa budeme zaoberat’ az v posledne;j casti tejto

4ani tedria sa neuspokojila konstatovanim, Ze nejak4 uloha je principidlne riesitelna, ale skimala zlozi-

tost’ uloh a hl'adala metddy ich optimalneho rieSenia.
Sy skutoénosti medzi nimi s aj konstanty a funkcie jednej premenne;j
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AND OR XOR
y| & y| ! y|=1
] — Z ] — Z ] — Z
X X X
NAND NOR NOT
y| & y| ! x| !
| o— Z | o— Z — o— Z
X X

Obr. 3.1: Hradla realizujice elementarne Booleovské funkcie

kapitoly. Operatory pre Shefferovu | a Pierceovu funkciu | sa bezne nepouzivaju, a preto
sme obe funkcie vyjadrili pomocou konjunkcie, disjunkcie a negacie. Pre vicsinu elemen-
tarnych Booleovskych funkcii existuja logické obvody (hradla, logické ¢leny), ktoré ich
realizuju. To znamena, Ze ak napriklad na vstupy logického obvodu AND (ktory ma dva
vstupy a jeden vystup) privedieme signaly zodpovedajtice logickym hodnotam p, q, na vy-
stupe AND sa objavi signal zodpovedajuci logickej hodnote p&q. Schématické oznacenie
jednotlivych hradiel je uvedené na obrazku 3.1.

Zlozitejsie Booleovské funkcie mdézeme dostat’ skladanim zakladnych Booleovskych
funkcii.

Definicia 3.2.1. Nech st f(x1,x2,...,%n), 91(Y1,- -+, Ym), 92(Y1, -+, Ym)y - -+ Gnl(Y1, - -+, Ym)
Booleovské funkcie. Booleovski funkciu

F(yh---)ym) = f(91(y1»---,Um)>92(91»---»ym)»-- ->9n(y1)- -->ym)) (3.1)
nazveme zloZenou funkciou funkcii f, g1, g2, ..., gn. Booleovskd funkcia f(x1,%2,...,Xn) sa
nazyva vonkajsou a Booleovské funkcie g1(yi,y...,Ym), 92(Uty---sYm)y---s In(Yty--+yYm)

vnutornymi funkciami zloZenej Booleovskej funkcie F.

Poznamka. KedZe Booleovska funkcia je zobrazenie {0, 1}™ — {0, 1} skladanim Booleov-
skych funkcii dostaneme opéat’ Booleovsku funkciu. Vnuatorné funkcie zloZenej Boole-
ovskej funkcie by mohli mat’ rozliéné pocéty réznych premennych. Zjednotenim mnozin
vstupnych premennych jednotlivych Booleovskych funkcii sme dostali mnozinu {yi,...,ym}
a potom sme jednotlivé Booleovské funkcie g; doplnili fiktivnymi premennymi na m-
arne Booleovské funkcie. Preto sme pri definicii skladania Booleovskych funkcii mohli
predpokladat, Ze vSetky vnitorné Booleovské funkcie maji rovnaky pocet rovnakych
premennych (aj ked v niektorych pripadoch fiktivnych).

Zlozenu Boleovsku funkciu 3.1 méZeme opét’ zadat’ pomocou tabulky pravdivostnych
hodnét, ktort vyplnime nasledovne: aby sme vypocitali hodnotu zloZenej Booleovske;j
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x1 xp|fe fuu fia F
0 00 1 1 0
o 171 0 1 1
1T 01 1 1 0
1T 110 1 0 1

Tabulka 3.7: ZloZzena Booleovska funkcia

funkcie F(yi,...,ym) na vektore vstupnych hodnét o1,..., oy, potrebujeme najprv vypo-
c¢itat hodnoty g;(o1,...,0m),...,9gn(01,...,0m), dosadit ich za premenné xy,...,x, fun-
kcie f a potom (napriklad pomocou tabulky pravdivostnych hodnét Booleovskej funkcie
f) vypocitame hodnotu zloZenej Booleovskej funkcie.

Priklad 3.5. Nech F(x1,x2) = fe(f11(x1,%2), f14(x1, X2)). Pravdivostné tabul’ky ciastkovych
funkcii fg, 11, T14 a zloZenej funkcie F st uvedené v tabulke 3.7

Vsimnite si, Ze zloZend funkcia F(xq,%x2) = f5(x1,x2); t.j. skladanim Booleovskych fun-
kcii, ktoré zdviseli od oboch premennych sme dostali Booleovski funkciu s jednou fiktiv-
nou premennou.

Uloha 3.3. Zopakujte si zdkladné vlastnosti elementdrnych Booleovskych funkcii z 2.
kapitoly (asociativnost, komutativnost, idempotentnost’ a i.) a preskiimajte, ktoré z nich
sa zachovdvaju pri skladani Booleovskych funkcii!

V zapise Booleovskej funkcie pomocou pravdivostnej tabulky sa straca informaécia o
ciastkovych Booleovskych funkciach, pomocou ktorych je dana Booleovska funkcia vy-
jadrena. Tato informéacia méze vsak byt uzito¢na pri skamani vlastnosti Booleovskej
funkcie ako aj pri konstruovani logického obvodu, ktory ju realizuje. Preto sa popri za-
pise Booleovskych funkcii pomocou pravdivostnych tabuliek pouziva aj ich vyjadrenie
v podobe formil nad nejakou mnozinou zakladnych Booleovskych funkcii. Zavedieme
najprv pojem formuly (algebry logiky)® a potom sa pozrieme na vztah medzi Booleov-
skymi funkciami a formulami.

Definicia 3.2.2. Nech je dand mnoZina Booleovskch funkcii D C P,.

1. Kazdy vyraz tvaru f(x1,...,xn), kde f € D sa nazyva formulou nad D

2. Nech je f(x1,...,xn) Booleovskd funkcia z D a Ay,...,A; su formuly nad D, potom
aj vyraz f(Ay,...,Ay) je formulou nad D

3. Formulou nad D je Pubovolny koneény vyraz, spliiajici podmienky (1) alebo (2). Iné
formuly nad D nie su.

Formuly algebry logiky budeme oznacovat pismenami A,B,C,.... Ak budeme po-
trebovat’ vyjadrit, z akych funkcii formula skladanim vznikla, uvedieme ich zoznam v
hranatych zatvorkach za nazvom formuly; ak potrebujeme vediet’, aké premenné obsa-
huje, uvedieme ich zoznam v okriuhlych zatvorkach za nazvom formuly. Napriklad, ak

6V tejto kapitole sa budeme takmer vyluéne zaoberat foremulami algebry logiky. Ak to viak nepovedie
k nedorozumeniu, budem slovéa ,algebry logiky“ kvéli stru¢nosti vynechavat
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X1 X2 X3

Obr. 3.2: Logicky obvod pocitajici Booleovsku funkciu F

zloZenej funkcii F (3.1) priradime formulu A, tak potom formulu A mézZeme zapisat ako
Alf, g1,...,dy] alebo A(yi,...,ym). Ak ako mnozinu D; zoberieme podmnozinu elemen-
tarnych Booleovskych funkcii, napriklad

Dy = {x&y,x V y,x By, —x},

tak potom formuly nad D; zodpovedaju zloZenym vyrokom, v ktorych premenné x; zohra-
vaja dlohu logickych premennych alebo elementarnych vyrokov. Pravdivostnd hodnotu
zloZenych vyrokov vieme bez problémov urcit. Naviac, ak sa nam podari vyjadrit nejaku
funkciu pomocou formuly nad danou mnoZinou D;, tak potom vieme navrhnut’ logicky
obvod, ktory bude pocitat hodnoty danej Booleovskej funkcie.

Priklad 3.6. Uvazujme Booleovski funkciu F(xq,x;,x3) zadant nasledujiicou formulou:
F(x1,%x2,%3) = (x1&x2) © —x3) V (x3&—x1).

Hodnoty tejto Booleovskej funkcie bude pocitat’ logicky obvod uvedeny na obrdzku 3.2.

Teraz upresnime intuitivne chépanie suvislosti medzi Booleovskymi funkciami a for-
mulami algebry logiky. Upravime najprv definiciu hlbky formuly, ktort sme zaviedli pre
formuly vyrokového poétu:

1. Nech A(x1,...,xn) = f(x1,...,%n), kde f(x1,...,%,) € D. Potom hl(A) = 0.
2. Nech A(x1,...,xn) = f(Ay,...An), kde f € D. Potom hl(A) = max; hl(A); + 1.
Teraz matematickou indukciou vzhladom na hibku formuly ukazeme, ze kazdej formule

algebry logiky mozno jednoznacne priradit’ Booleovski funkciu. Nech A(xi,...,xn) je
formula nad D.
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1. Ak hl(A) = 0, potom existuje funkcia f(x1,...,x,) € D taka, ze A(xq,...,Xn) =
f(x1,...,%n). Funkecia f(x1,...,xn) je Booleovska funkcia priradena formule A.

2. Predpokladajme, zZe kazdej formule A(x;,...,xn) nad D, ktora ma hibku mensiu
ako N dokazeme jednoznacne priradit’ Booleovsku funkciu.

3. Nech hl(A) = N, potom A(xq,...,x,) = f(Aj,...,An), kde f(x1,...,xm) € D a
Ai, ..., A, sdformuly nad D. Kedze hibka formul A1, ..., A,, je mensia ako N, kaz-
dej z tychto formil dokdZeme jednoznacne priradit’ Booleovska funkciu. Oznacme
tieto funkcie (v poradi) g1(x1,...,Xn)y--+, gm(X1,...,xn). Potom zloZena Booleovska
funkcia f(g1(x1y..-yXn)y -+, gm(X1,...,%n)), ktord je zadana jednoznac ne funkciami
f, g1, -..,gm je Booleovskou funkciou priradenou formule A(x;,...,x,).

Nech A(x1,...,xn) je formula algebra logiky a f(x1,...,xn)—Booleovska funkcia pri-

radena formule A(xy,...,x,). Potom pre 'ubovolny sibor hodnét o1,..., 0, premennych
X1,...,Xn plati A(oy,...,0,) = f(01,...,0n). Preto hovorime, Ze formula A realizuje Bo-
oleovski funkciu f(x1,...,xn). UkdZeme teraz na priklade, ako sa formule prirad'uje Bo-

oleovska funkcia.

Priklad 3.7. UvaZujme formulu A(xq,%xy,x3) = T7(f2(x1,%x3), fo(x1, f10(X2,%3))) nad mno-
Zinou vsetkych bindrnych Booleovskych funkcii z tabulky 3.1. Ndjdeme Booleovski fun-
kciu f(x1,x2,x3) priradent formule A a zapiSeme ju pomocou tabulky pravdivostnych
hodnét. Budeme postupovat’ nasledovne

e najprv vytvorime tabulku pravdivostnych hodnét Booleovskych funkcii f3(x1,%3) a
fi0(x2,%3). Obe funkcie doplnime na funkcie troch premennych fiktivnymi premen-
nymi (v prvom pripade premennou x,, v druhom — x1) a rozsirené (terndrne) funkcie
oznacime symbolmi yi(x1,x2,x3) = f2(x1,%x3), resp. ya(x1,x2,x3) = f1o(x2,x3).

e Pre jednotlivé subory hodnét o1, 0,,03 premennych xi,xy,x3 vypoclitame hodnoty
y2(01, 02, 03) a zostrojime tabulku pravdivostnych hodnot funkcie fo(x1, f10(x2,%3)),
ktord kvdli strucnosti oznacéime symbolom ys(x1,x2,%x3) = fo(x1,Y2).

e Nakoniec v tabulke pravdivostnych hodnét ndjdeme hodnoty y;(0o1,02,03) a y3(o7,
02,03), dosadime ich do funkcie f; : f7;(y1,y3) a na zdklade hodnét, ktoré pre
hodnoty o1, 07,03 funkcia f; nadobtida, zostrojime pravdivostni tabulku funkcie
f(X],XZ,X3).

Kazdej formule nad mnoZinou D mozZno teda jednoznacne priradit’ Booleovski fun-
kciu. Ak by sme dokazali realizovat jednotlivé funkcie z mnozZiny D logickymi obvodmi,
potom by sme dokazali vytvorit’ aj logicky obvod, ktory by realizoval (pocital hodnoty) da-
nej Booleovskej fukncie. Z tohoto hladiska je zaujimava nasledujica otdzka—mozno pre
danu Booleovsku funkciu najst’ formulu nad mnoZinou D, ktora ju realizuje? Odpoved’
na tato otazku budeme hladat’ v nasledujucich castiach tejto kapitoly.
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X1 X2 X3 |y X1 Y2 ys3|fy
o 0 0|0 O 1T 010
o 0 1|0 O 1T 010
O 1 0,0 O O 111
o 1 1,0 0 0 111
1T 0 01T 1 1 111
1T 0 110 0 O 010
1T 1 010 1 0 010
1T 1 110 1T 0 010

Tabulka 3.8: Tabul'ka pravdivostnych hodnét funkcie priradenej formule A(x1,x2,x3)

3.3 Rozklad Booleovskych funkcii podla premennych.
Normalne formy

Uvazujme mnozinu Boleovskych funkcii D, = {x&y, x V y, —x}. UkazZeme, Ze pre I'ubo-
volnu Booleovski funkciu mozno zostrojit formulu nad D,, ktor4a dant Booleovski fun-
kciu realizuje. Podobne ako pre formuly vyrokového poctu zavedieme aj pre logické pre-
menné nasledujice oznacenie:

x° =x&oV (—0)&(—x),kde o € {0, 1}.
Plati

D S ak 0 =0,
1 x ako=1,

¢o sa da vyjadrit’ aj nasledovne:

- x akx=o,
X =
—-x akx # o.

Veta 3.3.1. (O disjunktivnom rozklade Booleovskej funkcie podla premennych) Nech je

f(x1y...,%n) Pubovolnd Booleovskd funkcia a nech 0 < m < n. Potom plati
X1y e oy Xy Xt Ty -+ oy Xn) =
= \/ X' & &XI &S (07, ...y Omy Xt Ty - -+ Xn) (3.2)
0715:,0m
pricom disjunkcia sa berie cez vSetky mozné vektory hodnoét premennych xi, ..., Xm.
Dokaz. Nech je (ai,...,an) lubovolny vektor hodnét premennych x,...,x,. Dosade-

nim do 3.2 dostavame:

f(ah---)an) =
— \/ a'&...&ai"&f(01,. .., Omy Qmtdy - - -, Gn). (3.3)

01y.e0yOm
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Ak pre nejaké i, 1 < i< m a; # oy, tak a]* = 0 a kazda konjunkcia vo formule 3.3, ktora
obsahuje ¢len a* nadobuda hodnotu 0. Pre disjunkciu plati x V 0 = 1. Ak je funkcia
f(x1,...,%xn) identicky rovna 0, tak vd’aka ¢lenu f(oy,...,0m, Qmi1, ..., an) je kazdy clen
disjunkcie 3.3 nulovy a tvrdenie vety je v tomto pripade pravdivé.

Nech f(x1,...,%,) nie je konstanta 0. Z disjunkcie vypadnu vSetky konjunkcie obsa-
hujuce ¢leny af* také, Ze a; # oy a zostane v nej len ¢len

o o _ -
a, &...&amm&-f(cr],...,Gm,am+1,...,an), kde a; =04 i=1,...,m.

Potom vSak af'&...&af" =1a

flas,...,an) = 1&f(as,...,an) = f(ay,...,an).

Poznamka. Hoci sme rozklad Booleovskej funkcie robili vzhfadom na premenné
X1,...,Xm, rovnako dobre sme mohli Booleovsku funkciu rozlozit’ aj podla premennych
Xipyeeoy Xi

m*

Priklad 3.8. RozloZime funkciu x; = x; vzhladom na obe premenné:

x1=x = &0 =)V K& = x) =
= [ﬁX]&(O = Xz)] \V [X]&U = Xz)]. (3.4)

Ale aj funkcie (0 = x2) a (1 = x2) z formuly 3.4 moZno rozlozit’ vzhladom na premennti
X2:!

0=x = O&0=0)]VK&O0=1)]=
= [%&0=0)]V &0 = 1)]. (3.5)
Podobne
T=x = K&1=0)]VK&l=1)]=
= [%&(1=0)]V xX&(1=1). (3.6)

Dosadime teraz formuly 3.6 a 3.5 do formuly 3.4 a upravime:

(= = x2) = [x1&[(—x2&(0 = 0)) V (x2&(0 = 1))] V 1 &l[(—%2&(1 = 0)) V (x2&(1 = 1))]
= ["%1& &0 = 0)] V [x1&&(0 = 1)V x1&x&(1 = 0)] V [x1&x&(1 = 1)].

Kedz2e (0=0)=(1=1)=0=1)=1,(1=0)=0, (p&0) =0, (p&1) = p a napokon (p Vv
0) = p, pre funkciu (x; = x2) po poslednych upravdch dostdvame nasledujicu formulu:

(x1 = %x2) = (x1&%2) V (x1&%2) V (x1&x2).
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Poznamka. Zapis negacie a konjunkcie v predchadzajucich formulach je trochu ne-
prehl'adny. Vo vyrokovej algebre sa pouZziva jednoduchsie oznacenie. Operator konjun-
kcie sa zvykne tam kde to nesp6sobi nedorozumenie vynechavat a konjunkcia x&y sa
zapisuje ako xy. Negacia premennej (ale vo vSeobecnosti aj formuly) sa oznacuje vodo-
rovnou ¢iarou nad premennou (formulou), na ktoru sa negacia vztahuje: tak napriklad
—x; sa zapisuje ako X7. Formula, ktori dostaneme rozkladom implikacie z predchadza-
juceho prikladu podl'a oboch premennych, bude mat’ tvar:

(x1 = x2) =x1% VX1%2 V X1%).

Dosledky vety 3.3.1 Uvazujme dva krajné pripady vzhladom na pocet premennych,
podla ktorych sa robi rozklad:

m =1 (Rozklad funkcie podl'a jednej premenne;j)

F(X1ye ey XiyennyXn) =
=X& (X715 s X1y Oy Xia Ty e ooy Xn) VX &F (X175 oo oy X1y 1y Xid Ty e e oy X ) (3.7

m=n (Rozklad funkcie podla v§etkych premennych)

f(X7yee0yXn) = \/ X7 oxpr&f (o, ..., o). (3.8)
01y..0n
Ak do Booleovskej funkcie f(x1,...,x,) dosadime za vSetky premenné nejaké hodnoty,
napriklad oy, ..., o, dostavame nularnu funkciu, ¢ize konstantu: f(oy,..., 0,). Ak vSak
f(o1y...,0n) =0, potom aj
x7' xS & (07, ..., 00) =0
a preto z formuly 3.8 mézeme vynechat vSetky konjunkcie, pre ktoré f(o1,...,0,) =0.V

disjunkcii zostavaju tie ¢leny (konjunkecie),

X7 . xpr&f (o, ..., 0n) pre ktoré f(oq,...,0q) = 1.
Ale p&1 = p, a preto mdézeme vyraz f(oy,...,0n) v konjunkcii
X7 xg&f (07, On)
vynechat. Po tychto upravach dostavame pre Booleovsku funkciu f(x1, ..., x,) formulu
f(X1y..oyXn) = \/ X7 xS, (3.9)
(01y...,0n)

f(oy...,0n) =1

ktora sa nazyva uplnou disjunktivnou normdlnou formou (UDNF) Booleovskej funkcie
f(X],...,Xn).
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x1 X2 x3 | f | elementarna konjunkcia
0 0 0|1 X1X2X3
0 0 1]0
0 1 0|1 X1X2X3
0 1 111 X1X2X3
1 0 010
1 0 1|1 X1X2X3
1T 1 010
T 1T 110

Tabulka 3.9: Konstrukcia UDNF pre Booleovsku funkeiu f(x1,x2, x3)

Skér ako ukéazeme, ako sa pre Booleovsku funkciu zostrojuje UDNF, zavedieme nie-
kol'ko uzitoénych pojmov, ktoré budeme pri popise a skiimani disjunktivnych normal-
nych foriem pouzivat. Vyraz x{* ktory predstavoval premennu x; alebo jej negédciu X;

budeme nazyvat literdlom. Nech su x1,..., x,, premenné (nejakej Booleovskej funkcie) a
nech
[oF} i
xi]‘,...,xir, kde 0 < r < n,
st I'ubovol'né literaly premennych xi,...,x,. Potom budeme vyraz

[oF] O
K=x"T&...&x; "
1 1r

nazyvat elementdrnou konjunkciou’. Tam, kde to nepovedie k nedorozumeniu, budeme
operatory konjunkcie (&) vynechavat. Hodnotu r nazveme rangom konjunkcie K, ak
r = 0, hovorime, Ze konjunkcia K je prazdna a jej hodnota je 1. Nech su Kj,...,K; na-
vzajom rozne konjunkcie. Vyraz D = K;, V.- -V K;  sa nazyva disjunktivnou normdlnou
formou (DNF). Hodnota m sa nazyva dizkou disjunktivnej normdlnej formy D. Ak m = 0,
DNF D je préazdna a jej hodnota je rovna 0. Uplna disjunktivna normalna forma sa vy-
znacuje tym, Ze vSetky jej konjunkcie su elementarne a obsahuju literaly vSetkych n
premennych. V nasledujicom priklade ukazeme, ako sa konstruuje UDNF Booleovskej
funkcie.

Priklad 3.9. Nech je dand Booleovskd funkcia t(x1,x2,x3) = 10110100. Zapiseme Booleov-
ski funkciu f pomocou tabulky pravdivostnych hodnét. Jednotkovym (nulovym)
riadkom pravdivostnej tabul’ky nazveme riadky zodpovedajiice tym vektorom hodnot pre-
mennych, na ktorych Booleovskd funkcia f nadobiuda pravdivostnii hodnotu 1 (resp. 0).
Jednotkovému riadku zodpovedajiicemu vektoru o1, 0,03 priradime elementdrnu kon-
Junkciu x7'x32x3°. Tieto elementdrne konjunkcie pospdjame disjunkciami a formula, ktori
takto vytvorime, je iiplnou disjunktivnou normdlnou formou Booleovskej funkcie f(x1,x2,x3)

f()q y X2, x3) = X1%X3 V X1%2X3 V X1%2%3 V X2X3.

Vsimnite si, Ze elementdrna konjunkcia x]'x3*x35* nadobida pravdivostni hodnotu 1 len

na jedinom vektore; 01,03, 03. Uplnd disjunktivna normdlna forma Booleovskej funkcie

"Elementérnost’ konjunkcie spoéiva v tom, Ze jej operandami su literaly. Ak by operandom konjunkcie
bola ina zlozZena formula, vyraz by predstavoval konjunkciu, ktora by vsak nebola elementarnou konjun-
kciou, napriklad: x; &(x2 = x3.)
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X1 X2 X3 | X1X2X3 | X1X2X3 | X1%2%3 | X1%2x3 || f(x1,%2,%3)
0O 0 0 1 0 0 0 1
0O 0 1 0 0 0 0 0
o 1 0 0 1 0 0 1
o 1 1 0 0 1 0 1
1T 0 O 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 1 1
1T 1 0 0 0 0 0 0
1T 1 1 0 0 0 0 0

Tabulka 3.10: UDNF Booleovskej funkcie f(xq, %2, x3)

X1 X2 X3 | X1X3 | X1x2 | x1%2%3 || f(x7,%2,%3)
0O 0 0 1 0 0 1
0O 0 1 0 0 0 0
o 1 0 1 1 0 1
o 1 1 0 1 0 1
1 0 0 0 0 0 0
1T 0 1 0 0 1 1
1T 1 0 0 0 0 0
1T 1 1 0 0 0 0

Tabulka 3.11: Realizacia Booleovskej funkcie f(x, x2,x3) pomocou DNF D*

v podstate predstavuje zoznam vektorov hodnét, na ktorych dand Booleovskd funkcia
nadobiida hodnotu 1. Pre Booleovski funkciu f(xq,%2,x3) to ndzorne ukazuje tabulka
3.10.

Je uplna disjunktivna norméalna forma jedinou formulou, ktora realizuje Booleovski
funkciu f(x1,x2,x3) z predchadzajiceho prikladu? Ukazeme, ze nie. Ked'ze

X1%2%3 V X1x0x3 = X1x3(x2 V X2) = X1%3

X1%2X3 V X1X2X3 = X1X2,
Ako je dobre vidiet’ z tabul'ky 3.11 Booleovskua funkeiu f(xq,x2,%3) mozno realizovat aj
pomocou disjunktivnej norméalnej formy

D* =x1%3 VX1%2 V X1X2X3.

Uloha 3.4. Zostrojte logicky obvod realizujiici Booleovsku funkciu f(xq,x2,x3)!

Uloha 3.5. Zostrojte UDNF aspori pre 5 rozliénych Booleovskych funkcii troch premen-
nych!

Ked'Zze pre vacsinu Booleovskych funkcii existuje viacero disjunktivnych normalnych
foriem, ktoré ich realizuju, na realizaciu danej Booleovskej funkcie sa zvycajne vybera
optimalna DNF. Existuje viacero kritérii, pomocou ktorych mozno posudzovat DNF. Uve-
dieme dve najcastejsie pouzivané: DNF realizujica dani Booleovsku funkciu f sa nazyva
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1. minimdlnou, ak zo vSetkych DNF realizujicich dani Booleovsku funkciu obsahuje
minimalny pocet literalov;

2. najkratsou, ak zo vsetkych DNF realizujicich danta Booleovskd funkciu ma mini-

malnu dizku (obsahuje minimalny pocet konjunkcii).

Zjednodusene povedané, vyber minimalnej DNF minimalizuje pocet spojeni medzi
hradlami a vyber najkratsej DNF zasa minimalizuje pocet hradiel v logickom obvode
realizujicoum dantd Booleovsku funkciu f.® Zakladmi optimalizdcie DNF sa budeme za-
oberat’ v nasledujticej casti tejto kapitoly.

Uloha 3.6. Zostrojte minimdlne a najkratsie DNF pre funkcie

1. x1 = x,
2. f(x1,x2,x3) = (01011011),

3. f(x7,x2,x3) = (11011001).

Co spravime v pripade, ked mame realizovat’ konstantu 0? Pre tu sice neexistuje
UDNF (ak za UDNF nepovazZujeme prazdnu DNF), ale konstantu 0 mézeme vyjadrit’
napriklad pomocou formuly x&¥x, Tymto sme uzavreli dékaz nasledujicej vety:

Veta 3.3.2. Lubovol'niu Booleovsku funkciu mozZno realizovat’ pomocou formuly nad mno-
Zinou Booleovskych funkcii {x1&x,x1 V x2,7x}.

Okrem disjunktivnej normalnej formuly existuju aj iné sposoby vyjadrenia Booleov-
skych funkcii v podobe formil nad mnozinou {x;&x,,x; V x2,—~x}. Jednou z nich je tzv.
konjuktivna normdlna forma.

Veta 3.3.3. (O konjuktivnom rozklade Booleovskej funkcie) Nech je f(xi,...,xn) lubo-
volnd Booleovskd funkcia a nech 1 < m < n. Potom plati

f(X])"')Xm)Xm+])"')Xn) =
= /\ X7T Ve VXTIV (07 ey Oy X1y« « + s Xn) (3.10)
O07y:y0m

kde symbol /N oznaduje konjunkciu a konjunkcia sa berie cez vsetky mozné vektory hodnoét
premennych xi,...,Xn.

Dokaz. Veta sa dokazuje analogicky ako veta 3.3.1. O

8zjednodusenie spociva v predpoklade, e sa v logickom obvode pouzijui hradla, ktoré maji dostatoény
pocet vstupov na realizaciu elementarnej konjunkcie, resp. disjunkcie vsetkych konjunkcii danej DNF. Ak
sa pouziju hradla AND a OR s dvoma vstupmi a jednym vystupom, vztah medzi dizkou DNF a poctom
hradiel bude zloZitejsi.
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Dosledok. Pre I'ubovolnu Booleovskua funkciu f(x1,...,xn) # 1 plati

f(X1y..0yXn) = /\ x?‘ \VERRAVETLN (3.11)

O01y...40n
f(o1y...,0n) =0

Formula 3.11 sa nazyva uplnd konjuktivna forma (UKNF) Booleovskej funkcie

f(x1,...,xn). UKNF pre dant Booleovski funkciu zostrojime tak, ze kazdému nulovému
riadku pravdivostnej tabulky (t.j. riadku, prislichajicemu vektoru (o7,..., o), pre ktory
f(o1,...,0q) = 0) priradime tzv. elementarnu disjunkciu x;' V --- V x* a potom tieto

elementarne disjunkcie pospajame konjunkciami. UKNF pre Booleovsku funkciu z pri-
kladu 3.16 ma tvar

(x1 Vx2VX3)&(X1 Vx2Vx3)&(x1 VX Vx3)&(X1 VX VX3).

Uloha 3.7. Vyberte si aspori 5 Booleovskych funkcii troch premennych a zostrojte pre ne
UKNF!

Uloha 3.8. Zostrojte konjunktivny rozklad funkcie x1 = x, podla oboch premennych/!

Ako je vyhodnejsSie zadavat Booleovské funkcie—formulami, alebo pravdivostnymi
tabulkami? Formuly nad {x;&x;,x; V x2,~x} nebudud rozhodne zlozitejSie ako pravdi-
vostné tabulky, pretoze UDNF a UKNF zloZitostou priblizne zodpovedaju pravdivost-
nym tabulkam. Existuja vSak Booleovské funkcie, ktoré sa zapisuju pomocou formail
podstatne jednoduchsie v porovnani so zapisom pomocou pravdivostnych tabuliek. Na-
priklad funkcia f(xi,...,x100) = x1&...&x100. Formula pre realizujica tuto funkciu ma
100 literalov a 99 znakov konjunkcie, zatial co pravdivostna tabulka (ktora mimocho-
dom obsahuje jediny jednotkovy riadok) ma 2'° = 1267650600228229401496703205376
riadkov.

3.4 Minimalizacia disjunktivnych normalnych foriem

V predchadzajticej éasti tejto kapitoly sme ukazali dve podstatné skutoénosti: kazdi® Bo-
oleovsku funkciu mozno realizovat pomocou disjunktivnej normalnej formy a pre danu
Booleovsku funkciu spravidla existuje viacero DNF, ktoré ju realizuju. Ked’ze priemerna
n-arna Booleovska funkcia ma pribliZzne polovicu jednotkovych vektorov, jej UDNF bude
mat’ dizku ~ 2" a bude obsahovat ~ n2"! literalov. V praktickych aplikaciach sa pra-
cuje s binarnymi veli¢inami o velkosti niekol'’ko desiatok bitov (¢isla, znaky, instrukcie).
Popisat’ spracovanie (napriklad) dvoch 32-bitovych ¢isel pomocou Booleovskych funkcii
a tie realizovat pomocou UDNF je prili§ zlozité a neefektivne. V praxi sa na ndvrh lo-
gickych obvodov pouZiva ind metéda: zlozity problém sa rozlozi na jednoduchsie, tie sa
popisu pomocou Booleovskych funkcii, navrhni sa pre ne efektivne obvody a riesenie glo-
balneho problému sa »~posklada“ zZ ciastkovych riesSeni. Rozsah

Pripominame, Ze kon§tantu 0 mozno realizovat’ pomocou prazdnej DNF a konstantu 1 pomocou UDNF
x1 VXi.
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ai by T 1o
0 0 0O |0 O
0 0 1 0 1
0 1 0O [0 1
0 1 1 1 0
1 0 0 0 1
1 0 1 1 0
1 1 0 1 0
1 1 1 1 1

Tabulka 3.12: Jednobitova séitacka

ciastkovych problémov je taky maly, Ze je moZna optimalizacia ich rieSeni. Napriklad
sc¢itanie dvoch n-bitovych ¢isel sa da realizovat pomocou n jednobitovych scitaciek, z
ktorych kazda vypocitava sticet troch jednobitovych ¢isel (dvoch jednobitovych sc¢itancov
a prenosu z nizsieho radu). Vysledny 2n-bitovy suméator bude mat zlozitost’ (vyjadrent
poctom literalov) 10n (pozri priklad 3.10). Ak by sme scitanie realizovali pomocou lo-
gickych obvodov vychadzajicich z DNF 2n-arnych Booleovskych funkecii, potrebovali by
sme n+ 1 takychto Booleovskych funkcii a zlozitost' takto zostrojeného logického obvodu
by bola ~ n? - 2™,

Priklad 3.10. Sumdtor so sériovymn prenosom. Vstupom su dve bindrne hodnoty ai, by a
prenos z predchddzajiiceho niZsieho rdadu vi_1. Vystupom sumdtora je sticet c; = a; by =
a;b;\Va;b; a prenos do vyssieho rddu: ri = a;b;Va;ri_1\Vbiri_1. Poéet literdlov vo formuldch
pre vystupni hodnoty ci, i je zhora ohrani¢eny'® ¢islom 10.

Ako vSak najdeme optimalnu DNF pre dant Booleovsku funkciu? Uvazujme n-arnu
Booleovski funkciu f(x1,...,x,). Existuje 3™ rozliénych elementarnych konjunkecii pre-
mennych x;,...,x,; pretoze pre 'ubovolné 1 <1i < n elementarna konjunkcia

e premennu x; neobsahuje, alebo
e obsahuje premenni x;, alebo

e obsahuje negaciu premennej x;; X;.

Kazda disjunktivna normalna forma je jednoznacéne urcena vyberom konjunkcii—je zrej-
mé, Ze kazda z 3" rozlicnych elementarnych konjunkcii bud’ patri alebo nepatri do DNF.
Celkovo je teda moznych 23" DNF premennych xi,...,xn. Teoreticky by sme teda mohli
postupovat’ nasledovne: usporiadali by sme vSetky DNF (napriklad najprv podla poctu
literalov a potom lexikograficky) a potom by sme postupne preverovali, ¢i DNF realizuje
zadanu Booleovsku funkciu alebo nie. Prva DNF, ktord by sme takymto spésobom nasli,
by bola minimalna DNF danej Booleovskej funkcie. Zial, principidlne jednoduché me-
téda je pouzitelna nanajvys pre funkcie troch premennych, pretoze mnozina konjunkeii,
ktoré mozu patrit do DNF je prilis velka. Prakticky sa tento problém riesi tak, ze sa

0rjegenie, ktoré sme zostrojili, potrebovalo 10 literalov. Nie je vyli¢ené, Ze existuje lepSie rieSenie, ktoré
vystaéi s mensim poctom literalov. Ale nasa konstrukcia zarucuje, Ze 10 literalov bude urcite stacit’.
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najprv podstatne zizi mnozina kandidatov na konjunkcie v DNF a potom sa na ztZenu
mnozinu aplikuju sofistikované metédy preberania. Optimalizacia (minimalizacia) DNF
je mimoriadne zaujimava tak z praktického (konstrukcia logickych obvodov) ako aj te-
oretického hladiska. Mnohé optimaliza¢né problémy mozno previest’ na minimalizaciu
DNF a tak najdenie efektivnej metody na minimalizaciu DNF by pomohlo vyriesit aj
cely rad tazkych, uzitoénych a zaujimavych optimaliza¢nych tloh. Preto sa minimaliza-
cia DNF intenzivne Studuje od polovice minulého storo¢ia a navrhom rozli¢nych schém
realizujucich Booleovské funkcie a skiimaniu ich zlozitosti sa zaobera samostatna dis-
ciplina. My sa teoretickych poznatkov o zloZitosti Booleovskych funkcii dotkneme len
okrajovo a sustredime sa na prezentaciu dvoch metéd konstrukcie optimalnych a su-
boptimalnych DNF Booleovskych funkcii; metédu Quine-McCluskey a metédu zalozenu
na Karnaughovych mapach.

3.4.1 Geometrické principy minimalizacie DNF

Minimalizcia DNF m4 vel'mi ndzornu geometricku interpretaciu—zodpoveda konstruk-
cii pokrytia grafu Booleovskej funkcie Specidlnymi podgrafmi. Zavedieme najprv nie-
ktoré potrebné pojmy a potom sa budeme zaoberat’ minimalizaciou DNF.

Definicia 3.4.1. Nech u = (a;,...,aq),v = (by,..., by ) st bindrne vektory dizky 1.

(a) Pocet jednotkovych zloZiek vektora u budeme nazyvat Hammingovou vdahou vektora
a oznacovat symbolom wt(u).

(b) Pocet zloziek, v ktorych sa vektory u,v odlisuji, budeme nazyvat’ Hammingovou
vzdialenostou vektorov u,v a oznacovat’ symbolom d(u,v).

Poznamka. Je zrejmé, ze = wt(u @ v).

Definicia 3.4.2. (Graf Booleovskej funkcie).

(a) n-rozmernou Booleovskou kockou nazveme graf B™ = (V,U), kde V = {o(n,0),...,
ooy 0(n, 2" —1)}a U = {(vi,v;);d(0(m, i), 0(n,j) = 1)}

(b) Nech f(x1,...,%xn) je n-drna Booleovskd funkcia, Nt = {(aj,...,aq);f(ay,...,an) =1}
Je mnozina jednotkovych vektorov funkcie f. Vrcholom o(n,1i) Booleovskej kocky B™
priradime hodnoty f(o(n,1i)); vrcholy zodpovedajiice vektorom z mnoZiny N; na-
zveme jednotkovymi vrcholmi. Grafom Booleovskej funkcie f nazveme podgraf in-
dukovany mnozinou jej jednotkovych vrcholov.'!

Priklad 3.11. Na obrdzku 3.16 st uvedené 0, 1,2, 3 rozmerné Booleovské kocky. UvaZujme
napriklad funkciu r; z tabulky 3.23. Graf tejto funkcie je zndzorneny na obrdzku 3.4
hrubymi éiarami.

"Nech je dany graf G = (V,U) a V; C V je nejaka podmnozina nboziny vrcholov grafu G. Podgrafom grafu
G indukovanym mnozinou vrcholov V; je graf G, = (Vq,U4), kde U; = (V7 x V7)) NU t.j. hranami podgrafu
G su prave tie hrany grafu G, ktoré sud incidentné s vrcholmi z mnoziny V;. Graf Booleovskej funkcie je
potom B™(f) = (V(f), U(f)); V(f) = {o(n,1) € V;o(n,i) € N¢, U(f) =UN V() x V(f).
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101 111

1 01 11 001 011
10 110
0 00 10 000 010
B B! B2 B3
Obr. 3.3: Booleovské kocky

101 111

001 011

100 110

000+ 010
Obr. 3.4: Graf Booleovskej funkcie r;
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Pozrieme sa, ako sa operacie s funkciami prejavia na ich grafoch. Nech su f, g dve
n-arne Booleovské funkcie premennych x1,...,xn; B™(f) = (Vf, Us) a B™"(g) = (Vg, Ug) st
grafy tychto funkcii. Potom

(a) grafom funkcie —f je podgraf B™ indukovany mnoZinou vrcholov {0, 1}™ — V;
(b) grafom funkcie f&g je podgraf B™ indukovany mnoZinou vrcholov V; N Vj;

(c) grafom funkcie fV g je podgraf B™ indukovany mnoZinou vrcholov V; U V.

Ako sme ukazali v predchadzajicom priklade, graf Booleovskej funkcie predstavuje
iny sposob reprezentacie Booleovskej funkcie. Urcit’ hodnotu Booleovskej funkcie f na
vektore o1,...,0, znamena, zistit, ¢i jej graf B"(f) obsahuje vrchol oy,..., o,. Efektiv-
nost’ takéhoto vypoctu zavisi od toho, ako efektivne sa podari charakterizovat graf B™(f).
Jeden z moznych spbsobov je zostavit zoznam vsSetkych jednotkovych vrcholov grafu
B™(f). Takyto pristup vSak (vzhladom na pocet jednotkovych vektorov priemernej Boole-
ovskej funkcie) uz pre relativne malé hodnoty n vedie k zna¢ne rozsiahlym zoznamom.
Preto sa hladaju vztahy medzi jednotkovymi vrcholmi grafu B™(f), ktoré by umoznili za-
radit ich do takych skupin (podmnozin) spiﬁajl’lcich nasledujuice prirodzené poziadavky

e kazdy jednotkovy vrchol grafu B™(f) patri do aspon jednej skupiny vrcholov,

e kazda skupina vrcholov sa da jednoducho charakterizovat a prislusnost’ vrcholu do
skupiny sa da efektivne urcit.

Implicitne sa predpoklada, Ze ziadna skupina neobsahuje nejaky nulovy vrchol, pretoze
to by znamenalo zmenu p6vodnej Booleovskej funkcie.

Takéto rieSenie zodpoveda konstrukcii zvlastneho pokrytia grafu B™(f).

Definicia 3.4.3. (Vrcholové pokrytie) Nech je dany graf G = (V,U) a nech si G; =
(Vi, Wy),i=1...,k podgrafy grafu G. Potom hovorime, Ze

(a) graf G; = (Vi, W) pokryva mnoZinu vrcholov Vi grafu G,
(b) grafy G tvoria (vrcholové) pokrytie grafu G, ak | J; Vi = V.

Pokrytie na prvy pohlad pripomina rozklad mnoziny vrcholov na triedy ekvivalen-
cie. Od rozkladu sa v8ak odliSuje tym, Ze jednotlivé skupiny vrcholov nemusia byt dis-
junktné.

Teraz je dolezité najst’ podgrafy, pomocou ktorych by bolo mozné pokryt graf B™(f).
Pozrieme sa najprv na to, aky je vztah medzi formulou (DNF) a grafom Booleovskej fun-
kcie, resp. ¢o zodpoveda elementarnym konjunkciam z DNF Booleovskej funkcie v jej
grafe B"(f). Kvoli ndzornosti budeme pracovat s trojrozmernou Booleovskou kockou z
obrazka 3.16 a budeme vytvarat DNF a grafy rozliécnych Booleovskych funkcii. Zacneme
konstantou 0. Konstanta 0 nema Ziadne jednotkové vektory a teda jej graf neobsahuje
ziadne vrcholy a je prazdny. Lubovolnej elementérnej konjunkeii x7?x52x3° zodpovedd
jediny jednotkovy vektor o1, 02, 03 a jemu prislichajuici jednotkovy vrchol v Booleovskej
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kocke B3. Zaujimava situacia nastane vtedy, ked sa v kocke vyskytuji susedné (t.j. spo-
jené hranou) jednotkové vrcholy. Napriklad, dvojici susednych (jednotkovych) vrcholov
111,110 v kocke B? odpovedaji elementarne konjunkcie xix2x3 a x1x2X3 a UDNF danej
funkcie by mala tvar x1x;x3 V x1x2X3. PouZijeme distributivny zakon a upravime UDNF
nasledovne:

xX1%2%3 V x1%2%3 = x1%2(x3 V X3) = x1%21 = x71%2.

Z hladiska pokrytia to znamena4, Ze dvojicu (jednotkovych) vrcholov 111,110 méZeme po-
kryt hranou (jednorozmernou Booleovskou kockou). Zoberne napokon stvoricu (jednot-
kovych) vrcholov leZiacich napriklad na prednej stene kocky B3: 000,010,011, 001. Této
Stvorica je pokryta dvojrozmernou kockou. V. UDNF bude uvedenej §tvorici jednotko-
vych vrcholov zodpovedat formula

X1X2X3 V X1%2%3 V X1%x2X3 V X1X2X3
Opakovanym pouzitim distributivneho zakona tuto formulu upravime na tvar
X1 (x2x3 V xax3 V Xox3 V x0%x3) = Xj.

Teraz uz vieme dost’ na to, aby sme mohli popisat vzt'ahy medzi geometrickym modelom
Booleovskej funkcie a jej DNF.

. . . .. Oj 0j . v .
(a) elementarnej konjunkecii xﬁ” y-++yX; " zodpovedd mnozina vrcholov/vektorov tvoria-

cich jednotkova podkocku dimenzie n — r. Vrcholy/vektory tejto podkocky maju fi-
xované zlozky i, ..., 1, na ktorych nadobidajui hodnoty o;,,..., oi,.

(b) DNF Booleovskej funkcie zodpoveda pokrytie vrcholov jej grafu jednotkovymi pod-
kockami.

(¢) UDNF Booleovskej funkcie zodpoved4 pokrytie vrcholov jej grafu jednotkovymi pod-
kockami dimenzie 0.

Konstrukcia DNF teda zodpoveda konstrukeii pokrytia vrcholov grafu Booleovskej fun-
kcie jednotkovymi podkockami. Jednotkovy vrchol vSsak moze byt pokryty podkockami
rozliénych dimenzii. Uvazujme napriklad Booleovsku funkciu f(x7,%x2,x3) = (01111111).
Potom vrchol 111 mozno pokryt 0-rozmernou podkockou zodpovedajicou elementarnej
konjunkecii x1x;x3, 1-rozmernou podkocou (hranou) zodpovedajicou elementarnej kon-
junkeii x1x2, dvojrozmernou podkockou zodpovedajicou elementédrnej konjunkeii x;.12
Videli sme, Ze ¢im vicsia je dimenzia podkocky, tym jednoduchsia je jej prisliuchajica
konjunkcia a tym viac jednotkovych vrcholov pokryva. Ak mame moznost’ pokryt nejaky
jednotkovy vrchol podkockami viacerych rozmerov, vyberieme z nich preto podkocku ma-
ximalneho rozmeru. Tento pojem je pre d’alsi vyklad taky doélezity, Ze si zasluzi formalnu
definiciu.

Definicia 3.4.4. Nech je B™(f) graf (nejakej) Booleovskej funkcie f. Jednotkovd podkocka
C grafu B™(f) sa nazyva maximdlnou jednotkovou podkockou grafu B™(f), ak v grafe B™(f)
neexistuje jednotkovd podkocka C' takd, Ze C je podgrafom C'.

2yrchol 111 mozno pokryt aj inymi podkockami rozliénych rozmerov.
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101 111

001 011

100 110

00 010
Obr. 3.5: Maximalne podkocky

V teérii DNF sa elementarne konjunkcie zodpovedajice jednotkovym podkockam
grafu B™(f) nazyvajua aj implikanty. Tento nazov vyplyva z toho, Ze ak K; je elementarna
konjunkcia zodpovedajica jednotkovej podkocke C; grafu B™(f), tak potom je implikacia
K; = f pravdiva. Uvazujme postupnost’ jednotkovych podkociek C;,..., C;, grafu B™(f),
pricom C; je zaroven podkockou Ci,; a postupnost im prislichajicich elementarnych
konjunkcii Ky,...,K;,. Potom platia implikacie K; = Ki;;,1 <i<mak;, = f. Akv
grafe B™(f) neexistuje jednotkova podkocka, ktora by obsahovala podkocku C,,, tak po-
tom je C,, maximalna podkocka. Elementarna konjunkcia zodpovedajica maximalnej
podkocke sa nazyva prostym implikantom (prime implicant). Vyznam pojmu implikant
si najlepsie uvedomime vtedy, ked v implikacii K; = f nahradime elementarnu konjun-
kciu K; elementarnou konjunkciou K # K;. Nech Ki{(a;...,a,) =1 aKj(aj...,a,) =0,
potom je implikacia K; = f na vektore a;...,a,) pravdiva (0 = 0 = 1), ale implikacia
K{ = f na vektore a;...,a,) je nepravdiva (1 = 0 = 0). Dobrou stratégiou (aspon na
prvy pohlad) pri konstrukcii minimalnej DNF by mohlo byt vytvorenie zoznamu vset-
kych prostych implikantov Booleovskej funkcie f (resp. maximalnych podkociek grafu
B™(f)). Vzhladom na to, ako sme definovali implikanty, resp. prosté implikanty Booleov-
skej funkcie, tvori aj ich disjunkcia DNF Booleovskej funkcie.

Definicia 3.4.5. Nech je f l'ubovolnd Booleovskd funkcia a Ky, ..., K, je mnoZina vsetkych
prostych implikantov funkcie f. Disjunktivna normdlna forma

Ky V-V K
sa nazyva skrdtenou disjunktivnou normdlnou formou Booleovskej funkcie f.

Priklad 3.12. Na obrdzku 3.5 je uvedeny graf Booleovskej funkcie f(x1,x2,x3) = (11011011).
Booleovskd funkcia md 6 prostych implikantov a jej skrdatend DNF vyzerd nasledovne:

f(x1,%2,%3) = x1%2 V x2x3 V X1x3 V X1%2 V X2X3 V X1X3.

Predchadzajuici priklad ukazuje, Ze vSetky prosté implikanty zo skratenej DNF ne-
musia byt potrebné na realizaciu Booleovskej funkcie. Booleovski funkciu z predcha-
dzajiuceho prikladu by bolo mozné realizovat DNF obsahujicou tri prosté implikanty:

f(x1,%2,%3) = x1%2 V X1%3 V X2X3.
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Na vylucenie nadbyto¢nych prostych implikantov zo skratenej DNF a na konstrukciu
novej DNF sa pouZiva nasledujica induktivna metéda, pri ktorej vyuzijeme korespon-
denciu medzi prostymi implikantami K; a maximalnymi podkockami C; grafu prislusne;j
Booleovskej funkcie:

1. vyberieme nejaky prosty implikant K;, a zaradime ho do DNF;

2. predpokladdme, Ze v DNF su uZ nejaké implikanty K;,,...,K; ,,m > 1anechK;
je nejaky prosty implikant zo skratenej DNF. Ak existuje vrchol podkocky C;, ktory
nie je pokryty podkockami C;,,...,C;  ,,zaradime K;  do DNF, v opa¢nom pripade
ho do DNF nezaradime. Tento krok opakujeme pre vSetky prosté implikanty zo
skratenej DNF.

Po ukonceni vyssie uvedenej procedury dostavame DNF, z ktorej nemozno vyradit’ zia-
den prosty implikant, pretoZe vysledna DNF by potom uz nerealizovala dant Booleovsku
funkciu. Takato DNF, v ktorej sa nevyskytuja nadbyto¢né prosté implikanty, sa nazyva
iredudantnou DNF. Je zrejmé, Ze iredudantnych DNF danej Booleovskej funkcie méze
byt viacero (pozri 3.5). Napriek tomu konstrukcia minimalnej DNF vyzera principidlne
jednoducho—najprv zostrojime UDNF, potom z UDNF skrétent DNF a eleminéciou nad-
byto¢nych prostych implikantov dostaneme niekolko iredudantnych DNF, medzi kto-
rymi bude jedna alebo niekol'ko minimalnych. Teéria je vSak nedprosna—principidlne
jednoducha metéda sa vo vSeobecnom pripade neda pouzit’, pretoze

e skratena DNF je velmi zlozita,
e iredudantnych DNF je velmi vela,

e univerzalne a efektivne metddy preberania mnoziny prostych implikantov nie su
zname.

K tymto vysledkom sa eSte vratime v zavere tejto ¢asti, zatial sa vSak nimi nebudeme
zatazovat a pozrieme sa na prakticky pouziteIné metédy konstrukcie skratenej DNF.13

3.4.2 Quine-McCluskeyova metoda

Quineho-McCluskey-ova metéda sa vyhodne pouziva pre funkcie zavisiace od 5 a vac-
§ieho poctu premennych. My ju vysvetlime na priklade funkcie 4 premennych. Nech je
dana Booleovska funkcia f(x1, X, x3,x4) zadana pravdivostnou tabulkou 3.13

7 konstrukcie pokryti grafov Boleovskych funkcii vieme, Ze spajat mozno len su-
sedné vrcholy, t.j. také, ktorych Hammingovska vzdialenost je 1. Zostrojime preto zo-
znam vSetkych jednotkovych vektorov Booleovskej funkcie f usporiadanych podla ich
Hammingovej vahy. V zozname budeme mat 5 skupin vrcholov: vrcholy/vektory vahy
0,...,4, pozri tabul'ka 3.14. Vyhodou tohto usporiadania je, Ze susedné vrcholy/vektory

I3Existencia takychto metéd vébec nespochybriuje pesimistické teoretické vysledky. Znamens len to, Ze
existuju pripady, pre ktoré sa minimélna DNF da efektivne zostrojit’ a Ze mnohé praktické problémy patria
do tejto kategérie.
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X1 X2 X3 X4 f X1 X2 X3 X4 f
0O 0 0 Oof1T}j1 0 0 0|1
O 0 O T|1}1 0 0 1|1
0O 0 1 o011 0 1 0]0
o 0 1 1411 0 1T 1]0
o 1 0 o111 1 0 0]1
0O 1 o0 101 1T 0 1]0
o 1 1 o011 1T 1 0]0
o 1 1 101 1T 1T 1]1

Tabulka 3.13: Pravdivostna tabulka Booleovskej funkcie f.

X1 X2 X3 x4 |implikant | ¢islo | kontrola

0O 0 0 O© X1X2X3X4 0

0 0 0 1 X1X2X3X4 1 v
0 0 1 0 X1X2X3X4 2 v
0 1 0 0 X1X2X3X4 4 v
1 0O 0 O X1X2X3X4 8 v
0 0 1 1 X1X2X3X4 3 v
0 1 1 0 X1X2X3X4 6 v
1 0 0 1 X1X2X3X4 9 v
1 1 0 0 X1X2X3X4 12 v
T 1 1 1 ‘ X1X2X3X4 ‘ 15 ‘

Tabulka 3.14: Quine-McCluskey

sa nachadzaju v susednych skupinach. VSimneme si, Ze nam vypadla skupina vektorov
vahy 3. Teraz budeme kombinovat vektory: v geometrickej interpretdcii to znamena,
Ze budeme susedné jednotkové vrcholy pokryvat hranami. Algebraicka interpretacia
LJkombinovania“ vektorov znamenda pouZitie distributivneho zdakona a nahradenie dvo-
jice konjunkcii xK V XK jednou konjunkciou K. Aby sme nestratili prehlad o tom, ktoré
premenné sme vynechali, v prislusnom vektore hodn6ét nahradime hodnotu vynechane;j
premennej znakom "(don’t care). Vysledky 1. kola ,kombinovania“ vektorov si uvedené
v tabulke 3.15. Pripomenieme este, Zze ak sme tspeSne skombinovali dvojicu vektorov z
tabul'ky 3.14, oba vektory oznac¢ime znakom v'.

V 1. kole sme nasli vSetky dvojice jednotkovych vrcholov, ktoré bolo mozné pokryt
hranami. V 2.kole budeme hl'adat’ moznosti pokrytia vrcholov 2-rozmernymi jednotko-
vymi kockami; t.j. moZnosti nahradenia dvojice susednych jednotkovych hran dvojrozmer-
nou jednotkovou kockou. To znamena4, Ze v tabulke 3.15 budeme opiat hladat dvojice
vektorov s Hammingovou vzdialenostou 1, nahradzat zlozku, v ktorej sa odlisuja sym-
bolom don’t care a vyskrtavat z implikantov literal v ktorom sa odlisuju. Kedze vektory
v tabulke 3.15 obsahuju symboly don’t care, kombinovat’ mozno len tie vektory, ktoré
maju symbol don’t care na tom istom mieste, pozri tabulku 3.16

Vysledky 2. kola kombinovania vektorov uvadzame v tabulke 3.20. V predchadzaju-
cej tabulke 3.15 oznacime tie vektory, ktoré boli pouzité v 2. kole-ide o vektory, ktoré boli
pokryté dvojrozmernymi kockami. KedZe dvojrozmerna kocka sa sklada z dvoch dvojic
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X7 X2 X3 x4 |implikant | kombinacia | kontrola
0O 0 0 -— X1X2X3 0,1 v
0O 0 — 0 X1X2X4 0,2 v
0O — 0 0 X1X3X4 0,4 v
— 0 0 0 X2X3X4 0,8 v
0 0 — 1 X1X2X4 1,3 v
o 0 1 — X1X2X3 2,3 v
0o — 1 0 X1X3X4 2,6 v
O 1 — 0 X1X2X4 4,6 v
— 0 0 1 X2X3X4 1,9 v
1 0O 0 -— X1X2X3 8,9 v
— 1 0 0 X2X3X4 4,12 v
— 0 0 X1X3X4 8,12 v

Tabulka 3.15: Quine-McCluskey, 1.kolo

X1 X2 X3 X4 | implikant | kombinacia
O 0 0 -— X1X2X3 0,1
o 0 1 - X1X2X3 2,3
o 0 — - X1X2 0,1,2,3

Tabulka 3.16: kombinécie vektorov obsahujtucich don’t care

hran, mozno ju vytvorit’ dvoma rozlicnymi spé6sobmi. Preto v kazdom kroku budeme kon-
trolovat), ¢i sme nevytvorili implikant, ktory sa uz v nasom zozname nachadza; ak ano,
nebudeme ho zapisovat’ eSte raz, ale oznac¢ime ako pouzitu (pokrytd) aj druhu dvojicu
vektorov, ktorej kombinaciou dany implikant vznikol.

Vektory z tabul'ky 3.20 uz nemame s ¢im kombinovat. (Inak povedané, v grafe Booleov-
skej funkcie sa nevyskytuju jednotkové podkocky dimenzie 3 a vyssej.) V neoznacenych
riadkoch predchadzajicich troch tabuliek 3.14, 3.15 a 3.20 sa nachadzaju vSetky prosté
implikanty Booleovskej funkcie f. Skratena DNF Booleovskej funkcie f vyzera nasle-
dovne:

xX1X2 V XoX3 V X1Xs V X3%X4 V X1X2X3X4.

X1 X2 X3 X4 ‘ implikant ‘ kombinéacia

0 0 - —| %% 0.1,2,3
- 0 0 - X2X3 0,1,8,9
o — — 0 X1X4 0,2,4,6
- — 0 0 X3X4 0,4,8,12

Tabulka 3.17: Quine-McCluskey, 2. kolo
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3.4.3 Karnaughove mapy

Pre Booleovské funkcie mensieho po¢tu premennych (< 4) mozno na konstrukciu skrate-
nej DNF a casto aj na konstrukciu minimélnej DNF pouzit’ metédu zaloZent na inom
geometrickom modeli Booleovskej funkcie, na tzv. Karnaughovych mapach. Karnaug-
hova mapa je tabulka, do ktorej sa zapisuji hodnoty Booleovskej funkcie. Namiesto toho,
aby sme ich definovali formalne, ukazeme, ako sa Karnaughove mapy konstruuju. Tieto
mapy ma zmysel konstruovat’ aspon pre funkcie jednej premennej. Booleovska funkcia
jednej premennej ma pravdivostnu tabulku s dvomi riadkami, to znamena, ze Karnaug-
hova mapa musi mat’ dve policka. Aby sme nemuseli popisovat jednotlivé policka ta-
bulky, ozna¢ime to policko, pre ktoré nadobida jedina premenna Booleovskej funkcie
hodnotu 1. Je zrejmé, Ze na druhom policku nadobida hodnotu 0.

X1

Obr. 3.6: (Prazdna) Karnaughova mapa funkcie jednej premenne;j

Karnaughovu mapu pre funkciu dvoch premennych (f(x;, x;)) dostaneme tak, Ze spo-
jime dve Karnaughove mapy pre funkcie jednej premennej—f(xq,1) a f(x7,0), obrazok
3.7.

RON

X1

Obr. 3.7: (Prazdna) Karnaughova mapa funkcie dvoch premennych

Karnaughovu mapu pre funkciu troch premennych f(x,x;,x3) dostaneme spojenim
dvoch Karnaughovych méap pre funkcie dvoch premennych f(x;,x,,0) a f(x1,x2,1), po-
dobne ako Karnaughovu mapu pre funkciu $tyroch premennych dostaneme spojenim
dvoch Karnaughovych map pre funkcie troch premennych, obrazok 3.8.

Dajua sa zostrojit' aj Karnaughove mapy pre Booleovské funkcie piatich a vacsieho
poctu premennych, ale v tychto mapach uz oblasti, v ktorych st jednotlivé premenné
jednotkové, nie su suvislé. V d’alSom sa budeme podrobnejsie zaberat Karnaughovou
mapou pre funkciu 4 premennych. Najprv explicitne uvedieme akym vektorom hodnét
zodpovedaju jednotlivé policka Karnaughovej mapy, Obr. 3.9.

Zapisme teraz do Karnaughovej mapy hodnoty Booleovskej funkcie. Podobne ako v
pripade grafu Booleovskej funkcie, kde sme sa zaoberali len jednotkovymi vrcholmi a ich
pokrytim, budeme aj do Karnaughovej mapy zapisovat len jednotkové hodnoty Booleov-
skej funkcie. Na obrazku 3.10 je Karnaughova mapa funkcie 4 premennych, ktori sme
pouzili na ilustraciu Quine-McCluskeyovej metody.

Priamo na zéklade Karnaughovej mapy mozno zostrojit UDNF Booleovskej funkcie.



58 KAPITOLA 3. BOOLEOVSKE FUNKCIE

X4

X2

X2

X1
X1

X3 X3

Obr. 3.8: (Prazdne) Karnaughove mapy funkcie troch a styroch premennych

X4

0000 | 0010 | 0011 | 0001

0100 | 0110 | 0111 | 0101

X2
1100 | 1110 | 1111 | 1101

X1

1000 | 1010 | 1011 | 1001

X3

Obr. 3.9: ,Adresy“ policok v Karnaughovej mape §tyroch premennych

X4

X2

X1

(e I = W

X3

Obr. 3.10: Karnaughova mapa Booleovskej funkcie f(x7, x2,x3,X4)
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X4 X4
* *
S
X2 X2
*® *
X1 X1
| *
X3 X3

Obr. 3.11: Susednost’ v Karnaughovej mape

Kazdému jednotkovému policku priradime elementdrnu konjunkciu na zaklade jeho
sadresy“—napriklad jednotkové policko s adresou 0111 leZi v prieniku oblasti v ktorych
premenné x;, x3, x4 nadobuidajd hodnoty 1 a premenna x; hodnotu 0; jednotkovému vek-
toru 0111 teda priradime elementdrnu konjunkeciu Xjx:x3x4.14 Na konstrukciu UDNF
by sme nepotrebovali konstruovat Karnaughovu mapu, ale vystacili by sme s pravdi-
vostnou tabulkou Booleovskej funkcie. Karnaughova mapa nam umoznuje viac—najst’
prosté implikanty Booleovskej funkcie. VSimneme si vektory-adresy policok Karnaug-
hovej mapy na obrazku 3.9; kazdé policko susedi so Styrmi d’alsimi-polickom nad, pod,
napravo a nalavo, pricom susednost presahuje cez okraj Karnaughovej mapy, prozri ob-
razok 3.11

Susedné jednotkové policka mozno spojit’ do vacsich jednotkovych oblasti s 2, 4, 8, 16
polickami. Jednotkovému policku zodpoveda elementarna konjunkcia (v tomto pripade)
rangu 4. Dve susedné jednotkové policka tvoria oblast’, ktorej prislicha elementarna
konjunkcia rangu 3. Na obrazku 3.12 sd znazornené rozli¢né jednotkové oblasti so 4
polickami a im prislichajice implikanty. Implikant (elementarnu konjunkciu) zodpove-
dajicu jednotkovej oblasti Karnaughovej mapy uréime tak, Ze do konjunkcie zaradime
literaly urcujtce oblasti, do prieniku ktorych dana jednotkova oblast patri. Ak sa v jed-
notkovej oblasti nachadzaju policka z oblasti x; aj X;, literal premennej x; sa v konjunkcii
nebude vyskytovat’; ak dana jednotkova oblast’ lezi cela v oblasti x;, jej konjunkecia bude
obsahovat premennu x; a napokon, ak jednotkova oblast’ lezi mimo oblasti x; jej konjun-
kcia bude obsahovat’ negaciu tejto premennej— X;.

Vratime sa ku Karnaughovej mape Booleovskej funkcie f(x1,x2,x3,%4). V Karnaug-
hovej mape vyznac¢ime jednotkové oblasti a im prislichajice prosté implikanty (obrazok
3.13):

1. 1. stipec zlava: X3X4

2. 1. riadok zhora: X1%;

3. Tavy horny kvadrant: X%,

4Inak povedané, jednotkovému vektoru o1, 0203, 04 priradime (ako sa dalo oéakavat) elementdrnu kon-
junkeiu x7'x72x33x;*. Pointa je v tom, Ze v Karnaughovej mape st vyznadené len oblasti, v ktorych nado-

budaju jednotlivd premenné jednotkové hodnoty a nie vektory hodnét premennych.
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X4 X4 X4
1 1 1 1|1
1 1|1 1 1
X2 X2 X2
1 1|1 1 1
X1 X1 X1
11111 1 1 1|1
X3 X3 X3
X1%2 V X3%4 xX1X2 V X1X3 xX2X3 V X2X3

Obr. 3.12: Jednotkové oblasti v Karnaughovej mape

X4
"1)1) 141
11 )
X2 ([N
1 1
N ™ 7 X1
1 1
X3

Obr. 3.13: Prosté implikanty Booleovskej funkcie f(x1, x2,X3,%X4)
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4. vSetky 4 rohy: X,%;3

5. izolovana jednotka v pravom dolnom kvadrante: x;xyx3x4

Skratena a zaroven minimalna DNF Booleovskej funkcie f(x1, x2,x3,%x4) je

X1X2 V XoX3 V X1Xs V X3%X4 V X1X2X3X4.

3.4.4 Vyber pokrytia

Predpokladajme, Ze sme uspesne zostrojili skratend DNF; t.j. nasli vSetky prosté impli-
kanty Booleovskej funkcie. Dalsim krokom je odstranenie nadbytoénych prostych impli-
kantov a kons$trukcia iredudantnej DNF. Ako sa ukaze v nasledujucej casti, Booleovska
funkcia moze mat’ velky pocet prostych implikantov a vybrat z nich tie, ktoré tvoria
minimalnu DNF je vo vieobecnosti velmi naro¢na tloha. Pre maly poc¢et!® premennych
sa pokrytie da zostrojit pomocou tabulky pokrytia a niekolkych relativne jednoduchych
pravidiel. Tabulka pokrytia Booleovskej funkcie f vyzera nasledovne: kazdému jednotko-
vému vektoru funkcie f je priradeny stipec (kvoli zjednodus$eniu oznacenia sa namiesto
o(n,1) oznacuje stipec len symbolom m; a nulové vektory do tabulky pokrytia nezapi-
sujeme). Riadkom matice pokrytia su priradené prosté implikanty Booleovskej funkcie
f. Ak implikant K; pokryva vrchol/vektor m;, na prieseéniku riadka K; a stfpca m;jev
tabul'ke pokrytia jednotka. V opa¢nom pripade ponechame kvoli prehladnosti policko ta-
bulky prazdne. Na ilustraciu uvadzame tabulku pokrytia funkcie f(x1,x, x3,%4) z pred-
chadzajuiceho prikladu, tabulka 3.18.

my M M M3 My Mg Mg Mo My Mys5 | céna
X1X2 1 1 1 1 2
X2X3 1 1 1 1 2
X1X4 1 1 1 1 2
X3X4 1 1 1 1 2
X1X2X3X4 1 4

Tabulka 3.18: Tabul'ka pokrytia Booleovskej funkcie f(x1,x2, X3, X4)

Kazdému prostému implikantu sme priradili cenu, v tomto pripade vyjadrent po-
¢tom jeho literalov. Cena moéze byt stanovena aj inac a zohrava délezitu tlohu pri rozhodo-
vani, ktory z prostrych implikantov zaradime do pokrytia a ktory vylic¢ime. Je zrejmé,
Ze na to, aby vysledna DNF realizovala dant Booleovsku funkciu, je potrebné vybrat do
DNF (resp. jej zodpovedajiceho pokrytia) prosté implikanty tak, Ze ak ponechame v ta-
bulke len riadky zodpovedajice vybranym prostym implikantom, kazdom stipci tabulky
pokrytia bude aspon jedna jednotka. Pri vybere prostych implikantov budeme vyuzivat
nasledujuce pravidla:

5pojem maly je relativny. Pred niekolkymi rokmi sa $tudenti naprogramovali kons$trukciu minimalnej
DNF. Program sam o sebe nebol zlozity, ale ked ho testovali na vtedy modernej 286-ke, problémy sa prejavili
uz pri funkciach 8 premennych. Efektivnejsie kédovanie implikantov umoznilo zvysit pocet premennych o
1, ale podstatné vylepSenie neprinieslo.
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Pravidlo podstatného prostého implikantu. Prvé pravidlo je jednoduché a logické:
ak je v niektorom sipci tabulky pokrytia jedina jednotka, prislusny prosty im-
plikant musi byt zaradeny do DNF (a to bez ohl'adu na jeho cenu) do DNF, pretoze
bez neho sa DNF realizujica dant Booleovskd funkciu zostrojit neda. Takyto prosty
implikant sa nazyva podstatny. Z tabulky 3.14 vidime, Ze su vSetky implikanty pod-
statné a teda skratena DNF je zaroven aj minimalnou DNF danej Booleovskej funkcie.
Vo vseobecnom pripade to také jednoduché nebude. N4jdenie podstatného implikantu
(napriklad K;) ndm vSak umozni zjednodusSit’ tabulku pokrytia—moZeme z nej odstra-
nit’ vSetky stfpce, ktoré maju v riadku zodpovedajicemu K;j jednotky. Vektory/vrcholy
prislichajice tymto stipcom su uz pokryté vybranym prostym implikantom

Pravidlo dominujuceho riadka. Pre pravidlo dominujiceho riadka je podstatné roz-
miestnenie jednotkovych prvkov v riadku a cena riadka. Nech mé riadok rj jednotkové
hodnoty v stipcoch i1,...,1s; cenu c; a riadok Ty jednotkové hodnoty v stipcoch iy ., Lt
a cenu ci . Budeme hovorit, Ze riadok r; dominuje nad riadkom 7, prave vtedy, ak
{Liy..., Lt} € {i1,...,is} a ¢§ < cx; t.j. riadok T pokryva len nejaki podmnoZinu tych
vektorov, ktoré pokryva riadok rj a ma vySsiu alebo rovnaki cenu ako riadok rj. Pravidlo
dominujuiceho riadka potom znie ak v tabulke pokrytia riadok r; dominuje nad
riadkom 1, mozno z nej riadok r, vynechat’.

‘ mpy M) M M3 My Mg M2 Miys ‘ cena
X%y | 1 1 1 1 2
xox3 | 1 1 2
3

Tabulka 3.19: Dominujuci riadok

Na zaciatku konstrukcie DNF obsahuje tabulka pokrytia len prosté implikanty a
pravidlo dominujiceho riadka nemozno uplatnit. Po uplatneni inych pravidiel z tabul'ky
vypadnu niektoré riadky a stipce a mozu sa objavit’ aj dominujice riadky. Ilustrujeme to
na priklade, ktory sme dostali modifikdciou'® tabul'ky 3.14. Predpokladajme, Ze nejakym
sposobom uz boli pokryté vektory mg, me. Potom riadok XX, dominuje nad riadkom X,X;
a teda riadok x,x3 mozno z tabul'ky pokrytia vylacit'.

Pravidlo dominujiceho stipca Nech stipce m,, mg tabulky pokrytia, maja jednotko-
vé hodnoty v riadkoch iy,..., ik, resp. ji,...,jt Stipec m, dominuje nad stfpcom mg prave
vtedy, ak {i1,..., i} C {j1,...,ji; t.J. kazdy implikant, ktory pokryva m,, pokryva aj ms.
Pravidlo dominujiceho stipca: ak stipec m, dominuje nad stipcom ms, tak stipec
ms mozno z tabulky pokrytia vyradit’. Napriklad v tabulke 3.14 dominuje stipec m;3
nad stipcami my, My, My, mg nad my a pod.

Pri konstrukeii pokrytia (minimalizacii DNF) sa pokiuSame opakovane pouzivat’ jed-
notlivé pravidla. Niekedy sa stava, ze sa uz zZiadne z uvedenych pravidielneda pouzit
ale konstrukcia DNF nie je ukoncena (ostali nepokryté stipce a niekol'ko prostych im-
plikantov, z ktorych je potrebné vyberat.). Vtedy je potrebné rozumnym spésobom pre-

6pripominame, Ze teraz uz nejde o minimalizdciu pévodnej Booleovskej funkcie
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brat’ vSetky moznosti: vyberieme stipec, ktory obsahuje najmenej jednotiek (napriklad
2), vyberieme prosty implikant zodpovedajici prvej jednotke, zaradime ho do DNF a po-
kracujeme v konstrukcii DNF. Potom vyberieme prosty implikant zodpovedajtci druhe;j
jednotke, zostrojime DNF, napokon porovname obe DNF a vyberieme z nich ti, ktora ma
nizsiu cenu.

Pri navrhu logickych obvodov byvaju transformacie, ktoré je potrebné realizovat,
casto popisané pomocou Booleovskych operdtorov. (Pripominame, Ze Booleovsky
operator je zobrazenie F™ : {0,1}" — {0,1}™, ktoré sa da interpretovat ako m-tica
n-arnych Booleovskych funkcii.) Booleovsky operator by sme mohli realizovat pomo-
cou DNF jeho jednotlivych Booleovskych funkcii. Takato realizacia vSak nevyuziva to,
Ze Ciastkové funkcie Booleovského operatora nemusia byt nezavislé (mézu sa medzi
nimi dokonca vyskytovat rovnaké funkcie) a pre kazdu z nich konstruuuje samostatnu
DNF. Quineho-McCluskeyova metéda konstrukcie prostych implikantov a uvedena me-
téda konstrukcie DNF sa da upravit aj na konstrukciu disjunktivnych norméalnych fo-
riem realizujucich Booleovské operatory. Modifikacia Quineho-McCluskeyovej metody
spoc¢iva vo vyhladavani vSetkych spoloénych (skupinovych) prostych implikantov pre
vSetky mozné kombindcie ¢iastkovych Booleovskych funkcii Boolovského operatora. To
potom pri konstrukcii pokrytia (DNF) umoznuje rozhodovat o tom, ktoré jednotkové vr-
choly jednotlivych ciasktovych Booleovskych funkci sa budui pokryvat individualne a u
ktorych sa pokrytie bude zdielat. Konstrukcia skupinovych prostych implikantov nie je
principidlne zlozita, problém spoc¢iva v tom, Ze netrivialnych kombinacii m Booleovskych
funkecii je 2™ — 2 a rozliénych skupinovych prostych implikantov méze byt uz pre malé
hodnoty n, m netrivialne vela.

3.4.5 *Odhady parametrov DNF

V predchadzajucich castiach tejto kapitoly sme neraz narazili na problém, Ze princi-
pidlne jednoducha konstrukcia nemusi byt prakticky pouziteI'na. Jednoduchym prikladom
je UDNF. n-drna Booleovska funkcia je zadana vektorom svojich pravdivostnych hodnét,
ktory ma dizku 2". Typicka Booleovska funkcia f ma priblizne polovicu jednotiek a polo-
vicu nul; presnejsi odhad dostaneme pomocou CebySevovej nerovnosti:

2% ()22 < [Nl < 27T + p(n) - 22,

kde ¢(n) — oo pre n — oo je l'ubovolna pomaly rastica funkcia. To znamena, Ze dizka
UDNTF typickej n-arnej Booleovskej funkcie bude priblizne 2. Problémy spojené s mi-
nimalizaciou DNF viedli k skimaniu dlZok a poctov rozlicnych DNF Booleovskych fun-
kcii. Dosiahnuté vysledky umoznili vytvorit’ si ucelenejSiu predstavu o zlozitosti prob-
lémov, na ktory pri minimalizacii DNF narazame a posudeniu efektivnosti metéd mi-
nimalizacie. Vysledky su prebraté z [?] a uvadzame ich bez dékazov. Budeme pouzivat
nasledujice oznacenie: ak A oznacuje nejaky parameter Booleovskych funkeii, tak A(f)
oznacuje hodnotu tohto parametra na funkcii f a A(n) = max; A(f), priCom maximum sa
berie cez vSetky n-arne Booleovské funkcie.
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Dizka skratenej DNF. Nech l5(f) oznacuje dizku skratenej DNF Booleovskej funkcie
f. Potom1”

Pritom pre skoro vSetky n-arne Booleovské funkcie plati
n(]—é;)lglgn A < 15(f) < n(]-&-é;{)lglgn . zn’

kde &/,8! — 0 pre n — co.

Pocet iredudantnych DNF. Nech t(f) oznacuje pocet iredudantnych DNF Booleov-
skej funkcie f. Najprv uvedieme odhad maximalnej hodnoty:

(22")CWﬁ <t(n) < (22“)#“,

kde veli¢iny c/, (pre n > 3) su zdola a ¢ zhora ohranicené kladnymi konstantami. Pre
skoro vsetky n-arne Booleovské funkcie je pocet iredudantnych DNF ohraniceny nasle-
dovne:

< t(f) <

-1 (1—e ) 1gnlglgn
) »

(22,171 ) (1+e))Ignlglgn

kde ¢/, el — 0 pre n — oo. To znamena, Ze prehl'adavanie mnoziny iredudantnych DNF
na to, aby sme nasli minimalnu DNF je mimoriadne naro¢né.

Pocet najkratsich DNF. Najkratsia DNF m4 minimalnu dizku, t.j. pocet konjunkecii.
Da sa ocakavat, Ze pre jednu Booleovsku funkciu bude existovat viacero najkratsich
DNEF. Oznaéme symbolom q(f) pocet najkratsich DNF Booleovskej funkcie f. Je znamy
len dolny odhad maximalnej hodnoty parametra q(n):

(22“)*“5 < t(n).

Dizka iredudantnej DNF. Nech l1(f) je maximalna dizka iredudantnej DNF a Ik(f)
dlzka najkratsej DNF. Potom
k(n) ~ 2%

a pre skoro vSetky Booleovské funkcie

L (f) ~ 2™

Dizka najkratsej DNF. Oznac¢me symbolom I (f) dizka najkratsej DNF. Potom

lx (Tl) = 2n71 )
a pre skoro vsetky n-arne Booleovské funkcie
anl omn
— < () < —.
Ignlglgn ™~ k(f) < Ign

7Symbol < vyjadruje vztah mensi alebo radovo rovny.
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Relativna dizka iredudantnej DNF. Pre danu Booleovsku funkciu existuje—ako
sme videli—vela iredudandntych DNF. Bolo by zaujimavé vediet, do akej miery sa ich
diiky odliSuju od optima, ktoré predstavuje dizka najkratsej DNF. Relativnou dizkou
iredudantnej DNF sa nazyva pomer jej dizky k dizke najkratiej DNF. Pre funkciu f
zavadzame parameter Y(f), nazyvany rozptylom, ktory je definovany ako maximalna re-
lativna dizka iredudantnej DNF Booleovskej funkcie f. Pre maximalnu hodnotu rozptylu
dizok plati
Y(n) =217

kde ¢ — 0, pre n — oco. Pre typickud Booleovsku funkciu je rozptyl dizok DNF podstatne
mensi, aj ked rastie vzhl'adom na velkost n:

Ign < F(f) 2 1gnlglgn.

Kedze iredudantnych DNF je prili§ vel'a na tplné preberanie, alternativou iplného pre-
berania by mohol byt ndhodny vyber a nasledné tuplné preberanie podmnoziny iredu-
dantnych DNF. Posledny odhad hovori, Ze takymto sposobom by sme mohli dostat’ ire-
dudantnu DNF, ktorej dizka by bola minimalne Ig n-krat dlhsia, ako je dizka najkratsej
DNF.

3.4.6 Neuplne urcené Booleovské funkcie

V niektorych tlohach sa stretdvame s Booleovskymi funkciami, ktoré nie su definované
pre vsetky hodnoty svojich vstupnych premennych (pozri napriklad tabulku 3.4). Dalo
by sa ocakavat, ze tato neurcitost bude pri realizacii Booleovskych funkeii spésobovat’
problémy. Prekvapujtce je, Ze nie a dokonca realizacia netuplne urcenych Booleovskych
funkcii moze byt jednoduchsia, ako v pripade plne definovanych funkeii. Co vlastne—
z hladiska realizdcie—znamena, Ze Booleovska funkcia je na nejakom vektore svojich
hodnét neurcéena? MozZe sa to chapat dvojako: bud je z nejakych dovodov jedno, aka
hodnotu Booleovska funkcia na danom vektore nadobtda; alebo je dana vstupna hod-
nota zakazana a tak je v kone¢nom dosledku tiez jedno, aki hodnotu bude Booleov-
ska funkcia na zakdzanom vstupe nadobudat. Osetrenie vstupov formuly alebo obvodu
realizujiceho Booleovski funkciu nie je nasSou tlohou. Budeme predpokladat, Ze tento
problém je vyrieSeny a pre nas neurcena hodnota znamena4, Ze ju mozeme definovat’ ako
sa nam hodi. Rozumné je ponechat si moznost’ dodefinovat funkciu otvorenu ¢o naj-
dlhsie. To sa da spravit’ tak, Ze sa neurtenym hodnotam priradi symbol - (don’t care).
Pri hladani prostych implikantov s "don’t care" narabame tak, ako keby predstavoval
hodnotu 1, s vynimkou pripadov, ked’ by sme mali zostrojit' prosty implikant, ktory by
pokryval samé "don’t care" -vektory. To vSak oSetrime pri konstrukcii pokrytia; v zahlavi
tabul'ky pokrytia uvedieme len jednotkové vrcholy, a to znamena, Ze prosté implikanty,
ktoré by pokryvali len "don’t care" vrcholy sa do tabulky nedostand, resp. vypadnu au-
tomaticky na zaklade pravidla o dominujicom riadku. Metédu ilustrujeme na priklade.
Na obrazku 3.14 je uvedena Karnaughova mapa nedplne urcenej Booleovskej funkcie 4
premennych.

Na zaklade Karnaughovej mapy zostrojime priamo DNF Booleovskej funkcie:

x1X2 V X3X4 V X2X3.
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Obr. 3.14: Karnaughova mapa netuplne urcenej Booleovskej funkcie
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Obr. 3.15: Doplnenie netplne urcenej Booleovskej funkcie

Tri "don’t care" -vektory sme definovali ako jednotkové, jeden ako nulovy—obrazok 3.15

Zostrojime teraz pomocou Qiune-McCluskeyovej metody zoznam vSetkych prostych
implikantov neuplne urcéenej Booleovskej funkcie a potom zostrojime pokrytie jednotko-
vych vektorov, resp. jemu zodpovedajicu minimalnu DNF danej Booleovskej funkcie.

Teraz zostrojime tabulku pokrytia. Vektor m;s je pokryty jedine prostym implikan-
tom x,x3; t.j. implikant x,x3 je podstatny. 1. riadok (X1X;) dominuje nad 5. riadkom (x;x3),
4. riadok (x3%4) nad 6. riadkom (x;X4). Po odstraneni 7. riadka a stipca mys, 5. a 6. riadku
dostavame nasledujicu tabulku pokrytia: Z tabul'ky pokrytia vyplyva, Ze podstatné im-
plikanty su X%, ktory pokryva vektor m3 a X3X4, ktory pokryva vektor m;,. Tieto dva im-
plikanty vSak pokryvaju vsetky ostavajice jednotkové vektory, a teda minimalna DNF
pre nedplne uréenu Booleovsku funkciu f bude:

X1%2 V X3Xg V X2X3.

Pripomenieme, Ze tito isti DNF sme dostali podstatne jednoduchsim spésobom pomocou
karnaughovej mapy.
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X7 X2 X3 X4 | implikant ¢islo kontrola
0O 0 0 O X1X2X3X4 0 v
0O 0 0 1 X1X2X3X4 1 v
0 0 1 0 X1X2X3X4 2 v
0 1 0 0 X1X2X3X4 4 v
1 0 0 O X1X2X3X4 8 v
0 0 1 1 X1X2X3X4 3 v
0 1 1 0 X1X2X3X4 6 v
1 0 0 1 X1X2X3X4 9 v
1 1 0 0 X1X2X3X4 12 v
0 1 1 1 X1X2X3X4 7 v
T 1 1 0] x1%%x3Xs 14 v
1 1 1 1 X1X2X3X4 15 v
0O 0 0 -— X1X2X3 0,1 v
o 0 — 0 X1X2X4 0,2 v
0o — 0 0 X1X3X4 0,4 v
— 0 0 0 X2X3X4 0,8 v
o 0 — 1 X1X2X4 1,3 v
o 0o 1 — X1X2X3 2,3 v
0o — 1 0 X1X3X4 2,6 v
o 1 — 0 X1X2X4 4,6 v
— 0 0 1 X2X3X4 1,9 v
1 0 0 -— X1X2X3 8,9 v
— 1 0 0 X2X3X4 4,12 v
1 — 0 0 X1X3X4 8,12 v
0o — 1 1 X1X3X4 3,7 v
0 1 1 — X1X2X3 6,7 v
— 1 1 0 X2X3X4 6,14 v
1 1 — 0 X1X2X4 12,14 v
— 1 1 X2X3X4 7, 15 v
1 1 1 - X1X2X3 ]4, 15 v
0o 0 — — X1%2 0,1,2,3
- 0 0 - X2X3 0,1,8,9
o — — 0 X1X4 0,2,4,6
- — 0 0 X3X4 0,4,8,12
o - 1 - X1X3 2,3,6,7
1 — 0| xxu 4,612,714
-1 1 - X2X3 6,7,14,15

Tabulka 3.20: Prosté implikanty Booleovskej funkcie f
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my

mg

mi2

mis

cena

X1X2
xX2X3
X1X4
X3X4
X1X3
X2X4
X2X3

1

1

NN NN

Tabulka 3.21: Tabul'ka pokrytia (1)

implikant

mo

m

m; m3

my

mg

mi2

cena

X1X2
1X2X3
X1X4
X3X4

1
1
1
1

1
1

1

1

N NN

Tabulka 3.22: Tabul'ka pokrytia (2)

3.5 Uplnost’ a uzavretost’ systému Booleovskych funkeii

Podla vety 3.3.2 stacia Booleovské funkcie {x;&x,,x; V x3,—x} na vyjadrenie vsetkych
ostatnych Booleovskych funkcii. Existuju aj iné mnoZiny Booleovskych funkecii s touto
vlastnostou? Ak je dana mnozina Booleovskych funkcii, vieme urcit’, ¢i sa pre 'ubovolnu
Booleovski funkciu da vytvorit’ formula nad touto mnoZinou, ktora danu Booleovsku
funkciu realizuje? Odpovede na tieto otazky budeme hladat v tejto ¢asti. Zaéneme upres-
nenim niektorych zakladnych pojmov.

Definicia 3.5.1. Nech je M mnozZina Booleovskych funkcii. Budeme hovorit, Ze M je
uplnd (M tvori uplny systém Booleovskych funkcii), prdave vtedy ak l'ubovolnii Booleovski
funkciu mozno realizovat’ pomocou formuly nad M.

Priklad 3.13. Nasledujiice mnoZiny Booleovskych funkci tvoria uplné systémy.

1. Mnozina P vsetkych Booleovskych funkcii,
2. Mnozina {x1&x3,x1 V x2,7x},

3. Lubovolnd mnoZina Booleovskych funkcii, ktord je nadmnoZinou mnozZiny
{x1&x2,%1 V x2, 7%} alebo inej tiplnej mnoziny Booleovskych funkcit.

Na druhej strane nie vSetky mnoziny Booleovskych funkcii si dplné. Napriklad —x
nesta¢i na vyjadrenie konjunkcie; obe konstanty 0 a 1 si nularne (nemaju podstatné
premenné), a preto z nich nemozno vyjadrit’ ani funkciu s apon jednou podstatnou pre-
mennou. Nasledujiica veta dava navod na to, ako zistit’, ¢i nejaka mnozina Booleovskych
funkeci tvori tplny systém.

Veta 3.5.1. Nech sti dané dve mnoziny Booleovskych funkcii z P,, F = {f1,f2,...,Ts} a
g= {91) 92y.-+, gt} také Ze:
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1. F tvori uplny systém Booleovskych funkcii a

2. kazdd funkcia z F sa dd realizovat’ pomocou formuly nad mnoZinou G.

Potom mnoZina G tvori uiplny systém Booleovskych funkcii.

Dokaz. Nech je h I'ubovolna funkcia z P;. Potom existuje formula A[F], ktora reali-
zuje funkciu h; A = fi (fy,,...,fi,.), Vkf; € F. Podla predpokladu vety mozno kazda
funkciu f; € F realizovat’ pomocou formuly nad G; f; = B;[G]; B; = gj,(9j,,...,9j.). Ak
vo formule A nahradime kazdu funkciu z F, formulou nad G, ktora ju realizuje, dosta-
vame formulu A’'[G] = A[F]. KedZe F tvori uplny systém Booleovskych funkecii, kazdu
Booleovski funkciu z P, mézeme realizovat pomocou formuly nad F a tito formulu zasa
moéZeme vyjadrit pomocou funkcii z G. To znamena, Ze aj G tvori dplny systém Booleov-
skych funkcii. O

Vyuzijeme tvrdenie vety 3.5.1 a zostrojime niekolko d’alSich uplnych systémov
Booleovskych funkecii.

Priklad 3.14. 1. MnoZina Booleovskych funkcii {—x,x1&x;} tvori uplny systém, pre-
toZe x1 V xa2 = —~(—x1&—x3), podobne

2. mnozZina Booleovskych funkcii {—x,x1 V x,} tvori uplny systém, pretoZe x1&x; =
_'(_'X1 V _'Xz).

Uloha 3.9. Zistite, ¢i nasledujiice mnoZiny Booleovskych funkcii tvoria tiplné systémy:
. {_'X] y X1 = XZ};
. {])X1 = XZ};
A0x1 = x2k;

1
2
3
4. {(x1&x2,x1 = x2};
5. {f14}, Pierceova funkcia;
6

. {fs}, Shefferova funkcia.

Zaujimavy uplny systém Booleovskych funkcii predstavuje nasledujica mnoZina:
D3 = {x1&x2,x1 © %2, 1}.

Podl'a predchadzajicej vety na dokaz tuplnosti staéi ukéazat, zZe pomocou funkcii z D3
vyjadrime vSetky funkcie nejakého uplného systému, napriklad {—x, x;&x,}. Mnozina D;
obsahuje konjunkciu, ale neobsahuje negaciu. Negacia sa vSak da vyjadrit’ takto:

x=x1. (3.12)

To znamenad, Ze mnozina D;3 tvori skutotne uplny systém Booleovskych funkcii. Kon-
junkcia a sc¢itanie modulo 2 si komutativne operacie a plati pre ne distributivny zakon
(operator & kvoli zjednoduSeniu zapisu vynechavame):

X1 (x2 D x3) = x1%2 D x1%3. (3.13)
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Ak vyuZijeme vztahy 3.12 a 3.13, moZeme 'ubovolni formulu'® nad mnoZinou D; vyjad-
rit v algebraickej normdlnej forme (ANF), nazyvanej aj Zegalkinovym polynémom:

f(X1y.eeyXn) = @ A, i X, &L &gy (3.14)

19, ems

kde znak @ oznacuje sicet modulo 2 a suma sa berie cez vSetky mozné podmnoziny
mnoziny {1,...,n} a koeficienty a;, _;, nadobudaji hodnotu z mnoziny {0, 1}.

Skor, ako sa budeme zaoberat ANF Booleovskych funkcii podrobnejsie, ilustrujeme
na priklade, ¢o sa skryva za trocha neprehladnym zapisom 3.14.

Priklad 3.15. Zapiseme vseobecny tvar algebraickej normdlnej formy Booleovskej fun-
kcie 3 premennych.

f(x1,%2,%3) =
= ap D arxy @ azxy ® azxz @ a1 2x1x2 G a1 3x1x3 S az3x2Xx3 D aj 23X1X2X3.

VSimnite si, Ze zloZity index i1, ..., 1; konStanty a;, i nevyjadruje ni¢ iné, len indexy
premennych, ktoré vystupujui v prislusnej konjunkecii ai, ;i i, &...&x;,. Takéto ozna-
¢enie konstant je dobré pri teoretickom skimani vlastnosti algebraickych normélnych
foriem. Pri konstrukcii ANF pre konkrétne Booleovské funkcie mensieho po¢tu premen-
nych sa obvykle pouziva jednoduchsie oznacenie, napriklad ANF Booleovskej funkcie 3
premennych sa da zapisat aj v tvare:

f(x,y,2) = ap B arx & ayy & azz ® asxy b asxz & agyz & ayxyz.

Zapis Booleovskej funkcie v ANF je vhodny na skiimanie viacerych vlastnosti Booleov-
skych funkcii. My ho budeme pouzivat pri zistovani linearity Booleovskej funkcie. Z
uplnosti systému D3 vyplyva, Ze kazdu Booleovsku funkciu mozno zapisat’ v ANF. Na-
sledujuica veta tvrdi, Ze tento zapis je jednoznacny.

Veta 3.5.2. Pre l'ubovolni Booleovsku funkciu f € P, existuje prdve jedna formula v
algebraickej normdlnej forme, ktord realizuje Booleovsku funckiu f.

Dokaz. V ANF n-arnej Booleovskej funkcie je 2™ binarnych koeficientov. Ak sa dohod-
neme na pevnom poradi ¢lenov v ANF, méZeme ANF Booleovskej funkcie jednoznacne
zadat pomocou binarneho vektora dizky 2. ANF n-arnych Booloevskych funkeii je prave
tol'ko, kolko je n-arnych Booloevskych funkcii. Z tplnosti systému D; vyplyva, Ze kazda
Booleovski funkeciu mozno zapisat v ANF. Predpokladajme, Ze tento zapis nie je jed-
noznacny, t.j. jednej Booleovskej funkcii by boli priradené dve rozlicné formuly v ANF.
Potom by

e existovala n-arna Booleovska funkcia, pre ktoru neexistuje formula v ANF. To je v
spore s uplnostou systému Dj.

e alebo by jedna formula v ANF realizovala dve rozlicné n-arne Booleovské funkcie,
o je v spore s jednoznacénostou Booleovskej funkcie realizovanej formulou.

183 teda aj Pubovolnu Booleovsku funkeciu
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Poznamka. Dokazeme jednoznacnost priradenia ANF Boleovskej funkcii inym sposo-

bom. Nech st Booleovskej funkcii f(x1,...,x,) priradené dve rozli¢cné formuly v ANF:
f(X1,..,%n) = @B B B anxn B A1X1X2 B B A X7 .. Xn
f(X1y...yXn) = bo@®bix; & @ bnxn & bioxixa @ -+ @by nX1...Xn.

Sc¢itame modulo 2 pravé i Favé strany poslednych dvoch rovnosti. Dostavame

O=coDc1X1 @ - DCnXn DC12X1X2 D -+ - D C1..nXT .+ .. Xn, (3.15)
kde

Ciyyois = Qg is D by e

Zistime, aké hodnoty nadobudaji koeficienty c; ANF konstantej funkcie 0.1° Vo vztahu

3.15 poloZzime x; =xy = --- =xn = 0. Potom cp =0 a
O=c1x1 D - DenXn D C1px1X2 D - - D Cy nX] ... Xn, (3.16)
Dosadime xj =1lax; =--- =x, = 0do vztahu 3.16. Dostavame c; =0 a

O=cx2@ - - DCnXn D C1px1X2 B -~ D Cy nX] ... Xn,
Podobnym sp6sobom urcime hodnoty koeficientov c; =...c,, = 0 a pre ANF dostavame
0=c1ox1%2 @ -+ D Cn1,nXn-1%n D €1 23X1X2X3 D -+ B €1, .nXT -+ . Xn.

Dosadime do posledného vztahu: x; = x; = I;x3 = --- = x, = 0 a dostavame c;, = 0.
Takto postupne uré¢ime hodnoty vsetkych koeficientov:

Co=c¢C=-=cChp=Cjp=-"=¢1,.n=0.
To ale znamena, Ze
ap =bo,a1 =b1,...,a1,..n=b1 . n,
a obe ANF Booleovskej funkcie f(x1,...,x,) sa zhoduju.

Priklad 3.16. Zostrojime ANF pre Booleovski funkciu f(x1,x2,%x3) = 10110100 z prikladu
. V&eobecny tvar ANF Booleovskej funkcie troch premennych je

f(X1 y X2, X3) =

= ap © a1x1 @ axxz b azx3z & a1 2x1x2 b a1 3%x1Xx3 S a23x2X3 B a723X1%X2X3.

Polozime x1 = x; = x3 = 0. Véetky ¢leny ANF, ktoré obsahovali aspori jednu premennti, sa
anulovali a ostal len absolitny élen, ag. Ked’Ze £(0,0,0) =1, ap=1a

f(X] y X2 X3) =
=1 arx1 & axxy ® azxz a1 2X1X2 & Q1 3X1X3 D a23X2X3 D a1 2,3X1X2X3.

Yresp. funkeie f(x1,...,%n) & f(x1,...,%n)
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X1 X2 X3 f(X] y X2, Xg) koeficient
0.0 0 O 1 ao =1 ap =1
.11 0 0 0 1®a; =0 a; =1
2.0 1 0 1 1@ a; =1 a; =0
3.0 0 1 0 1®a3=0 az =1
4.1 1 1 0 0 1@1@(11,2:0 (11’220
5.1 1 0 1 1 1@1@(11’3:1 a1)3:1
6.0 1 1 1 1@1@]@&2)3:1 a3 =0
7.1 1 1 0 1121010 a1p3=0| ajp3=0

Tabulka 3.23: Konstrukcia ANF
Teraz uréime koeficient ai. Dosadime do posledného vztahu x; = 1,x; = x3 = 0. Do-

stdvame rovnost’ f(1,0,0) = 1 & a;, pretoze vypadli vsetky ¢leny ANEF, ktoré obsahovali
premenné x;,x3. Z pravdivostnej tabul’ky funkcie zistime, Ze 1(1,0,0) = 0, to znamend, Ze
a; = 1. Odvodenie d'alsich koeficientov ANF Booeleovskej funkcie uvddzame kvéli struc-
nosti a prehladnosti v tabulke 3.23. Vyslednd ANF Booleovskej funkcie f(x1,x2,x3) md
tvar:

1®x P x3 B x1X3.

Uloha 3.10. Zostrojte ANF pre funkcie fy, ..., 15!

Uloha 3.11. Zadajte pomocou tabulky pravdivostnych hodnét 5 funkcii troch premen-
nych a zostrojte pre ne ANF!

ANF pre Booleovské funkcie mézeme konstruovat aj tak, Ze transformujeme nie-
ktord vhodnu formulu realizujicu dani Booleovsku funkeciu na ANF. Napriklad

X VX =—(%)&(%2)) =12 (10x1)(12x)] =12 (1Dx1 Bx2 Dx1%2)] = %1 DX2 D X1X2.

Doterajsie poznatky o uplnosti systémov Booleovskych funkcii stac¢ia na to, aby sme
pre systém, ktory je uplny vedeli jeho tplnost’ dokazat. Aby sme vedeli exaktne zdovod-
nit’, Zze nejaky systém Booleovskych funkcii nie je uplny a povedat preco, potrebujeme
vytvorit’ aparat, ktory nam umozni efektivne popisat’ vSetky funkcie, ktoré mozeme do-
stat’ skladanim funkcii zo skimaného systému Booleovskych funkcii. Zavedieme preto
dva doélezité pojmy: uzdveru mnoZiny a uzavretej mnoziny Booleovskych funkcit.

Definicia 3.5.2. Nech je M l'ubovol'nd mnozina Booleovskych funkcii; M C P,. MnoZinu
vSetkych Booleovskych funkcii, ktoré mozno realizovat’ pomocou formuly nad M nazveme
uzdverom mnoziny M a oznacéime ju symbolom [M]. MnozZinu Booleovskych funkcii M
budeme nazyvat (funkciondlne) uzavretou, ak [M] = M.

Zakladné vlastnosti uzaveru mnoziny funkcii popisuje nasledujtica veta.

Veta 3.5.3. Nech si M, My, M, lubovol'né mnoziny Booleovskych funkcii, potom

1. M C M
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3. ak M7 C My, tak potom [M;] C [M53],
4. Ml U[M;] C My UM,l.

Dokaz. Ponechavame citatelovi ako cviéenie. O
Uloha 3.12. Dokdzte vetu 3.5.3!

Uloha 3.13. Ndjdite priklady mnoZin Booleovskych funkcii, pre ktoré vo vztahoch uve-
denych vo vete 3.5.3 rovnost’ nastdva (nenastdva)!

Priklad 3.17. Uvedieme niekolko prikladov mnozin funkcii, ktoré si/nie su funkci-
ondlne uzavreté.

1. P, je uzavretd trieda Booleovskych funkcii, lebo skladanim Booleovskych dostaneme
opdt’ Booleovsku funkciu.

2. {—x} nie je uzavretd trieda Booleovskych funkcii, lebo ——x = x € [{—x}],
3. {1,x @ y} nie je uzavretd trieda Booleovskych funkcii, lebo1 ®1 =0 ¢ {1,x By}
4. mnoZina [M)] je uzavretd pre l'ubovolni mnoZinu Booleovskych funkcii M.

Uloha 3.14. Vytvorte aspori 10 rozli¢nych uzavretych mnoZin Booleovskych funkcii!

Pomocou pojmu uzaver mozeme jednoducho definovat tplnost mnoziny Booleovskych
funkcii M: mnozina M tvori dplny systém prave vtedy, ak [M] = P,.

Veta 3.5.1 obsahovala kritérium, na zaklade ktorého bolo mozné rozhodnut), ¢i je ne-
jaka mnozina Booleovskych funkcii iplna. Ak vSak tplnd mnozina F obsahuje viacero
Booleovskych funkecii, toto kritérium nemusi byt pre praktické ucely vhodné. Naviac, ak
sa nam nepodari vyjadrit nejaku funkciu z F pomocou formuly nad G, nevieme povedat,
¢i je to nasa neschopnost, alebo sa dana funkcia objektivne ned4 vyjadrit’ pomocou for-
muly nad G. V nasledujucej ¢asti preto odvodime jednoduchsie kritérium dplnosti, ktoré
pre dant mnozinu Booleovskych funkcii d4 jednozna¢ni odpoved’, resp. lepsie povedané,
ak sa jedna o mnozinu konkrétnych Booleovskych funkcii, spominani kritérium dplnosti
da odpoved ano, mnozina je tiplna alebo nie, dana mnozina Booleovskych funkcii netvori
uplny systém. Mnozina Booleovskych funkcii M v§ak nemusi byt zadana len vymenova-
nim vsetkych svojich prvkov, ale mozno ju vyjadrit pomocou mnozinovych operacii nad
mnozinami Booleovskych funkcii, resp. $pecifikovanim vlastnosti, ktoré by Booleovské
funkcie z danej mnoZiny mali mat. V tomto pripade nemusi byt informaécia o prvkoch
mnoziny M (Booleovskych funkciach) dostatocna a odpoved moéze zniet: ak v mnozZine
M existuja funkcie s takymito vlastnostami, tak potom (nie) je tplna.

3.6 Preduplné triedy. Veta o uplnosti

Pri zistovani tplnosti mnoziny Booleovskych funkcii sa vyuziva 5 zvlastnych uzavretych
mnozin Booleovskych funkcii. Teraz tieto mnoziny charakterizujeme a potom vyslovime
a dokazeme vetu o uplnosti.
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3.6.1 Triedy TyaT,

Definicia 3.6.1. Trieda?’ Booleovskych funkcii
T ={f(x1y...yxn) € Py; f(0,...,0) =0}

sa nazyva triedou (n-drnych) Booleovskych funkcii zachovdvajiicich 0. Trieda n-drnych
Booleovskych funkcii

T ={f(x1y...,xn) € Py f(1,...,1) =1}

sa nazyva triedou (m-drnych) Booleovskych funkcii zachovdvajicich 1. Triedy Booleov-
skych funkcii zachovdvajicich 0, resp. 1 potom definujeme nasledovne:

To=Utw, Tm=Um
n n

Tabulka hodné6t n-arnej Booleovskej funkcie patriacej do triedy Ty sa vyznacuje tym,
Ze v prvom riadku ma hodnotu 0, zatial ¢o v ostatnych 2™ — 1 riadkoch moze nadobudat
I'ubovolné hodnoty. Z toho vyplyva, Ze, Ze trieda T, obsahuje 22"~ n-arnych Booleov-
skych funkcii. Podobne, n-arne Booleovské funkcie z triedy T; maja v poslednom riadku
svojej pravdivostnej tabulky hodnotu 1 a v ostatnych 2™ — 1 riadkoch mozZu nadobudat
Tubovolné hodnoty. Potom zrejme T; obsahuje rovnako ako trieda Ty 22" ~' n-arnych Bo-

oleovskych funkcii. Ukazeme, Ze trieda Ty je uzavreta. Nech f, gi,...,gn € To (bez ujmy
na vSeobecnosti mézZeme predpokladat’, ze funkcie f, g1,. .., gn SU n-arne a zavisia od pre-
mennych (x1,...,xn). Nech je F(x1,...,xn) = f(g1(X1y..-y,Xn)y ..., gIM(X1,...,Xn)) zloZena

Booleovska funkcia. Potom
F(0,...,0) =1f(g1(0,...,0)y...,9n(0,...,0)) = f(0,...,0) =0,

a Booleovska funkcia F(x1,...,x,) patri do Ty. To znamena4, Ze trieda T, je uzavreta vzhla-
dom operaciu skladania Booleovskych funkcii. Podobne by sme dokazali aj uvavretost’
triedy T;. Z elementarnych Booleovskych funkcii patri do triedy T, napriklad konjun-
kcia, disjunkcia, identicka funkcia, stcet modulo 2; do triedy T; patri konjunkcia, dis-
junkcia, indenticka funkcia, ekvivalencia, implikacia. Negacia nepatri ani do Ty ani do
Tq, implikacia nepatri do Ty.

3.6.2 Trieda linearnych funkecii, L

Definicia 3.6.2. Booleovskd funkcia f(x1,...,Xxn) sa nazyva n-drnou linedrnou Booleov-

skou funkciou, ak jej algebraickd normdlna forma obsahuje len linedrne ¢leny; t.j.
f(X],...,Xn) =ao D a1x1D---D AnXn

Triedou L™ nazveme mnoZinu vsetkych n-drnych linedrnych Booleovskych funkcii. Triedu
L linedrnych Booleovskych funkcii definujeme ako

L:UL“.
n

20y teérii Booleovskych funkcii na oznatenie mnoZiny funkcii ¢asto pouZiva pojem trieda alebo systém
Booleovskych funkcii. Tejto konvencie sa budeme pridfzat aj my.




3.6. PREDUPLNE TRIEDY. VETA O UPLNOSTI 75

Poznamka. Pri studiu kryptografickych vlastnosti Booleovskych funkcii sa Booleov-

ské funkcie z triedy L nazyvaju afinnymi Booleovskymi funkciami a pojem linedrna Bo-
oleovska funkcia sa rezervuje pre takiu Booleovsku funkciu, ktorej AFN ma tvar f(xq,...,xn) =
a1x] @ - - P anxn; t.j. koeficient ay v ANF je nulovy. My sa budeme pridrziavat’ standard-
ného oznacenia.

KedZe ANF linearnej Booleovskej funkcie ma n+ 1 koeficientov, |[L"| = 2", UkaZeme

este, Ze tieda linearnych funkcii je uzavreta. Nech su f, g1,...,gn € L n-arne Booleovské
funkcie;
f(yh'”ayn) = aoeaa]y]@"'@anyn)

g1(X1y...yXn) = bro@byixy - @ bynxn,

92(X1y..yXn) = bapo@byixy-- @ bynxn,

gn(xb v >Xn) = bn,O s> bn,1X1 SR> bn,an-
Potom

F(Xl)---axn):f(g1(x1a-' Xn) )gn(xh"')xn)):

= a®aj(bio®bi X Dby axn) @ @ an(brpo @ brixy - @ bunxn) =

= (@@ a1b1o® - @ anbno) ®x1(ajby; @ azby1 @ -+ - ® anbn1) @

@ Xz(a1b1‘z@azb2‘2@ - D an nz)@'”@Xn(mb],n@azbzyn@"'@anbn,n) =
= coBcix1 BB cnxn.

To znamena, ze zloZzena funkcia F je linearna, resp. trieda L je uzavreta vzhl'adom na
operaciu skladania Booleovskych funkeii.

Uloha 3.15. Dokdste uzavretost’ tried To, Tq, L bez predpokladov, Ze

e vdetky Ciastkové funkcie si n-drne,

e Ciastkové funkcie zdvisia od tych istych premennych.

3.6.3 Trieda monotonnych funkcii, M

V matematickej analyze sme sa stretli s pojmami monoténne rastiicej redlnej funkcie;
f(x) bola monotonne rastiica, ak platilo Vxg, x1 € R[(xo < x1) = (f(x0) < f(x1))]. Zavede-
nie monoténnosti pre Booleovské funkcie nardza na problém—ako porovnavat binarne
vektory? Ani lexikografické usporiadanie, ani usporiadanie zaloZeni na tom, Ze binarne
vektory reprezentuju prirodzené cisla nebolo pouZitelné. Preto na mnozine binarnych
vektorov diiky n najprv definujeme relaciu ¢iastotného usporiadania a potom pomocou
neho zavedieme pojem monoténnej Booleovskej funkcie.
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Definicia 3.6.3. Nech o, p € {0,1}"; « = (a1,...,an),p = (by,...,bn). Budeme hovorit,
Ze vektor o predchddza vektor B prdve vtedy, ak a; < by 1 = 1...,n. Tto skutocénost
budeme symbolicky zapisovat nasledovne: « <

Priklad 3.18. Vektor (0,0,1) predchddza vektor 0,1,1. Medzi vektormi (0,1) a (1,0) ne-
existuje vztah predchddzania, pretoZe a; < by a a; > by. Takéto vektory sa nazyvaju
neporovnatel’né. Ked’ze reldcia < je definovand na vektoroch rovnakej dl’zvky, nedd sa ap-
likovat na vektory rozli¢nej dizky: napr. (0,0,1) a (0,0).

Uloha 3.16. Ilustrujte reldciu < na mnozine {0, 1> pomocou orientovaného grafu radu 8.
(Ndvod: vrcholu vi priradite vektor o(3,1), i = 0,...,7. Ak 0(3,1) = o(3,]j), vrcholy vi,vj
spojte orientovanou hranou (vi,v;)!)

Teraz zavedieme pojem monoténnej Booleovskej funkcie.

Definicia 3.6.4. (n-drna )Booleovskd funkcia f(x1,...,Xn) sa nazyva monoténna, ak pre
Pubovolné dva vektory oo = (ai,...,an),p = (b1,...,bn) také, Ze o < B plati f(aq,...,a,) <
f(by,...,bn). Triedu vsetkych n-drnych monoténnych Booleovskych funkcii budeme ozna-
covat’ symbolom M™ a triedu vsetkych monoténnych Booleovskych funkcii budeme ozna-
covat’ symbolom M.

Monotonnost’ Booleovskej funkcie sa neprejavuje tak jednoducho v tabulke pravdi-
vostnych hodnét (ako v pripade funkcii zachovavajicich hodnotu 0 alebo 1) ani v tvare
ANF Booleovskej funkcie (ako v pripade afinnych/linearnych Booleovskych funkcii.) Preto
sa zatial nepodarilo najst’ presné vyjadrenie pre mohutnost M™ Pre velké n plati tento
asymptoticky odhad: ??

2
() n 1 n n L
IM™| ~ 2'n/2) exp m2)—1) a2 + 5 + i 1 je parne,

resp. pre neparne n

MM ~ 2 2([113)/2) %

n 1 n? n n 1 n?
X €xp (n—3)/2 "\ 2(n+3)/2 T pn+6 T one3 + (mn—1)/2 "\ 22 + n-+4

Zapis a, ~ b, vyjadruje skutoénost, ze lim, ., g—z = 1 a cita sa ,a, je asymptoticky
rovné b,.“

Dokéazeme uzavretost triedy M. Nech f(y1,...,Ym), g1 (X1y.- ey Xn)y e e oy Gm(X1y. ..y Xn) €
M. Potom zlozZena funkcia

F(Xh---)xn) :f(g](xh--->Xn)>---)gm(x1)-'-axn))

je monoténnou funkciou. Skutoéne, nech sa « =, 3 = (by,...,bn) F'ubovolné dva binarne
vektory také, ze o < 3. Ked’Ze g, ... d, si monoténne funkcie, plati pre ne

Clzgl(ah---)an) < 91(b1)---)bn):d1
cz:gz(a1,...,an) < gz(b1,...,bn):dz

IN

Cm = gm(ai,...,an) gm(b1,...,bn) =dn
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To vSak znamenad, Ze (ci,...,cm) =< (di,...,dn). Ale aj funkcia f(y1,...,ym) je mono-
ténna, a teda
f(cryeneyom) < f(dyy...,dm).

Pre zlozenu funkciu F postupne dostavame:
F(ah---)an) :f(g](ah"-)an)w'-»gm(ah"')an) =

:f(C],...,Cm) < f(dhadm) :f(g](bh---)bn))---)gm(bh---)bn)) :F(bl)--')bn)-

Priklad 3.19. Konjunkcia, disjunkcia, obidve konstanty a identickd funkcia si monoton-
ne funkcie, negdcia, implikdcia, ekvivalencia, siicet modulo 2 nie si monoténne funkcie.

3.6.4 Trieda samodualnych funkecii S

Samodualna funkcia sa vyznacuje takou velkou symetriou svojej tabulky pravdivost-
nych hodnét, Ze na uplné zadanie samodualnej Booleovskej funkcie staci polovica jej
tabulky pravdivostnych hodnot. Na druhej strane, samodualnost je menej nazorna ako
ostatné vlastnosti Booleovskych funkcii. Za¢neme preto jednoduch$im pojmom duélnosti
Booleovskych funkecii.

Definicia 3.6.5. Booleovskd funkcia f(xq,...,%xn) sa nazyva dudlnou funkciou k Booleov-
skej funkcii g(x1,...,xn), ak

f(X],...,Xn) :g(ih...,fn).

Tlustrujeme si pojem dualnosti funkcii na prikladoch.

Priklad 3.20. 1. Funkcia fi(x,y) (konjunkcia) je dudlna ku funkcii f7(x,y) (disjun-
kcii):
x&y = (x Vy)
a opacne disjunkcia je dudlnou funkciou konjunkcie, lebo

xVy = (x&y)

2. funkcia f12(x,y) (negdcia) je dudlna k sebe samej, lebo ——(—x) = —x a funkcia
f3(x,y) (identita) je dudlna k sebe samej, lebo —(—x) = x.

Zavedieme pojem samodualnej funkcie:
Definicia 3.6.6. Booleovskd funkcia f(x1,...,Xn) sa nazyva samodudlnou funkciou, ak
f(X],...,Xn) :¥(i1a" ')Xn);
t.j. ak je dudlna k sebe samej.
Trieda samoduéalnych funkcii je neprazdna, pretoze podla predchadzajiceho prikladu
medzi samodudalne funkcie patria napriklad identicka funkcia x a negacia —x. Tabulka
pravdivostnych hodnét samoduélnej funkcie sa vyznacuje tym, Ze v riadkoch prislicha-

jucich opaénym vektorom vstupnych hodnét st opacné hodnoty. Nazorne si to ukazeme
na nasledujicom priklade.
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x1 x2 x3 %1 X X3 | flx1,x2,%x3) | f(%1,%2,%3)

O 0 o1 1 1 1 0

o 0o 1|1 1 0 0 1

O 1 0|1 0 1 0 1

o 1 1|1 0 O 1 0
Tabulka 3.24: Tabul'ka samoduéalnej funkcie

Priklad 3.21. Definujme samodudlnu funkciu fxi,xy,x3) troch premennych. Aby sme
dosiahli samodudlnost funkcie f musime zaistit’ komplementdrnost’ hodnét na opacénych
vektoroch. V tabulke 3.24 st kvéli ndzornosti uvedené opacné vektory v susednych stip-
coch.

Nech napriklad £(0,0,0) = 1. Potom f(1,1,1) = 1 a —f(1,1,1) = 0. Zvolime hodnoty
funkcie fx1,x2,x3) na prvych 4 vektoroch, napriklad £(0,0,0) = 1,1(0,0,1) = 0,1(0,1,0) =
0,1(0,1,1) = 1 Tym s jednoznacéne definované hodnoty funkcie tx1,x2,x3) aj na opacnych
vektoroch—pozri tabulku 3.24.

Ako sme videli v predchadzajicom priklade, na jednoznac¢né urcenie samodudalnej
Booleovskej funkcie staci urcit’ jej hodnotu na jednom z kazdej dvojice opaénych vek-
torov. To znamenad, Ze n-arna samodualna Booleovska funkcia je zadana napr. prvou
polovicou tabulky, resp. binarnym vektorom diiky 21, Z uvedeného faktu potom vy-
plyva, ¥e n-arnych samodudlnych Booleovskych funkeii je 22" ' = v/22". Ukdzeme, Ze aj
trieda S samodualnych funkecii je uzavreta na skladanie Booleovskych funkcii. Nech su
f(Yrye- oy Ym)y 91 (X1y -+ oy Xn)y - ooy Gm(X1y - . -y Xn) € S. Potom zloZena funkcia

F(x1yeeoyXn) = f(g1(X1y - oy Xn)y e ooy Gm(X1y o ooy X))
je samodualnou funkciou. Negujeme najprv premenné zloZenej funkcie F:
F(X1yeeoyXn) = F(g1(X1y ey Xn)y e ooy Gm(X1y e o vy Xn))
Ked'ze funkcie g, ..., g, si samodualne, plati pre ne
gi(X1y .-y Xn) = Gi(X1y 0oy Xn ).
Vonkajsia ¢iastkova funkcia zloZenej funkcie F, funkcia f je tiezZ samoduadlna, preto
F(G1(XTyw v ey Xn )y ey Gm(X1yeevyXn)) = F(G1(XTy e e ey Xn)y v vy G (X5 - -2y Xn))s

resp. ~
f(91y--+,9m) = f(g1,-++, gm)-

Z vyssie uvedenych vztahov vyplyva, ze
F(X1yeeeyXn) = F(g1(X1y e ey Xn)y e v ey Gml(X1y e e ey Xn)) = F(X1y .00y Xn),
a teda trieda samodualnych Booleovskych funkcii je uzavreta.
Teraz moézeme sformulovat’ kritérium uplnosti systému Booleovskych funkeii.

Veta 3.6.1. (O funkciondlnej tiplnosti) MnoZina Booleovskych funkcii D tvori uplny sys-
tém Booleovskych funkcii prdve vtedy, ak nie je podmnozinou Ziadnej z tried Ty, Ty, L, S, M.
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Dokaz. Nutnost. Triedy Ty, T;,L,S,M su uzavreté a Ziadna z nich nie je uplna (pre
kazdu z nich vieme najst’ Booleovski funkciu, ktord neobsahuje). Ak by D bola dplna a
zaroven bola podmnozinou niektorej z tried Ty, T;, L, S, M, napriklad D C M, potom by
podla tvrdenia 3 vety 3.5.3 muselo platit’

DCM= [M]=MD [D]="P,.
Spor.

Ukazeme, Ze podmienka je aj postacujtca; t.j. ak D nie je podmnozinou Ziadnej z tried
To, T1, L, S, M, tak dokazeme vytvorit formuly nad D realizujice funkcie —x,x&y, ktoré
tvoria uplny systém Booleovskych funkcii.

Ked'Zze D nie je podmnoZinou Ziadnej z tried Ty, T;, L, S, M, mo6Zeme predpokladat’, ze
obsahuje funkcie fy & Ty, 1 & Ti,fs € S,fm € M. Funkcie fy, f1, fpm, fL, fs nemusia byt
nutne rozne a fy, f; sa nezhoduju s funkciami fy, f; z tabul'ky 3.1. Bez ujmy na vSeobec-
nosti mozeme predpokladat’, Ze vSetky uvedené funkcie su n-arne.

1. Najprv zoberieme funkciu fy. Ked'ze fy & Ty, fo(0,...,0) = 1. Stotoznime vSetky pre-
menné funkcie fy a vytvorime novi funkciu jednej premennej: ¢p(x) = fo(x,...,x).
Je zrejmé, Ze ¢(0) = 1. Pozrieme sa na opac¢ny koniec tabulky pravdivostnych hod-
not Booleovskej funkcie fy, aby sme zistili, akii hodnotu nadobuda funkcia ¢(x) pre
x = 1. Sd dve mozZnosti:

(a) fo(1,...,1) = 1.V tomto pripade funkcia ¢(x) = 1 nema podstatné premenné
a predstavuje konstantu 1.

(b) V druhom pripade fy(1,...,1) =0, a teda ¢(1) =0, resp. d(x) = —x.

2. Teraz vyuzijeme funkciu f; ¢ T;. Tak ako v predchadzajicom pripade stotoznime
vSetky premenné funkcie f; a vytvorime novd funkciu jednej premennej: P(x) =
f1(x,...,x). Plati (1) = f1(1,...,1) = 0. Zaujma nas hodnota {(0) = ;(0,...,0).
Podobne ako v pripade funkcie ¢(x), m6zu aj tu nastat dve moznosti

(a) P(0) =11(0,...,0) = 0.V tomto pripade P(x) = 0 predstavuje konstantu 0.
(b) Ak ¥(0) = 11(0,...,0) =1, P(x) = —x.

V optiméalnom pripade sme z funkcii fy, 1 vytvorili obe konstanty a negaciu, v hor-
Som pripade bud obe konstanty alebo samotnii negaciu (Obr.3.16). Ukazeme, Ze v
pripade, ked sme skonstruovali ,len“ obe konstanty, vytvorime pomocou nemono-
tonnej funkcie negaciu.

3. Ked'ze f\y € M, existuja také dva vektory hodnét « = (aj,...,aq),p = (by,...,bn)
také,Ze x < P a
f(a1,...,an) = 1, f(b],...,bn) =0.
KedZe o < 3, potom existuju také hodnoty i,...,1, Ze a;, =0,by; =1, j=1,...,k
a a; = by prei¢{i,...,ix}. Bez uyymy na vSeobecnosti mézeme predpokladat’, ze sa
vektory «, f odliSuju na prvych k miestach a na zostavajicich n — k miestach maju
rovnaké hodnoty, t.j.:

O(:(O,...,O,(lk+],...,(1n), B:(])'-->1>ak+1>'--)an)-
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Definujeme teraz funkciu ¥(x) = fm(x, ..., %, axi1,. .., an). Pre funkciu 9(x) plati

19(0) = fM(O,...,O, ak+1,...,an) =1

19(]) = fM(1,...,1,ak+1,...,an) =0.
Potrebné konstanty sme vytvorili z funkcii fy, f;. Funkcia jednej premennej &(x)
predstavuje negaciu.

Ak sa nam z funkcii fy, f; podarilo vytvorit’ len negaciu, obe konstanty zaskame
pomocou negacie a funkcie fg, ktora nie je samodualna.

. Kedze fs ¢ S, existuju také dva navzajom opacné vektory hodnoét « = (aj,...,an)
o« = (aj,...,an), na ktorych funkcia fs nadobtuda rovnaki hodnotu;
fS(ah‘ . .,Cln) = fS(ah <o )an)-

(Pripomenieme vyznam oznacenia x°, ktoré sme zaviedli na zaciatku tejto kapitoly:
x® =xak 0 =0ax° =x ak 0 = 1.) Podobne ako v predchadzajucich pripadoch vy-
uzijeme funkciu fs na vytvorenie Booleovskej funkcie jednej premennej. PoloZime

w(x) = fg(x, ..., x).
Takuto funkciu dokazeme zostrojit pomocou negaciu, ktort sme uz vytvorili. Z de-
finicie vyrazu x° vyplyva, ze 1° = 0 a 0° = —o0. Pomocou tychto vztahov vyjadrime
hodnoty funkcie w(x) (jednej premennej):

W(1) = Fs(197, ..., 19%) = fs(ar, ..., an) = fs(T1, ..., @n) = fs(091,...,0%) = w(0).

Funkcia w(x) teda predstavuje konstantu. Z funkcie w(x) nedokaZzeme sice zostro-
jit predpisanu konstantu, ale to nepredstavuje zZiaden problém, pretoze druhu kon-
Stantu polahky vytvorime pomocou negacie a funkcie w(x).

. Vysledkom nasich doterajsich snazeni su funkcie 0, 1, —x. Z tchto troch funkcii a ne-

linearnej funkcie f| € L vytvorime konjunkciu. Z toho, Ze funkcia f| nie je linearna,
vyplyva Ze v jej ANF sa vyskytuje konjunkcia aspon dvoch premennych. Bez ujmy
na vSeobecnosti mozeme predpokladat, Ze ide o premenné x, x;. VyuZijeme komu-
tativnost’ a asociativnost’ s¢itania modulo 2, distributivny zdkon pre konjunkciu a
stcet modulo 2 a upravime ANF Booleovskej funkcie f| na nasledujuici tvar:

f[_(X], ‘e ,Xn) = X]XZ&Jf(])Z) (Xg, .o .,Xn) D xq &f(])(Xg, e ,Xn) S¥)
@ x&f) (X3, ...y Xn) B ) (X3, ..., Xn). (3.17)
Preusporiadali sme vSetky ¢leny ANF Boleovskej funkcie f(x1,...,xn) a rozdelili

ich do 4 skupin (zatvoriek) tak, Ze prva skupina pozostava zo vSetkych tych clenov
ANPF, ktoré obsahuju konjunkciu x1x;, druhi tvoria tie ¢leny ANF, ktoré obsahuju
premennu x; ale nie x,, tretiu—tie ¢leny ANF, ktoré obsahujua premenni x, ale nie
x7 a napokon, do poslednej sme zaradili tie ¢cleny ANF, ktoré neobsahuju ani x;, ani
x;. Zo vSetkych ¢lenov prvej skupiny sme na zaklade distributivneho zdakona vynali
pred zatvorku konjunkciu x;x, a vyraz v zatvorke vyjadrili pomocou Booleovske;j
funkcie f(;,)(x3,...,%n). Rovanako sme upravili ostatné tri skupiny ¢lenov ANF.
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Vsimnite si, ze po vynati x1xy, X1, X2 z prvej, druhej, resp. tretej skupiny ¢lenov
pred zatvorku, zostavajice vyrazy v zatvorkach uz neobsahovali premenné xp, x;.
Poslednd, stvrta skupina pozostavala z ¢lenov ANF, ktoré nezaviseli od x1,x,. To

znamena, Ze vyrazy v zatvorkach predstavuju funkcie premennych xs, ..., x;.
Nakolko ANF Booleovskej funkcie fi obsahuje konjunkciu x;x;, musi existovat
aspon jeden taky subor hodnét (as,...,a,) premennych xs3,...,x,, Ze
fa(as,...,an) = 1. Vytvorime novi Booleovsku funkciu dvoch premennych
®(x1,x7) dosadenim konstant (as, ..., a,) do funkcie fi:

O (x1,%2) = frL(x1,%2, @3- .., an).

Zo zapisu funkcie f| 3.17 vyplyva, Ze

DO (x1,x2) = x1xz&f(1,2)(a3, ceey An) P X7 &f(])(ag, ey Qn) B Xz&f(z)(ag, ey Qn) B
&) f(@)(ag, vy Qn) = doxixo @ dixy @ doxo P ds. (3.18)

Koeficienty do, di, dz, d3 st kontanty—hodnoty funkeii f; ;), f(1), f(2), f(p) na vektore
(az,...,an). de zrejmé, ze dy = 1. Ak by boli ostatné koeficienty di, d,,d; nu-
lové, funkcia ®(x7,x,) by uz predstavovala potrebni konjunkciu. Ale konjunkciu
z O(x1,x,) ahko vytvorime aj v pripade, ked je aspon jeden z koeficientov d;, d,, ds
nenulovy. Na zaklade hodnoét d;, d; transformujeme premenné funkcie ®(xy,x;) a
vyslednu funkciu este v pripade potreby negujeme. Dostavame opéat’ funkciu dvoch
premennych O(x,x;):

O(x1,%2) = ©(x1 ® d2,x2 @ dy) ® dyd; @ ds. (3.19)

Pripominame, ze x &1 = —x a x® 0 = x. DokazZeme, Ze O(x1,x2) = x1&x;. Vyjadrime
©(x1,x;) pomocou vztahov 3.18 a 3.19.

Oxnx)=xed)xed)edixi@ed)ddxed)ddddid,®ds =
= xx2bxidiexydyddidadxididdidyexodyddidddz b didy b dz =
= X]&Xz.

Vsetky upravy funkcie f, ktoré sme robili, sa dali realizovat’ pomocou dosadzova-
nia kon§tant a negacie premennych, resp. negacie funkcie. To znamena, Ze pomocou
konstant 0, 1, negacie —x a nelinearnej funkcie mozno vytvorit’ konjunkeciu.

Pomocou péatice funkecii fy, f1, fpm, f1, fs sme vytvorili funkcie —x, x; &x;, ktoré tvoria dplny
systém Booleovskych funkcii. To znamena, Ze tak funkcie fy, f1, fpm, T, fs, ako aj trieda/mnozZina
D tvoria uplny systém Booleovskych funkcii. Prehl'adna schéma dokazu tejto vety je zo-
brazena na obrazku 3.16. O

Priklad 3.22. Dékaz vety 3.6.1 je pomerne dlhy a zloZity. Kvdli lepSiemu pochopeniu ho
teraz ilustrujeme na dvoch konkrétnych prikladoch.
1. Ukdzeme najpruv, Ze mnozina Booleovskych funkcii {x = y, 0} tvori uplny systém.

(a) Funkcia x = y nepatri do triedy Ty, lebo 0 = 0 = 1. Ked2e 1 = 1 =1, funkcia
X = x predstavuje konstantu 1,
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{1} {—x}
fo & To
{0} {—} {0} {—x}
f1€T f1¢T
{—x} {0,1}
fm & M fLel fo d S

!

Obr. 3.16: Schéma dokazu vety 3.6.1

(b) Funkcia 0 nepatri do triedy T.

(¢) Implikdcia nie je monoténnou funkciou, lebo 0 = 0 =1, ale 1 = 0 = 0. Skon-
Struujeme pomocou nej a konstanty 0 negdciu: x = 0 = —x.

(d) Funkcia x = y nie je linedrna. Zostrojime jej ANF a z nej vytvorime konjun-
kciu. Vseobecny tvar ANF Booleovskej funkcie dvoch premennych je:

f(x,y) = ap ® a1x ® axy @ azxy.

Uréime hodnoty jednotlivych koefcientov funkcie f(x,y) = x = y. Jednotlivé
kroky odvodenia su uvedené v nasledujiicej tabulke

hodnota rovnica koeficient
f(0,0) =1 ap =1 ao =1
f(1,0) =0 T®a =0 a; =1
f(0,1) =1 1@a=1 a=0
f(h)=1 1Te1@az=1 a3=1

ANF implikdcie x = y md teda tvar:
x==Yy=10xdxy (= D(x,y)).

Zostrojili sme funkciu ®(x,y), v ktorej koeficienty d; nadobudaji nasledujiice
hodnoty: dg = dy = d3 =1 a dy = 0. Vytvorime funkciu ©(x,y):

Oxy)=0kxyal)®l="0(x,~y) =[x = (y=0)) = 0.
2. UkdzZeme, ako sa upravuje zloZitejsia ANF.

f(x1,%2,X3,x4) = T&x1 B X2 B x1X2 B X2X3 B X3X4 D X1X3X4 B X1X2X3 D X1X2X3Xq4 =
= x12(1 ®x3 ®x3x4) Dx71(1 D x3%4) B x2(x1 B x3) D (1D x3%4).
f(x1,%2,0,1) O(x1,%2) =x1%®x1 ®x2 D 1,

f(i1 ) ¥2) 0) 1 )

O(x1,%x2) = x1%2.
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funkcia [T, 7 L S M
0 + - + - +
1 - 4+ + - +
X + o+ + + 4
-X - = + + =
x&y + + - - +
xVy + + - - +
Xy |- + - — —
X=y -+ + - -
x®y |+ — + — -
xNANDy | — — — — —
xNORy | — — — — —

Tabulka 3.25: Prislusnost’ elementarnych Booleovskych funkecii do tried Ty, Ty, L, S, M.

Viimnite si, Ze rovnica
(1T®x3Dx3x4) =1

md tri rieSenia:
(a) X3 =X4 = O,
(b) X3 = 0,X4 = ],

(c) x3=x4 =1.

Uloha 3.17. Ka#dd uzavretd trieda A C P, je obsiahnutd v aspori jednej z tried
To, T1, L, S, M.

Uloha 3.18. Zostrojte Vennov diagram pre mnoZiny n-drnych Booleovskych funkcii T3, T+, L™, S™
a uréte mohutnosti vsetkych 16 mnozin, ktoré sii pomocou neho definované!

Pri skimani dplnosti nejakej mnoziny Booleovskych funkcii, resp. pri konstrukeii
uplného systému Booleovskych funkcii méze byt uzitotna nasledujica tabulka: Aby bola
nejakda mnozina Booleovskych funkcii iplna, musi mat’ v kazdom zo stipcov Ty, 1, L, S, M
aspon jeden znak —. Preto su napriklad mnoziny {—x,x V y}{x = y,x @ y} aplné, ale
{x&y,x V y} nie je uplna. Rozhodnit o tom, ¢i nejaka zlozitejSia Booleovska funkcia
patri/mepatri do tried I, S, M na zaklade definicii tried méze byt pomerne naroc¢né. Pre
praktické pouzitie vSak casto vystacime so slabsimi ale podstatne jednoduch$imi krité-
riami. Na ich zavedenie potrebujeme jeden jednoduchy pojem.

Definicia 3.6.7. n-drna Booleovskd funkcia f je balancovand, ak md mnoZina jej jed-
notkovych vektorov (vektorov pravdivostnych hodnét, na ktorych f nadobiida hodnotu 1)
mohutnost 22",

e Ak je Booleovska funkcia samodualna, tak je balancovana.

e Ak je Booleovska funkcia linearna, tak je bud konstantnd, alebo balancovana.
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e Ak je n-arna Booleovska funkcia f(xi,...,x,) monoténna a f(0,...,0) = 1, alebo
f(1,...,1) =0, tak f(xq,...,xn) je konStantna.

Podrla tychto kritérii rychle zaradime napriklad implikaciu: nie je to ani konstantna,
ani balancovana funkcia, preto nemoéze patrit’ do tried L, S, na vektore (0,0) nadobida
hodnotu 1, a teda nie je monoténna.

Triedy Booleovskych funkcii Ty, T;, L, S, M sd vynimocné, predstavuja jediné tzv. pred-
uplné triedy Booleovskych funkcii v P,. Preskimame ich vlastnosti podrobnejsie.

Definicia 3.6.8. Mnozina Booleovskych funkcii A C P, sa nazyva prediplnou triedou
(Booleouvskych funkcii), ak [A] # P,, ale pre Fubovolni Booleovski funkciu f, ktord nepatri
do A plati [A U{f}] = P,.

Poznamka. Preduplnost triedy A znamena:

1. A je uzavreta, pretoze inac¢ by sme mohli zobrat’ Booleovsku funkciu f € [A] — A,
pre ktord by potom platilo: [A U {f}] = [A] # P.

2. A je neuplna trieda, lebo [A] # P, ale

3. triede A chyba k tplnosti tak malo, Ze staci zobrat’ F'ubovolni Booleovsku funkeciu,
ktora do triedy A nepatri, pridat’ ju k A, aby sme dostali iplny systém.

Zdoraznujeme este raz, Ze posledni uvedenu vlastnost musi mat’ I'ubovolna a nie Spe-
cidlne vybrana funkcia z A°. V opa¢nom pripade by totiz 'ubovolnad uzavreta neuplna
mnozina Booleovskych funkcii tvorila prediplny systém, ktory by sa dal ,zaplnit“ pri-
danim napriklad Shefferovej alebo Pierceovej funkcie (NAND alebo NOR).

Nasledujuca veta je fakticky désledkom vety 3.6.1. Kvoli zavaznosti jej obsahu ju
formulujeme ako samostatnu vetu.

Veta 3.6.2. V triede P, existuje prdave pdt’ preduplnych tried; Ty, T, L, S, M.

Dokaz Vsetky triedy Ty, T;,L,S,M st netplné a uzavreté. Staci, aby sme o kazdej z
nich ukazali, Ze nie je podmnoZinou inej (prediplnej) triedy. Tento dokaz ponechavame
¢itatel'ovi ako cvicenie. My pri dokaze budeme vychadzat priamo z definicie preduplnej
triedy, vety 3.6.1 a tabulky 3.25.

Preduplnost’ triedy T,. Trieda T, obsahuje okrem inych Booleovskych funkcii aj
funkcie x, x&y, x @ y. Vyberieme 'ubovolnud funkciu f ¢ Ty. Potom na zéklade tejto
funkcie bud’ vytvorime negaciu, ktora spolu s konjunkciou tvori uplny systém,
alebo zostrojime konstantu 1, dosadime ju do funkcie x @ y a dostdvame negéaciu
x @ 1, ktora potom spolu s konjunkciou tvori tplny systém.

Preduplnost’ triedy T;. Vyberieme I'ubovolnua funkciu f ¢ Ty. Ak z tejto funkcie vytvo-
rime negaciu, tak uz mame uplny systém, lebo konjunkcia patri do triedy T;. Ak
pomocou f vytvorime ,len“ konstantu 0, tak pouZijeme implikaciu z triedy T; a
vytvorime negaciu v tvare x = 0.
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Preduplnost’ triedy M Obe kostanty, konjunkcia a disjunkcia st monoténne funkcie.
Z nemonotonnej Booleovskej funkcie f € M dosadzovanim konstant zostrojime ne-
gaciu, ktora spolu s (monoténnou) konjunkciou tvori uplny systém.

Preduplnost’ triedy [ Trieda linearnych funkcii obsahuje obe konstanty aj negaciu.
Z nelinearnej Booleovskej funkcie f ¢ L vytvorime konjunkciu.

Preduplnost’ triedy S Trieda samodualnych funkcii obsahuje negaciu. Pomocou nega-
cie a nesamoduélnej funkcie f ¢ S vytvorime obe konstanty. Trieda n-arnych samo-
duélnych funkcii obsahuje 22" a trieda n-arnych linedrnych funkcii obsahuje len
2"t1 Booleovskych funkcii. To znamen4, Ze v triede S existuje samoduélna a zaro-
ven nelinearna funkcia aspon troch premennych, z ktorej vytvorime konjunkciu.

Predpokladajme, Ze v triede P, existuje d’alSia prediplna trieda, ozna¢me ju X. Trieda X
je uzavreta a nesmie byt obsiahnuta v Ziadnej z prediaplnych tried Ty, T, L, S, M. To vSak
znamena, Ze X je uplna. Spor. O

Uloha 3.19. Zistite & su nasledujiice mnoziny Booleovskych funkcii iplné:

. x&y, 0,1, xdy Bz
. x&y,x =y, 1
XY, x=y,x =y
. x = (y&—z)

. xVy

1

2

3

4

5. xd(yVz)hyx=z
6

7. ~x&y

8

. X= Yy
9. xV—y
Uloha 3.20. Dokdzte, se neexistuje samodudlna nelinedrna funkcia dvoch premennych!

Uloha 3.21. Ndjdite vsetky samodudine nelinedrne Booleovské funkcie troch premen-
nych! Ndavod: vytvorte ANF Booleovskej funkcie 3 premennych f(x,y,z) a rieste rovnost
f(x,y,z) = f(X, Y, z) vzhladom na koeficienty ay,...,a;.

Hoci mnoziny Booleovskych funkcii m6zu byt velmi rozsiahle, ale ako sa ukazalo
v predchadzajucich vetach, dplnost mnoziny Booleovskych funkcii moéze zaistit uz jej
mal4d podmnozZina. V idedlnom pripade bude obsahovat jednu Booleovski funkciu—
NAND, NOR alebo podobnii Booleovskd funkciu tvoriacu uplny systém. V najhorSom
pripade by to nemalo byt viac, ako vetou 3.6.1 garantovanych 5 funkcii. Nasledujica
veta ukazuje, Ze sa horny odhad na pocet funkcii tvoriacich minimalny tplny podsystém
dé& este trocha stlacit.

Veta 3.6.3. Z kazdej tiplnej mnoZiny D Booleovskych funkcii moZno vybrat uplni pod-
mnoZinu ubsahujiicu najviac 4 Booleovské funkcie.
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Dokaz. Ponechavame éitatelovi ako cvicenie. O

Zatial sme uvazovali o uplnosti vzhfadom na triedu vsetkych Booleovskych funkeii,
P,. Pojem uplnosti je vSak mozné zovseobecnit’ aj na Fubovolnu ind uzavretu triedu.

Definicia 3.6.9. MnoZina Booleovskych funkcii {fi,..., Ty, ...} uzavretej triedy A sa na-
zyva uplnou v triede A, ak sa jej uzdver rovnd A.

Definicia 3.6.10. MnoZina Booleovskych funkcii {f1,...,fy,...} uzavretej triedy A sa na-
zyva bdzou triedy A, ak je uiplnd v triede A a Ziadna jej vlastnd podmnoZina nie je tiplnd
v triede A.

Priklad 3.23. Bdzy tried Booleovskych funkcii.

1. {x&y,—x} tvori bdzu P,
2. {0,1,x V y,x&y} tvori bdzu M,
3. {1,x @y} tvori bazu L.
Na zaver tejto kapitoly uvedieme dva vysledky, ktoré pre uzavreté triedu Booleov-
skych funkcii dokazal americky matematik Emil Post.
Veta 3.6.4. KaZdd uzavretd trieda z P, md koneéni bdzu.

Veta 3.6.5. Mohutnost’ mnoZiny uzavretych tried v P je spocitatelnd.
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