4. DIFPERENCILKALNY POEET
FUNKcIf JEDNEJ PREMENNEJ

4,1, Detinfcia derivédoie

i Hovorims, %e funkcia £ (definovand v okoli bodu a *)) mé derivéciu v bode a (a¢R),
ak existuje kone&nd 1in Hxl=f(a) o existuje nevlastnd lim &%—f—:—t&)‘, hovorime, fe
x-»a . xX-8 : x-»8 .
funkcia £ mé nevlaétng (alebo nekonedni) goriviciﬁ v _bode a. Hodnotu lim 4 xx : Y 2L v o
' v x-»8
bidvoch tychto pripadoch oznafujeme £°(a). Ak nés nesaujima, &i je lim ﬂ%—:—-ﬁm kone&né.
‘ x-pa

alebo nekonelnd, pouiivams spolodnj ndzov vliastpd alebo nevlastnd derivdcia v bode a.

Pojmy derivdcie sprava a nevlastnej derivdcie sprava, resp. derivdcie zlava & nevlas-

tnej derivdcie zlava dostaneme, ak v predchddzajicich definicidch lim L(-’E)-:-{-L?‘-)- nahradi-

x»a X
me limitou lim ﬁz—l—:—i-@-l. resp. lim &H-‘ﬂ (v takom pripade stali predpokladat, Ze
X-»a+ Xob e

defini&ny obor funkcie f obmahuje interval {a, a +€ ), resp., (a8 -& , 8> pre niektoré

t > 0). Hodnoty lim £ xx = :s , resp, lim ﬁiﬁ—f—{‘—"—l aznadujeme £ (a), resp. f£(a).
X-»a+ X-pl= -

Veta 1. Funkcia £ (defincvand v okol{ bdodu a¢ R) md vliastni alebo nevlastni derivédciu
f’(a) préve vtedy, ked existuju £ (a), £ (a) a plat{ £ (a) = £’(a). Hodnota £°(a) sa pritom
rovné spolonsj hodnote f;(s)_ a f:(a).

Pojem derivécie ako funkcie sa vo vieobecnosti definuje nasledovnes Nech M je mnoZfina
vietkjch bodov defini&ného oboru D(f), v ktorjch mé funkcia £ derivéoiu. Funkeia £ :M-»R,
xtord kaidému bodu & M prirad{f hodnotu f£'(a) derivdocie funkcie £ v bode &, sa nazjva deri-
vagis funkcie f. V &pecidlnych pripadoch, ktoré ilustruje naeleduj\'aéa pozndmka, sa niekedy

x) tj. pre niektoré &> 0 platf (a -~ ¢ , a + £ )C D(f); pojmy derivicie & nevlastnej derivi-
.¢ie v bode a by bolo moiné zaviest aj za slablieho predpokladu ,a € D(f) je hromadny bod
mnoZiny D(£)" (odstrénili by sa tym aj niektoré talkosti so zavedenim pojmu derivdcie ake

funkcle), definicia predpokladajica, fe a je vnitorny bod mnoiiny D(f), je vidask v litera-
tire najlastejdia
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pojem derivdcie ako funkcie chépe Jirfies ak definiZnym oborom funkeie f je nisktory z inter-
valov <a, b), <a, b), (a, by, pridom v jsho koncovom bode existuje jednostranné derivé-
cia (v prvom pripade prichddzaju do dvahy body a, b, v druhom bod a, v tretom bod b), tak
funkciu £’ povaiujeme za definovani aj v tomto bode, jej funk&nou hodnotou Je hodnota pri-

aludnej jednostrannej derivdoie,

279, VypoStom 1im (XL =£(8) ;4445te derivdciu funkeie f v bode a, aks

x->8
1o £(x) = x°, & = 0,1 3 2. 2(x) = 2 #in 3x, a = &

3. f(x) =1 +21nx, a=1 3 4, £(x) = arcain x, a = 0
5. f(x) = X, a = 1n2 .,

280. UkédZte, Ze funkcia f md v bode a nevlastmi derivdciu, ak:

1.f(x)-3\/x-1,a=1 ) 2 f(x) m Bgn x, & = 0 .
281.  Vypodtom lim_ Lxth) = £(x) ngya1te £°(x) a zistite defini¥ng obor fun-
h—> :

kcie £°, ak:

1. £(x) = x°+ 2x 2. t(x) = x YT 3

-e

3o £(x) = —— 4. £(x) = 2%
1+ x !
5 £(x) = In x 3 6. £(x) = ctgx +2 3
2
Te £{x) = (x + 1)5 3 8. £f(x) = sgn x .

282, Vypo&tom prisludnych limit ndjdite t;(a), £ (a), ak:
1. r(x)-lcosxl.as-:g- ; 2. £(x) -’[x]sinnx,a-‘l s
3. f(x)=|’x2- 5x + 6| , 8 =2, a=3.

283. Porovnanim hodndt £ (a) a £ (a) zistite, ¥i existuje f (a), ak:

1.f(X)-{x ’ak’“o,a-o :
in (1 + x), ak x30

: 2
2. f(x)8 x-1. akx$-1‘a._’ ;
- 2x, 8k x> =1

3. f(x) = x|xl, a =0 3 4. f(x)-lsianl,a-Jt'.

284. 1. Ak existule vlastnd derivdeia funkcie f v bode O, tak platf

£7(0) = 11m HBLSI(h)

h->0
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DokéZte!

2. Rozhodnite, &1 2z existencie limo f(hl,ghf(-h) vyplyva existencia
h->»

£°(0); svoje tvrdenie doké%te!

285 . Ak £ :R>R je derivdoia nepdrnej funkcie f, tak f je pérna funkcia. Do-
kdZte! (Definficiu pdrnej a nepdrnej funkcie pozri v pr. 146.)

Veta 2. Ak funkcie f, g maji derivdcie v bode a, tak aj funkcie ¢.f (¢ jeo redlna kon-
Stanta), £ + g, £ - g, f.g maji v bode a derivédcie a plat{

(cof)’(a) = cof’(a) ,
(f+g)(a) = £7(a) + g"(a)
(£ -g)'(a) = £'(a) ~ g"(a) ,
(£.8) " (2) = £'(a).g(a) + f(a).g"(a) .
Ak naviac g(a) ¥ 0, maji v bode a derivdciu aj funkoie é, é a plati
1) (a) « - &1A8) : ' ’
§ £2(a)

(éV(A)- fia)g(e) - fa).g(a)

sz(a)

Voeta 3. Ak funkcia f mé derivdciu v bods a, funkcis g derivéciu v bode f(a) a plofend
funkcia h = gof je definovand v okoli bodu a, tak h mé v bode a derivdciu a plat{

h'(a) = £'(a).g"(£(a)) .
{Analogické vety molno dokdzat aj pre jednostranné derivécie.)

V nasledujicej tabulke si derivédcie zé.kiadnjch elementdrnych funkcif{ (¢ je redlna
kon3tanta):

c’=0 , (x") = n x*! (neR~{0}) ,
(ein x)°= cos x , (com x) = « sin x ,
» 1 L]
(tg x) "= —5—, (ctg x)'= - -—l§° '
cos x sin"x
(ax)'- o Ina , Specidlne (Ox)" o* ’
. 1 .
(logax) *Fine’ x>0 , &pecidlne (1n x) 'i s X>0 ,
(arcein x) s ——tee . (arccos x)'= = e ,
2 1/
1 - x | - 12
’ 1 .
(arctg x)°= —3 (arcctg x)’'= - S .

1 + x 1#:2



Pre derivdciu hyperbolickych funkeci{ platia nasledujace vzorce

(ah x)'= eh x , {(ch x) = sh x ,
(th x)’= ‘13‘ ' {cth x) = - 12
ch™x sh x

Ak pri hladan{ derivdcie funkcie vyui{vame len znaloat derivédcii zdkladnych elementér-

nych funkcii a vety o derivdcii sidtu, rozdielu, sufinu, podielu a zlofenej funkcie, nazyva

sa taky postup tatulkovym derivovanim,

286, N4jdite derivdcle nasledujicich funkcii:

5 s -5
e ¥y=22 +4x =X 3 2.y = % X’ -x $
2 ‘
3y = %_z_z_:_iz : 4o 3 = .;Ziéa:g .
- X +
2 + x
10
5. y = (3x~-1T) $ 6. y=xV1 + x° 3
- P
7-3'=S-1——-3-)-5.p>1'q>0.s 8. y = > ) =
1+ x) 14+ (x+VY1 +x°)

9. y = '¥9 + 7 ¥2x 10, y «Vx +Vx +Vx .

287. N&jdite £°(a), sk £(x) = (x - &) (x), kde ¢:R—->R je funkcia spojitd
v bode a.

288. 1. UkédZte, Ze funkcia £(x) = |x - alp(x), kde ¢ :R+R je spojitd fun-
kcia a ¢(a) # 0, nemd derivdciu v bode a.

2. UkdZte, Ze funkcia £(x) = | x - al1+£ cp(x), kde ¢ :R->R je ohranife-~
nd naRa ¢>0, mi v bode a derivdciu £ (a) = o.

289, N4Jjdite derivdciu funkcie

8in x - x co8 X

Te ¥y =»xcomx 3 2+ ¥ " Gos x + x 8in x
Jo y = f%zi 3 4. y = 8in"x cos nx
2
5. y = 8in (cos°x) . cos (sin®x) ; 6. y = SBX :
8in x
7 - sin’x + cos’x 8 _‘Vi % (x2+ x.2)
Y *TyrectgxtT+tgx !} -7 + & .

290, N&ajdite derivdcie funkcii:

— X -X
1.y = (V2) + (/5) : 2. y=e 3

3.y = 5 (x°= 2% + 2) 3 4. y




291,

292,

293.

294.
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1=-Xx
S.y-e\/m; 6.},_eax.asinbx--bcombx‘
a2+ b2
x a b 2 2
Te y = (%) ('g) (-E) : 8.y = ( -1-23‘— sin x - SIEXL (0p x)e”

Mo¥no tvrdit, e neexistuje (f + g)°“(a) (funkcie f, g s definované
v okol{ bodu a), ak: :

1. existuje vlastnd f (a) & neexistuje g’ (a) ?

2. £ mé v bode a nevlastni derivdciu a neexistuje g'(a) ?

3. neexistuje £ (a) ani g’(a) ?

Nech £, g st spojité funkcie definovené na R, g (a) = +c0 , £ (g(a))>
> 0. Potom existuje nevlastnéd derivdoia funkcie fo g v bode a. DokédZte!
NdJdite derivdcie funkeid:

xz- 1

1
2o Y = ln—z-—- 3
-1 x4 1

in (x+Vx§+1) $ ‘ .

4,y-%1n(1+x)-%1n(1+12)‘2—(1'1;—'ﬂ‘ 3

1. ¥ = logy(te ;-) ;

3oy

5. ¥y = x 1n (x +')/1 +x2) '\/1 +’x2 '

mgz(xz-r x+ 1)
e

6oy. $

1 1 + X 1 + X cos a
7.y-sinaln7_4x--ctga.1n % cos s
8. y = x (8in (1n x) - cos (1n x))

9, y-Vx2+1 - 1ln (-1;+V1 +12-) H
x

10. ¥y = logzx o 10331 «.lnx .,

1. y = ¥x - arcetgVx 3 2.y = x arcein x
sy - s by = arots —E— |
1+V1 -::E

S.y-xarcainvr-f—i+arotgﬁ-ﬁ 3 '

_ ) arotg (2x + x )
6. ¥y = 1n (arccos —_-1__) $ Te y=3 ] 4

x

oy » aroatn (IS SRZ )

x (arcsin x)2 + 21}1 - xE arcsin x - 2x

9. ¥

x
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10. ¥y = V% arcsin (\/% sin x) .
1 +»x2 ; VYx -1

295, le ¥ = 2, ¥ = 3
31/1:4 sin'x 31/(:: + 2)2 \/(x + 3)°
3 gin 3x | < x
3.y = 1——_'_——8-{%—3;.16(0.—5);4.3=x,x>0 H
x2
5.y = %%, x>0 | 6o y=x , x>0 3
sin x cos X
7. y = (cos x) + (8in x) , X€ (0, 3%) .

RieSenie: 1. Vypolet sa zjednodus{ nasledujicou idvahou:t ak funkcia f md v bode a derivdeiu

a f(a) ¥ 0, tak (In {£]) (a) = ?%;7 £'(a); odtial mo¥no vyjadrit

°(a) = £(a).(1n I£{)"(a) .

. 2
V nafom pripade y = 1rx sy (In]yl)'= (In )1 + xal'—bg In {x| - 7 1n Isin xi{)’=
3Vx4 ain7x
2 2 2
- %; - 7T ctgx = 2x = 5~ - 7 ctg x. Teda y'= 1t x L —2E=d = -
1+ x Ix (1 + x7) 3/x4 in'x Ix (1 + x°)
- 7 ctg x).

g ,
4, Funkcie tvaru f (o funkeii f predpokladdme, Ze je nezdpornd) moino derivovat
na zdklade Uvahy z riedenia pr. 295.1 alebo (8o je vlastne to isté) prepisat ich predpis do

podoby o8 - ln £ a takto zapisani funkeiu potom derivovat na zdklade viet o derivdcii sudi-
nu a zlofenej funkcie. ,
x . x ln x x 1ln x x
V najom pripade (x ) = (e Y =8 c(xInx)’=x (lnx+ 1),

296. Uvedte priklad funkecif f, g takych, fe

1. neexistujd £°(a) ani g’(a), ale existuje vlastnd (f.g) (a) ;
2. neexistuje g’ (a), ale existujyi vlastné £ (a) a (£.g)°(a).

(InSpirdciou mdZu byt priklady 287 a 288.)

297, Nech f:R->R Je spojitd funkcia, nech v bode a je f(a) £ 0 a existuje

nevliastnd f (a). Potom funkcia % mé v bode a nevlastni derivdeciu -f “(a).
DokdZte!

298, Nech funkcia f je definovand v okoli O(a) bodu a, prifom pre vietky
x€ 0(a) plati [f(x) - £(8)I< K Ix - al, kde K je kladnd konStanta.
Nech funkcia g md derivdciu v bode f(a), g (f(a)) = 0. Potom funkcia
g0 f mé derivdciu v bode a rovni 0. DokdZite!
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299, N4jdite derivdcie funkeid:
1/ 2 2 ' :
b+acosx+)b~a Sinﬁ,xE(O,x)‘,Osa<b i

a + b cog Xx

1oy51

2, ¥y = 1n (1 + sinax) - 2 sin x , arctg (sin x)

1— -
3. yaar°;°sx+%1n 11 xz? ;
1 +V1 - x

4.y=x1n2(x+V1+xz)-2V1+x21n(x+ 1+x2)+2:: 3
5.y,']_n_£_'."_.a_-+%arctg% 3
Vx2+b2
.2 Ne
1 X+ xV2 + 1 &/E_
6, ¥y = == 1n - arctg 3
V2 x- xV2 +1 2V'_ 2_1
7.y =x-1n 1+e21+e'xarcctge
- 8in x 1 + 8in x :
B.yuz—z——— coax-zsinx-u-Zarceinx.-—-———-—v; .
9, y = e arcsin * (cos (m arcein x) + sin (m arcsin x)), Ix[<1 ;
10.}'-=11'11/:1:2--2x<:osa-'-1«c-t‘:‘!:gt;-..eu'c'l;g"";;;°:'5 3
11.y-|(x-1)2(x+1)3| $ 12.?-[::] sin® T x 3
1-x » 8k x<1
3. y=< (1 =x)(2 ~-x), akx€<1,2Y 3
- (2 = x) , 8k x>2
arctg x , ak Ix| <1
4.y = 3
—’i-agnx+5—§-—1,ak Ixl>1
1 (in x)*
15 ¥ = 1n (ch X) + ——— 16. ¥y = .
2 chx ' x18 X
> arctg x
- 17. ¥y = (arcein sin“x) $ 18y =x ;
T%—i logxe -~ 1+1ln x 1*1'6_23;3
19. y = x -2 x . e o+ e .

300. Ako treba vybrat koeficienty a, b, aby funkcia

2(x) = { x° » 8k x§ X,
ax + b , ak x>x0

bola spojitd a mala derivdciu v kaZdom bode x€ R?
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301. Ak funkcie f1, cony fn majld derivdciu v bode &, tak (f1 .f2. oo .fn) “(a) =
- f{(a).fz(a). eee o £ () 4+ 11(5).f2'(a).f3(a). cee o £ (0) 4 40l 4
+ 2.(8)e ooo o £ _,(a) 2 (a), DokdZte! Na zdklade toho ndjdite £°(0), ak
f(x) = x.(x - 1). ase e (x - 1000)0

302, Nech nezdporné funkcie f, g maji derivdciu v kefdom bode x€ R. Ndjdite
derivdciu funkcie y, ek

1. y-\/fz(x) +52(x) $ Z.Y'arctg;: $
3. ¥y = log g(x) (£(x)>1) 3 4.y = r(xa) H
£(x)
' £(x)
S5¢ ¥ = r(sinzx) + g(coszx) 3 6o y = £(&X),e .

303. NAjdite vzorce pre siSty:
1 Pn(x) =1 4+ 2x + 3::2+ eee + nx®=1 $

2. Qn(x) =1 4 3::2+ 5x4+ ese + (2n - 1)x2n"2, Ixl &1
3¢ R (x) = 124 2%x 4+ 3%x%4+ ...+ 220 s X A 13

4. T (x) = cos X + 2 co8 2X + «.. + D CO8 NX , X # 2kR (kE€Z) .

304, Ako treba volit &islo A« € R, aby funkoia

x* sin-;-t,akx;‘o
f(x) =
4] s 8k x = 0

bole

1. 8poJitd v bode O ?

2. mala derivédciu v bode O ?

3. mala derivdciu, ktord je spojitd v bode 0 ?

305, MoZno poufit vetu o derivdoii zloZenej funkcie na vypofet derivdcie fun-
koie y = ainz(j\/xa) v bode 0?7 Existuje tdto derivdcia?

306, Zostrojte funkciu f:R->R tek, aby
1o definifnym oborom jej derivédcie bola mnoZina {1, 2} )
2. bola rastica, male vlastni alebo nevlastni derivdciu v kaZdom bode
X¢R a pre kafdé n¢ Z platilo £ (n) = +c0
3. mala derivdoiu v ka¥dom bode x€ R, funkcia f bola nespojitd préve
v bodoch mno%iny v { 0} a aby platilo £ (n)= a (& je dané redlne
&fslo) pre ka¥dé neiNv {0}.




ﬂ Veta 4. Ak funkcia f md v bode a derivdciu, tak f je v tomto bode ‘mpojitd.

307+ Nech funkcia £ md v bode a obidve Jednostranné derivdoie, Potom £ Je
spojitd v bode a. DokdZfte!

308. Uvedte priklad funkcie, ktord Je spojiti v ka¥dom bode mnoiiny'm a nemd
vliastni ani nevlastni derivdciu v Ziadnom bode mnoiiny Nt

~ 309, Uvedte priklad funkcie f takej, Ze £°(a) = -0 a
1. £ je spojitd v bode a ;
2. a je bod nespojitoati 1. druhu runkcie b G
3. a Je bod nespojitosti 2, druhu funkcie f .

4.2; Derit vdoia inve rzn e,j funkoile

Veta 5. Nech funkcia £:I3>R, rydzomonotdnna na'intérvaléyl, md derivdoiu v bode a, Po-
tom inverznd funkcia t'1 mé vlastnd alebo névlastni dqrivﬁciu v bode f(a), priéom plati

*

a/ ak £'(a) ¥ 0, tak (f-i)'(f(a))‘- 'f"JTET ;

b/ ak £ (a) = 0 a f je rastica, tak (f-l)'(f(a)) x +00 3

¢/ ak £'(a) = 0.8 £ je kleaajﬁca; tak (f'f)f(t(a)) * w0 .

310, Ndjdite derivdciu funkeie £~1 v bode b, ak
1e £(x) = x + % 15, d/ b =0, p/ ‘b = % $

2. £(x) = 2x -,% cos X, b = ;'% 3

3. £(x) = 0,1 x + el X bs=13

4. 2(x) = 2x°= x4, x>1, b =0 ;

5 £{x) = 2x2- x4, x€(0. 1). b = %,.

Risdenie: 1¢L/. Pretoie b = f(o) a ' (x) =1 + x ’ Jo podra vety S (f ) (b) = -l- =1,
r(o)
(Ako ma presvadéime o rydzeJ monoténnosti funkecie £, ukéZeme neskér - po:ri vetu 11 )

311. Odvo&te vzorec pre derivdciu inverznéj funkeie z vety o derivdocii zloZe-
nej funkcie a stanovte predpoklady, za ktorych moZno toto odvodenie vy~
konat'! )

312, Na zéklade vety o derivécii inverznej funkoie néjdite derivéciu tunkeif
1. £(x) = arcein x ' 2e £(x) - arccos X 3§
3. 2(x) - arctg x‘;' , ' 4. £(x) = arcotg x ;
5 £(x) = 1In x , |
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313. Nech £ je prostd spojitd funkcia definovand na intervale (-¢ , t ), kde
¢ je dané kladné &islo, nech £ (0) =0 , £(0) = 0. Potom funkcia £~
md v bode 0 derivdceiu rovni 0. Dokdite!

4.3, Diferencidédl

Hovorime, %e funkcia f (definovand v okol{ bodu a *)) mé v bode a diferencidl (je di-

Bl

ferencovatelnd v bode a), ak existuje redlna kon3tanta A takd, fe pre funkciu w, definova-

na vztahom ‘ .
f(x) = £{a) + A (x - &) + w(x)
plati 1im &zl . g

X ~ a2
x—>a

Funkeia definovand predpisom y = A (x - a) msa v takom pripade oznaduje df(a) & nazyva
na diferencid) funkcie f v bode a. Funkcia df(a) sa zvy&ajne zapisuje v tvare df(a) =
*x)
= A dx(a)

, kde symbol dx(a) (oznadujiei difersncidl funkcie g(x) = x v bode a, tj. fun-
kciu dani predpisom y = x - a) ea nazjva diferencidl nezdvisle premennej.

Veta 6. Funkcis f je diferencovatelnd v bode a prdve vtedy, ked f mé v bode a derivd-
ciuj pritom plati A = £ (a), kde A je kon3tanta z definicie diferencidlu funkcie f v bode a.

Graf funkcie y = f(a) + £'(a)(x -~ a) je dotyEnicou v bode (a, f(a)) ku grafu funkcie
f. Ak je funkcia f apojitd v bode a, pridom f'(a) je nevlastnd, je dotySnicou v bode
(a, f(a)) ku grafu funkcie f priamka x = a,

314, Ndjdite dotyZnicu v bode A ku krivke y = £(x), ak:
1. £(x) = (x +1) 3 -x, &/ A= (=1, 0), B/ A= (2, 3)

2, £(x) = |x - 1| In (x + Vx?+ 1), A = (0, 1)

3. 2(x) = Yx - 1, A = (1, 0) 3
4, £(x) = ——l-—z, A je prieselnik krivky y = f(x) s hyperbolou y = T—%—;.

1 +x

315, N&jdite rovnicu tej dotyinice k parabole y = x?- 2x + 3, ktord jJe

1. rovaobeind s priamkou 3x - y + 5 = 0 3

2. kolm4d na priamku x + y - 1 = 0.

x)

rovnako ako derivdciu v bode a moino aj diferencidl v bode a definovat za slabiieho pred-
pokladu ,a € D(f) je hromadny bod mnoZiny D(f)"

XX . '
) pismeno a sa v zdpisoch &asto vynachdva. mneto sa moino stretnut aj so zdpisom df = A dx
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316, 1. Aky musi byt vztah medzi koeficientami a, b,c, aby sa parabola y «
ax’+ bx + o dotykale prisamky y = 0 ? :
2. Pre aki hodnotu parametra a sa parabolé y = ‘vaxz dotyka krivky y =

= Iln x ?

317. Pomocou derivdcie a diferenciflu nezdvisle premennej zapilte df(a), ak
funkoia £ je dand predpisom:

1. £(x) = ll’v_—_-’s ; 2. 2(x) =A%+ x°

e |
2 ain x 1 x x

. f = 1n (1 = x°) 4, £(x) = in |tg (F + Pl

2 £x) =10 (1 =270 ) zeeets ' 2 A

318. Nech u, v, w 8i kladné diferencovateIné funkcie, nfjdite diferencidl
funkcie y v bode a, ak
u

1. ¥ = u.vew 3 - 2. y==3 3
R

3.7 = arctg% H 4o y = 1n‘Vu2+ bv2 . .

319, Pomocou diferenciflu odvodte pribliZné vzfahy pre ﬁpo&et nasledujicich
vyrazov:

1. "t/32+ x° (a}O, x dostatodne maléd)
2, 1In (x + Y1 + x*) (x blizke 0)
3. arctg (1 + x) (x blizke 0) ;

4, %a"+ x (a>0, x blizke 0)
5. 1n (tg %) (x blizke &islu —’-5») ..

Rie3enie: 5. Funkcia dand predpisom f£{x) = 1ln (tg %) mé v bode -3'2: derivdciu t'(—’%) = 1, pre-

to je podla vety 6 diferencovatelnd a moino ju teda pisat v tvare f(x) = f(—:%) + f’(-j%) .

. (x - -1%) + wix) = (x = .7.52..) + W(x), kde lim 9—% = 0, Zanedbanim funkcie W (x)
i ' x-»,'E' =72
2
e
3.
mend, e hodnoty funkcie f nahrédzame funk&nymi hodnotami Jjej doty&nice v bode (-1-52-, 0),
tw (x) vyjadruje chybu, ktorej sa pri takomto nahradeni dopu¥tame.)

dostaneme pribli¥ny vzorec 1n (tg 32‘-)  (x - %) pre x blizke &islu (Geometricky to zna-

320. Nech funkcia f je definovand v okol{ bodu a€R. Potom si nasledujice dva
vyroky ekvivalentné:
a/ funkcia f Je diferencovatelnd v bode a 3
b/ existuje funkcia ¢ (s rovnakym definidnym oborom ako f), ktord je
spojitd v bode a, pri¥om plati f(x) = f(a) + ¢(x) (x -~ a) .
(Vyrok b/ sa nazyva Cechova definicia diferencidlu.)
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4,4, Derivdcie vys&ieh réddov

Derivécie vy3isich rddov definujeme rekurentne: Nech funkcia f je definovand v okoli

£(0)

bodu a € R; oznafme t= £, Hovorime, %e funkcia f mé n-ti derivédciu v bode &, resp. ne-

vlastni n-ti derivdciu v bode a, ak existujs derivdcia, resp. nevlastnéd derivécia funkcie
f(n-1)

v bode a. n-ti derivédciu v bode & aj nevlastni n-ti derivédciu v bode a oznadujeme

f(n)(a). (Analogicky sa definuji vlastné a nevlastné jednostranné n-té derivédcies v bode a.)

Derivécia funkcie f(n-1) (n)

sa nazyva n-td derivdcia funkcie f a oznafuje sa £' ', Okrem o-

znadeni f“), f(Z), f(3), f(4), f(S), ees 8a poudfveji aj oznalenia £, £°°, £°°°, £°°°°
{alebo fIv), fv. e o
Platia nasledujice vztahy:
m-m
m!_ X
—————— <
(xM(m) o (m-mh? mens e (me )
0 , ak n>m
(sin X)(n) = gin (x + % ’ (cos x)(n) = com (x + -n—g'—)
(qx)(n) « 2% 1n"a (ex)(n) s X
n-1 n-1
-1 - - -
(log&x)(n) 2 (=) - (nn 1)1 x>0 (1n x)(n) L {=1) (2 1)1 , x>0
x 1lna x

Vota 7 (Leibnizov vzorec). Ak funkeie f, g maji n-ti derivdciu v bode a, tak exiatuje
(f.g)(n)(a) a plat{ n

(f.g)(n)(a) - kzo (:) f(k)(a).g(n-k)(a) .

321, Ndjdite y°°, sk
1e ¥ = x1/1 + :|:z 3

x

2. Yy = H
1 - x°

) -x° 2

3.y =¢e 3 4. y = (1 + x) arctg x ;

5. y=x1lnx 3 6. y=x (8in In x + cos In x) .
322, N&jdite urdené derivdcie nasledujicich funkcif:

Te Yy = X (2x = 1)2(1 + 3)3 ’ YVI- YVII H

2.y = (2x - D203x + T2, Al A

3.y =¥x , y(1o0

1 _
4. y = 2%, : y(22)




o Lo e (13)

5e ¥ = ’ y ;
x4+ x -2 ’

6. y = 8in 2x . cos 4x , y(15) .
7. ¥y = sin x . ain 2x . sin 3x , y(10) .

Riedenie: 1, Funkeia y je polynom 6, stupiia, teda y = aox6+ aix5+ eee +agy nie jeo taiké vy-

Vi 6

= 4, Potom y 8‘(&01 )VI

poditat, Ze a, + §1xs+ cee * B = ao(xG)VI+ a’(xs)vx+ ess + asxVI =

VII

= 61 a, = 6! 4 =2880. y = 0 {rdd derivdcis je vyk3i ako stuped polynomu).

5., Funkciu y moZfno zapisat v podobe, ktord je pre derivovanie vjhodnejsia:

- —2x* 1 2x + 1 - {x+2)+ (x -~ 1)7. 1 .
AR T R | ) Bl ) [ R ) e e

Potom y(13) = ((x - 1)-1)(13)+ ((x + 2)‘1)(13) - (-1)13 13! ('x - 1)‘14+ (-1)13 13! (x + 2)°14.

1 1 .
= - (131) . ) .
(x-10" (x+2)"

.

323, Pomocou Leibnizovho vzoroca ndjdite uréoné derivdoie nasledujiicich fun-

kcifs | )
1+ x ' (100)

e ¥ = 3 y ;
Y1 -x :

2o y=xlnx 3 v

3oy = x°sin 2x $ 3(50) -

4, y = co8 JX | y,,‘ .
Wi-a= | )

5. Y= (xz_ 2x) cos 3x . ‘ y(101) :

6o y = (x - #in x)2, 5160

7. ¥ = x sin x cos 2x , _ y(100) .

324 j. Ak funkcia f md derivdoie aZ do rddu n, tak platf
| (£(ax + 5))(B) o oP £(M)(ax 4 v) ,
Dok4¥te! ‘

325, N&jaite y¢?), ak:

1. ¥y = 1n (ax + b), 3 2,y = E"Tfl:—ET s
1 1
30 ¥ = gp———— de Yy = '

5. y= sinzx 3 , 6. ¥y = 8in 3x cos 5x
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Te ¥ = sin4x + cos4x 3 8. ¥y = sinzax cos bx .
326. N4jaite y‘P), ak:
1.y = (x = 1) 2% 2.y = == :
i * =
3.y = x°sin bx s 4,y = (x2+ 2x + 2) X%
5. ¥ = x logy(1 - 3x) 6. y= (3~ 2x)? 273X
327. Néjaite £{™)(0), ak:
1 2 2x
10 f(x) = (1 p zx)(T + x) 3 »2. f(x) = X e 3
3. 2(x) = == H 4., £(x) = -—35-—2 3
Y1 - x 1=-x
5. £(x) = arcsin x 6. £(x) = arctg x
To £(x) = —loy .
(1 - x°)

RieSenie: 6. Pretoe £ (x) = — 5 » platd (1 + x°) £7(x) = 1 pre vietky x€{R. To znamend,
1+ x

%o funkcia (1 + xz) £ (x) je ne R kondtantnd, preto jej derivdecie vistkych réddov su rovné O:
[u +x2)f%x)]‘k)- 0 (kew) .
Poloime k = n - 1; pre n = 2 md uvedend rovnost tvar
(1+x%) £°7(x) + 2x £°(x) = 0 (x)
a pre n2 3 poutitim Leibnizovho vzorca dostaneme
e ™ s2m-Nxe"™ @+ m-1m-2 ™) =0 ,

(A2 pre k22, tj. n3» 3, obsahuje Leibnizov vzorec vietky nenulové derivdcie funkcie 1 + x2,
zApies prvej derivdcie funkcie (1 + x2) £'(x) sa teda odliBuje od zdpisu k-tej derivdcie
tejto funkcie pre k> 2, preto treba pripad k = 1 robit samostatne.)

Ak v poslednej rovnosti poloiime x = 0, dostdvame pre n3 3
£ (0) « = (n - 1)(n - 2) 220y ,

¢o je rekurentny vztah pre vyjadrenie f(“)(o). Dosadenim do predpisu pre £’ dostaneme

£°(0) = 1, z (x) vychAdza £°"(0) = 0, Na zdklade toho md%eme matematickou indukciou dokdzat,
f(2k*2)

%a (0) =0, £/ 0y = (c1)(2k)1 prek = 0, 1, 2, .us .

Poznémka: Predchddzajuce dvaha méd (najtastie len zdanlivo) jeden nedostatok: ak chcems
pouiit Leibnizov vzorec na vypolet (n-1)-vej derivdcie sudinu (1 + xz).f'(x), treba sa naj-
prv presveddit, %fe existuju (n-1)-vé derivdcie funkcii (1+x2) a £'(x) (tj. (1 + x2)(n-1) a
f(n)(x)); to sme ale neurobili,

2)(n-1)

s Je Yahké; zostdva teda dokdzat existenciu
(k-1)

Dokézat, Ze existuje (1 + x
)(n)

(arctg x . (Ndvod: moino postupovat indukciou; z predpokladu, %e f Jje podielom poly-
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némov Pk ) 2 Qk~1' pridom Qk_1 nemd redlne korene, vyplyva na zdklade vety o derivédcii po-

dielu, %e f

(i) existuje a moino ju zapisat v tvare podielu polynomov P 2 Q’k' priéom Q ne-

mé& reédlne korene,)

328,. Dokd%te, %e funkcia definovand predpisom

329.

330.

331,

2n 1
t(x) =d ¥ sin ¢, ak x A0
' 0 'akx-o

(neN) m v bode 0 derivdcie a3 do rddu n, ale nemd (n+1)-vi derivdeciu
v tomto bode.

4,5, Zdx1ladnié vety diferencidlneho
po&tu : '

Vete 8 (Rolle). Nach funkcia fi1<a, b) <R vyhovuje nasledujicim podmienkam:

(1) £ je epojitd na intervale <a, b> ; .
(ii) v kaZdom bode x €(a, b) existuje vlastnd alebo nevlastnd £ (x) ;

(iii) f£(a) = £(b) .

Potom existuje bod ¢ €{a, b), v ktorom f (c) = 0,

Nech funkeia £ je spojitd na intervale (a, b), kde a<b, a, b€R*, nech
pre ka¥dé x € (a, b) existuje vlastng alebo nevlastnd nenulovd f (x), Po=-
tom £ je prostd na intervale (a, b). DokdZtel

Nech funkcia f je n-krdt diferencovateInf{ na intervale <{a, b) (to zne-
mend, ¥e existujd 1(1), eeey t(n) definované na intervale <{a, b) ) a
md tam nulové hodnoty v n+1 bodoch., Potom existuje také o€ (a, b), Ze
£(1) () = 0. Doké%te!

Ak 8 vBetky korene polynomu Pn(x) - aoxn+ cev + 8 (ao. cesy 8 €R,
8g # 0) redlne, tak aj Jeho derivdcie PA, ceny P;n"1)majﬁ len redlne

korene,

(Komplexné ¥I{slo a sa nazjva m-nisobny koreil polynomu P, (nym, n, m¢€
e N), ak moZno Py pisat v tvare Pn(x) s (x - a)an_m(x), pridom &islo

e nie je korefiom polynomu Qn—m‘ Z4kxladnd veta algebry hovori, Ze sidet

ndsobnosti navzdjom rdznych komplexnjoh korefiov polynomu sa rovnd jeho
stupiiu. Teda polyndm Pn stuptia n md v8etky korene redlne prdve vtedy,

ked sidet ndsobnosti jeho navzdjom rdznych redlnych korefiov je n.)



332,

333.

334.

335.
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UkdZte, Ze rovnics x3- 3x2+ 6x - 1 = 0 md len jeden korefi, pridom tento

korefi je prosty (prostymi sa nazyvajdi jednondsobné korene polyndmu).

Nech funkcia f:(a, b)->R, kde a<b, &, be RY, je spojitd, md vlastni a-

lebo nevlastni derivdciu v kaZdom bode x¢ (a, b) & nech lim f(x) =
x—>8a

= lim f(x). Potom existuje c¢ (a, b), v ktorom £ (¢) = 0. Dokdite!
x->b

Zostrojte funkciu f definovani na intervale <a, b>, pre ktori f(a) =

= £(b), pre ka?dé x€ (a, b) existuje vlastnd f (x) a pre vietky x ¢

¢ (a, b) platf £7(x) # 0.

Funkcia y = 1 - 3V 2 nadobida nulové hodnoty pre a = -1, b = 1, ale na-
priek tomu nemd v Ziadnom bode intervalu (-1, 1) nulovd derivdciu. Je
to v rozpore a tvrdenim Rolleho vety?

Veta 9 (Lagrangecva veta o strednej hodnote)., Nech funkcia fi {a, by—>R vyhovuje na-

sladujucim podmienkam:

336.

337.

(i) £ je spojitd ;
{ii} v kaZdem bede x¢ (8, b) sxistuje vliastnd alebo nevlastnd £°(x).

£(b) - f{a
b -an

-

Potom existuje bod c € {(a, b), v ktorom £ {c) =

1. Nech funkcia f je definovani na intervale I, pridom v kaidom bode
x¢ I plati £°(x) = 0. Potom funkcia f je konZtantnd na intervale I.
Dokdzte!

2. Uvedte priklad takej funkcie definovanej na otvorenej mnoZine M, Ze
f°z0naMaf nie je kondtantnd na mnoZine M!

1+ x

1 -x

derivicie v kaZdom bode mnoZiny (-w , 1)v (1, ). Na zdklade toho od-

vodte vztah medzi funkciami f a g !

UkdZte, Ze funkcie f(x) = arctg

a g(x) = arctg x majd rovnaké

Risderie: Derivovanim dostaneme f (x) = —1—-—2‘ y x(-_lR\{ 1 } ’ g'(x) = 1 5 . Oznadme h =

1+ x 1 + x

i= £ - g; potom h'(x) = O pre x€ (-c0, 1), h'(x) = 0 pre x€ (1,00 ). Podla vysledku prikla-
du 336 je teda funkcia h kendtantnd na intervale (-« e, 1) 8 kondtantnd na intervale (1, 00).
Hodnotu kondtanty na intervale (-co , 1) nédjdeme sko funkZni hodnotu v niektorom vhodne

zvolenom bode, napr. k, = h(0) = arctg 1 ~ arctg 0 = -Z%. Pretofe vypoZet h(c) v niektorom

¢€ {1, ) by bol komplikovanejsi, pombieme si nasledujicou tvahou: pretcie h(x) = k2 na in-
tervale (1, w ), plati k, = lim h(x) = - LZ_E._13g . Celkovo teda
2 2 4 4
X1+
n
. —— , ak x<1
arctg 12 x 4

1_x—arctgx-

-%ﬂf , 2k x>
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1 +
1 -

o mbieme prepimat do podoby arctg >

:-arctgx--lc-agn (x—1)——‘%,xﬂ1.
338, DokdZite rowvnosti:

1. arctg x = _JCZ - arcetg x , x€R

2e arcsinxq—arocosx-—’% y X € <=1, 1> 3

3. 2 arctg x + arcsin—-—zl‘-?a T egnx, Ixt21 "
1+

4., 3 arccos x - arccos (3x - 4x3) = T , |xl$% H

X

5., arcgin x = arctg > xC (=1, 1) .

V1 - x

339, Nech funkcia f je definovand na intervale I, nech pre kaZdé x¢ I plat{
£°(x) = x (k je redlna kon3tanta). Potom f(x) = kx + b. DokdZte!

340. Dokd%te, Ze funkcia sgn x nie je derivdciou Ziadne] funkocie!
341, DokdZte nasledujiice nerovnosti: v .

1o I8in x - sin y|S|x - y| , x, YER

2. p ¥ N (x - 1< xP- yP<p P (x - ¥), &k O<y<x, P>1
30 | arctg a - arctg bl < |a - bl , a, b€R 3

4.2—5——9<1n§<9-§—9, ak 0<b<a .

Riefenim: 1, Pre x = y uvedend nerovnost zrejme plat{. Ak x<y (dékaz pre x>y by bol rovna-
ky), tak na intervale {x, y> funkcia f{x) = sin x vyhovuje prsdpokladom Lagrangeovej vety
o strednsj hodnote, podla ktorej sin x - siny = (x -~ y) cos ¢ pre niektoré c€ (x, y).
Pretoie |cos cl< 1 pre Iubovolné cCiR, je isin x - sin y| = jcos el.ix = yig Ix - yl.

342. 1. Nech funkcia f md na ohranifenom alebo neohranidenom intervale
(a, b) ohranifend derivdciu f°. Potom f je rovnomerne spojitéd na
(a, b). DokdZte!

2. Ukdite, Ze funkcia f(x) = x sin-"i Je rovnomerne spojitd na interva-
le (0, 1), ale nemd tam ohranieni derivdeciu!

343, Nech funkcia f, ktord md v kaZdom bode ohranilendho intervalu (a, b)
derivdciu, nie je ohraniSend na (a, b). Potom funkcia £  nie je ohra-
nidend na (a, b). DokdZte!

344, Nech f, P 8i funkcie definované na otvorenom intervale ICR, £ je spo-
- jitd a pre kaZdé x, y€I, x<y, existuje z €(x, y) tak, Ze F(x) - P(y) =
= (x ~ y) £(2). Potom na intervale I plat{ F' = f. DokdZte!



345.

moino

346.

347.

348,

spl#aji nasledujice podmienky:

T {i1) v kaidom bode x € (8, b) existuji vlastnd alebo nevlastnd f (x) a vlastnd g'(x)r
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Nech derivdcia funkcie f je spojitd na uzavretom intervale <{a, b> .
MoZno tvrdit, Ze pre kaZdy bod c€ (a, b) existuje interval <d,pH3 C
¢ (a, b) taky, Ze f'(c).(p ~d) = f(p) - £(o) ?

Veta 10 (Cauchyho veta o mtrednej hodnote). Nech funkcie f£:{a, bD>—»R a g1 {8, b

(i) f a g 80 spojité na intervale <2, bD> ;

Potom existuje bod ¢ € {(a, b), v ktorom plat{i
(£(v) - £(a)) g"(c) = (g(b) - gla)) £'(c) .
Ak 84U naviac splnend predpoklady
(31i1) (£ (g (x))2> 0 pre keidé x € (a, b) ;
(iv) g(b) # gla),
uvedeni rovnost pisat v tvare

fgb; - fga; . ti(e)
g(b) - g(a '

g (c)

Ndjdite chybu v nasledujicom ,dékaze" Cauchyho vety: ,Nech funkeie f, g
vyhovujd predpokladom (1), (11), (iv) & nech g’(x) £ © pre x€ (a, b).
Potom kaZdd z funkeii f, g vyhbvuje predpokladom Lagrangeovej vety o
strednej hodnote, a teda plati f(b) - £(a) = £ (c) (b - a), g(b) - g(a)
= g'(¢) (b - a) pre niektoré c€(a, b). Ak vydelime prvi z tychto rove-
nosti druhou, dostaneme

£(b) - f(a) _£7(c) .
g(b) - gla) g (e)

Nech funkcia f & jej derivdcia sd definované na intervale <1, 2> . Po-
2
tom existuje c € (1, 2) tak, Ze £(2) - £(1) = 5~ £°(c). Doké%te!

Nech funkcia f a jeJ derivdcia f£° si definované na intervale <{a, b),
pricom a.b > 0. DokdZte, Ze potom existuje c¢ (a, b) tak, Ze
a b

f(a) f£(b)

1

=% = £(¢) ~ ¢ £ (o).
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4,6, Vydetrovanie niektoryech vliastnos-
tf{ funkeif{ pomocou diferencidlne-~
ho pod&tu

4.6.1. Monotonnost

Veta 11, HNech funkcia fiI~»R je spojitA na intervals I a m# derivdeiu v kaZdom jeho

vriternom bhode. Potom

1.3k £ >0 (f'; 0) vnitri intervalu I (tj. ak pre ka?dy vnitorny bod x intervalu I
plati £ (x}>0 (£ (x)2

0)), tak f je rastica (neklesajica) na I ;

2, ak £'< 0 (£°¢ 0) vnitri intervalu I, tak f je klesajica (nerastica) na I.

349, Ziastite, na ktorych intervaloch si nasledujiice funkcie monotdnnes

JX-XB ; 2.y3-—g-]-(—-2.;

1 +x

4]

1e ¥

3. y=x + 8in x 4, y = x + Isin 2x|

.o

2
S.yacos-lci; 6. y = X
2
2 2

7¢ ¥y = x=-1nx 3

x (V% + 8in 1n x ), ak x>0
8. y =
0

, 8k x = O

350. HNech funkeia f:I-+>R je rastiica na otvorenom intervale I a diferencova-
teTnd v kaZdom bode x€I. Potom f (x)3» 0 pre ka%dé x € I, DokéZte!

351, Pre ka%dy polynom P, stupfia n > 1 moZno ndjst &islo a> 0 tak, Ze Py je

rydzomonotonny na intervale (-« , - a) & rydzomonotonny na intervale
(a, @ ). DokdZte!

Veta 12, Nech funkecie f, g 8l n-krdt diferencovatelnéd na intervale I, nech v bode a€ I

plati f(a) = g(a), £'(a) = g"(a), ... , f(n'”(a) = g(n'”(a) (teda ek n = 1, predpokladdme
len £(a) = g(a)). Potom

1. ak f(n)(x) > g(")(x) pre vietky xCIn(a, 0 ), tak £(x)> g(x) pre vletky xc I N
n(a,00 ) (pritom samozrejme predpokladéme, is I (a,c0 ) # £) ;

24/ ak f‘(n)(x) > g(h)(x) pre vietky x€ In(-w, a) an Jje pirne, tak f(x) > g(x) pre
vietky x¢ Im(~co, &) 3

(
2%/ ak f n)(x) > g(n)(x) prea videtky x¢ In(-co, a) a n je nepirne, tak f(x)< g{x)
pre vdstky x¢ In(-co, 2) (pritom predpokladdme In (~co , 8) ¥ #).
352, DokdZte nasledujice nerovnosti:

1. > 1 4+x pre x £#0 4
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3
2 x-%—( gin x<{ x pre x>0 ;

3 tgx> x pre 0<x<-%~

[o)

13 : X
4. tgx>x+3— pre0<x<-2- 3

Sox"‘-1 >d(x -« 1) pre a2, x>1 P

6, Vx - Va < Yx - a pren>1, x>a>0 3

7.1+21nx<x2 pre x>0 .

N

353, Dok4¥te nerovnost T—f—_—i <In(1+x)< x prexd>=1 8 na jej zéklade

rovnost lim (Jﬁ+ﬁ-:-_-1-+ oo +%ﬁ ) cln?.
n-»oo ‘ ,
354. Nech M je kone&nd podmnoZina intervalu I = (a, b), kde a<b, a, b€ R,
nech funkcia f je spojitd na I a md kladnd derivéciu v kaZfdom bode x¢€
¢ I~M. Potom £ je rastdica na I, Dokézte'
(V3imnime =i, 3e v predpokladoch tohto tvrdenia sa nehovori ni& o existencii derivd-
cie v bodoch mnoiiny M; tede funkcia £’ mbie byt definované v niektorych (alebo aj
vo vietkych) bodoch mnoiiny M, ale pripuiita ea aj moinocst, %e defln1énym oborom fun-

kcie f° je len mnoiina I~M.,)

355, Nech funkeie f, g si diferencovatelné na intervale <&, ), f(a)> _
> g(a) a nech pre vietky x€ (a,o0 ) plat{ £°(x)3 g (x). Potom pre viet-
ky x¢ {a,00 ) plati f(x)> g(x). DokdZte!

356, Musi byt derivédcia monotc'mnej, funkcie monotdnna?

4.6.2. FKonvexnost a konkdvnost. Inflexné body

Funkcia f pa nuzyva rydzo konvexnd (konvexnd) na intorfale I1CD(f), ak plati
Vx,yel, x#y Vp,q50,p+gq s ts f(px + qy)< pfix) + ¢fly) (%)
(¥x, yeI, x#y ¥ p, a>0, p+q=1: f(px + ay)§ pf(x) + qfly) ) .
Funkeia £ sa nazyva rydzo konkdvna (konkévna)'nalintervale ICp(r), ak plati
Vx,yeI, x#y ¥p, 050, p+q=1: fpx+ ay)>pfix) + qfly)
A%,y yel, x Ay ¥op, 050, ptge s fiox + ay)y pf(x) + qt(y) )
(Gscmetricky moine vvreck (x) inbérpretovafktagtoz pre Ihbévé]hé 2 &inla x, ye I, x<y,
Tai{ tnedka spAjajuen body (x, f{x)) a2 (y, f(y)) nad grafom funkcie f/{x, y).)
Veta 13, Nech funkeia f je spojith na intervale I’a.dvakrét diferaencovatelnd v kaidem
Jehe vniternom bode. Potom : )

Toak £775 0 (£7°2 0) vnusri infervalu I, tak f je rydzo konvexnd (konvexnd) ns I ;
<

f
2. 8k £7°C 0 (£ °¢ 0) voutri intervalu I, tak £ je rydzo konknvna {konkdvna) na I,
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Vnitorny bod a mnofiny D(f) ra nazyva inflexny bod funkcie f, ak f md v bode a darivé-

ciu 2 exintuje £ > 0 tak, %e funkcia f je rydzo konvexnd na jednej z mnoiin (s - f, a),
{ a, a +§£) a rydzo konkdvna na druhej z nich.

Vetn 14. Nach funkcia f je trikrdt difersncovatelnd v bode a a dvakrdt diferencovatel-

né v niektorom jeho nkoli. Ak £ '(a) = 0, £ °"(n) # 0, tak a je inflexny bod funkcie f.

Pozndmka. Existuji aj iné definicie rydzej konvexnosti, rydzej konkdvnosti a inflexné-
ho bodu, ktoré nie au ekvivalentné tu uvedenym. Vietky v matematickej literatire pouiivané

definicie tichto pojmov su vEsk volené tak, %e vety 13 2 14 zostani v platnosti.

357. Zistite, na ktorych intervaloch si nasledujiice funkcie rydzo konvexné,

resp. rydzo konkdvne: 5

1e § = 3x2- x3- $ 2 Y= X + ijy H

3.y =x+ sinx ; 4oy = 1n (1 + x2)
5, ¥y = x gin (1ln x) 6.y=31/m.

358, 1. Pre ktoré hodnoty pelN, gelN je bod x = 0 inflexnym bodom funkcie
B,
y = x% (predpokladdme, %e p, q s nesideliteIné &isla) ?

2. Akym podmienkam musia vyhovovat koeficienty a # 0, b, ¢, &by krivka

Yy = axty bx3+ cx2+ dx + e mala inflexné body?

3. Fre aké hodnoty parametra a je krivka y = x4+ ax3 + §x2+ 1 konvexnd
na R ?

3“90. Nech funkcia f je diferencovateInd v kefdom bode intervalu (a, b), pri-
dom £° je na (a, b) rastica. Potom f je rydzo konvexni na (a, b), Do-
kéZte!

360. DokdZte nesledujice nerovnosti:

n
1 .%(xn+yn)>(-x—-'-£—x) pre x>0, y>0, x £y, n>1

0
X+
2. %(ex+ey)>e pre x £ ¥y
3. xlnx+y1ny>(x+y)1n£—§-—l pre x>0, y>0, x A ¥y

4, %x( sin x prexe(o,-z%) 3

X +
5,+ arctg x + arctg y > 2 arctg —TI pre x £ ¥y

-

6. x - 1< log,x pre x€ (1, 2) .

C e e " X2 - . . . ..
RieBenie: 2. Pretoie (e ) "= ex> 0 pre vietky x€¢ R, je funkcia f(x) = e rydzo konvexni na R:
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teda plati
Y x, yeR, x ¥y ¥ p>0, q>0, p+ q = 1: f(px + qy) < pfix) + qfly).

‘|Ax 3pecidlne zvolime p = q = %, dostaneme

2y
1 1
e? stdxedn<clo sy e (M), xFy .

361, Ukd%te, Ze neexistuje funkcia, ktord je klednd na R a md v kaZfdom bode
x€ R zéporni druhi derivdeiu.

362, 1. Nech f je rydzo konvexnd a diferencovateInd na intervale I, nech
a€I. Potom na mno¥ine I~ {a} 1le#{ graf funkcie f nad svojou do-
tydnicou v bode a. DokédZte!

2 ., V inflexnom bode prechddza graf funkcie z jedneJ strany doty&nice
na drumi, tj. ak a je inflexny bod funkcie f, tak existuje £ > 0
tak, %e na jednej z mno%in (a - £, a), (a, &8 + £ ) lef{ graf fun-
kcie f nad svojou doty¥nicou v bode (a, f(a)), na druhej z tychto
mno¥in leZ{ pod Hou, DokdZte!

363. Nech
£(x) = x3(2 + cos %), sk x £ O

0 , 8k x = 0

UkdZte, Ze

1. £ md derivdciu v bode O ;

2. graf funkcie f prechddza z jednej strany dotyEnice v bode (0, O) na
jej druhdi stranu ;

3. bod 0 napriek tomu nie je inflexny bod funkcie f.

Pozndmka. Na vlastnostiach odvodenych v pr. 362 sa gzakladajui nasledujice definicie, od-
1i3né od definfcii pouZivanych v tomto odataveci:

1, Funkeia f diferencovatelnd na intervale I sa nsarjva rydzo konvexnd (rjdzo konkdvna)
na I, ak pre kaidé a€ I plati: na mno¥ine I~{a} le¥{ graf funkcie f nad (pod) svojou do=-
tydnicou v bode (2, f(a)).

2. Bod a sa nazyva inflexny bod funkcie £, ak existuje konelnd £ (a) a graf funkcie f
prechddza v bode & z jednej strany svojej dotydnice na druhd.

Prvd z tychto definfci{ predstavuje uilie chdpanie pojmov rydzo konvexnd a rydzo kon-
kdvna funkcia (to sme tu nedokazovali, ale méiete to skusit sami), druhd naopak Birdie ché-
panis pojmu inflexny bod (to ukazuju pr. 362 a 363).
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4.6.3, Extrémy

Nech defini&nym oborom funkcie f je interval I, Hovorime, e funkcia f mé v bode a I
lokélne maximum (lokdlne minimum), ak existujs okolie O(a) bodu & tak, ¥e plati
¥xe(o(a)~ {a})nl: 2(x) ¢ t(a) (¥ xe(ola)~{a})nIr £(x)y f(a) ) .
Pefiniciu ostrého lokAlneho maxima (ostrého lokdlmeho minima) dostaneme, ak v predchédzaji-
cej definfcii zamenime znak < ( > ) zrakom < ( > ). Lokdlne maximd a lokélne miniméd sa
sihrone nazyvaju lokdlnymi extrémami.
Vets 15. Ak funkcia f mé lokdlny extrém vo vnitornom bode a svojho defini&ného oboru,

tak bud nesxistuje vlastnd ani nevlastnd £’ (a), alebo £ (a) = 0.

Bod & sa nazjva staciondrny bod funkcie f, ak £'(a) = 0,

Pri hladan{ lokdlnych extrémov funkcie fiI->R treba teda vydetrit:
1. vietky jej staciondrne body ;
2. vBetky body 8€ I, v ktorych neexistuje £ (s) ;

3. vBetky body a€ I, ktoré nie si vnutornymi bodmi intervalu I.

Veta 16. Ak funkcia £ je dvakrét diferencovateInd vo ynitornom bode a mnoZiny D(f) a
plati £°(a) = 0, £°°(a)>0 (£'(a) = 0, £°°(a)< 0), tak £ md v bode a ostré lokélne minimum
(ostré lokdlne maximum).

Yoeta 17. Nech funkeia f je n-krdt (n3 2) diferencovatelnd vo vnitornom bode a mnoiiny
D(f), nech £’ (s} = .., = f(n-’)(a) = 0, f(n)(a) £ 0, '

Ak n je pérne a f(n)(a)> 0 (f(n)(a)< 0), tak funkcia f md v bode a ostré lokédlne mi-
nimum (ostré lokdlne maximum).

Ak n je nepérne, nemi funkcie f v bode a lokélny extrém,

364, Na zdklade vety 16 néjdite vietky lokdlne extrémy funkcif:
1. 2(x) = 2x°- x* 3 2, £(x) = g- xt- 232 9x%4 7 ’
3. £(x) = e*sin x .

365, Len poufitim prvej derivdcie héjdite vietky lokdlne extrémy funkoii:

1. 2(x) = x%- 8x7+ 22x°~ 24x + 12 3

2
2. 2(x) = x (x - 1)3(x - 2)? , 3.y-"—(-'—-1"—*;3;

x4+ 1)

2 |
4, 2(x) = l%—i 3 5,y = (x 4+ 1)10 %

Nédvod: Stal{ pouiit tvahy analogické tejto: ak £ je spojitd na (a, B), £°(x)> 0 pre viietky

x€(a, o) (tj. £ rastie pa (a, ¢ ), £°(x)< 0 pre vietky x € (c, b) (tj. £ klesé na <c, b)),
tak £ md v bode ¢ lokdlne maximum.
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366, 2Zistite, &1 nasledujice funkcie majd lokdlny extrém v bode O:
2 3 3 4
1.y-coex-1+§r—§-!-; ‘2.y=sinx—x+§r-x'.

367. N&jdite vietky lokdlne extrémy funkcii:

1,y-|x2-31+2| 3 2.y-31/xz-12 3
3ey=x-9Y3-Xx 3 4.y-x34x-—1.
368. Rozhodnite, &i existuji m := min f£(x), M 1= max f(x); ak dno, ndjdite |

XEA X€E A

ich:

1.f(x)-xz-4x+6. A= {=-1,5> 3

2. £(x) = x + %, A = Cqpge 100>

3. 2(x) = 2¥x + x , A=1(0, 4

4.:(1)-2tgx¥tg2x, ' A-(U,-’%) H

5. £(x) = % + T A=(0, 1) ;

60 f(x)-arCtgH_!x', A’(O. 1) .

Névod: Ak funkcia f je spojité na uzavretom ohranilenom intervale I, tak podla vety 5 z ka-

pitoly 3 existuji max £(x)}, min f(x); tieto 3isla si zrejme aj lokdlnymi extrémami funkcie
x€1 x€1

f/1I. Preto ak chceme ndjst globdlne extrémy funkcie f na intervale I, staZi zistit’ funkiné
hodnoty vo vZetkych bodoch, v ktorych mbéie mat funkcia £/I lokdlny extrém (tj. v staciondr-
nych bodoch, v krajnych bodoch intervalu I & v tjch bodoch, v ktorych neexistuje derivécia);
rajvidSie z tychto &isel je potom maxI f(x), najmenie 2 nich je min f£(x).

x€ x€1

V pripade spojitej funkcie a nekompaktného intervalu I moZno o existencii Eisel max fh’
xel

min f(x) &asto rozhodnit na zéklade rastu a klesania funkcie f alebo jednoduchych dvah tohto
x€ I

typu: ak f£{¢) = max f(x) a cé€(a, b), tak f(e¢) = max f£(x).
x € <&, by x€(a. b)

369. DokdZte nerovnosti:
1. |Bx-x3l$ 2 pre x€ =2, 2>

202—;—35:& (1 -x)PC 1 prexe<o, 1>, p>1

2

2 x + 1
3.3$ms2 pre x€R .
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Rie%enie: 1. Pretole max (3x - x3) =2 a min (3x - x3) = -2, platia pre v3etky x €

x € {~2, 27 x € (-2, 27
€ (-2, 2) nerovnosti -2 £ 3x - x3 <2, tj. |3x - x3|S 2. (Funkcia 3x - x3, x € <~2,2)
je diferencovatelnA v kaidom bode intervalu (-2, 2), mé staciondrne body 1 & -1; preto jej
maximum (minimum) nd jdeme eko najviiSie (najmensie) ¢ Sisel f£(-1) = 2, f£(1) = -2, £(-2) = 2,

£(2) = -2,)

370, 1. Ak polynom P pérneho stupiia m§ len jeden staciondrny bod, tak v iom
nadobtida lokdlny extrém,., DokdZte!

2. Ak polyndm nepdrneho stupiia md prédve dva staciondrne body, tak bud
v obidvoch nadobida lokdlny extrém, alebo s obidva inflexnymi bodmi.
DokdZte!

371. M3Ze mat diferencovateInd funkcia f:R->R v dvoch susednych ataciondrnych
bodoch ostré lokdlne maximum?

372, UkéZte, Ze funkcia
£(x) = 12(2 + ¢co8 %), ak x £ 0
) , 8k x = 0 ‘

md v bode 0 ostré 1oké1he minimum, ale nie je klesajlica v Ziadnom Iavom
"okolf bodu 0 ani rastica v Ziadnom pravom okoli bodu O.

373. Ndjdite rozmery toho velca vpisandho do gule s polomerom R, ktory md
1. najvddsi objem ; 2, najvalési povrch.

374. Na krivke y = x + %, x>0, ndjdite bod, ktorédho vzdimlenoet od bodu

(1, g) je najmensia,

375. Nech krivka ol je grafom diferencovatelnej funkcie f definovane} na o-
tvorenej mnof¥ine M. Nech je dany bod (a, b) ¢ d . Dokdite, %e vzdialenost
medzi bodmi (a, b) a (x, £(x)) mdéfe nadobiidat extrém len v smere normély‘)
ku krivke « . (Teda presnejfie formulcvand: Ozna¥me d(x) vzdialenost bo-
dov (x, £(x)) a (a, b). Ak pre niektoré c¢ M plat{ d(c) = max { d(x) ;
x€ M} elebo d(e) = min {d(x) ; xe M}, tak spojnica bodov (¢, £(o)) a
(a, b) je kolméd na dotydnicu funkcie £ v bode (¢, f(c)).)

376. PozdrovateI stojil oproti obrazu umiestnenému na vertikdlnej stene, spod-
ny okrej obrazu je a (om) nad droviiou pozorovatelovych o¥{, horny okraj
b (cm) nad touto droviiou. V akej vzdialenosti od steny musi stédt pozo-
rovatel, aby uhol ¢, pod ktorym vidi obraz, bol najvH&Ei?

=) Norméla v bode (c, f£(c¢)) je priamka prechddzajica bodom (¢, f£(e)) a kolmé
na doty&nicu grafu funkcie £ v tomto bode.
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4,7. L"’Hoepitalovo pravidlo
Veta 18, Nech
1. funkcie f, g mi diferencovatelné v niektorom pratencovom okol{ Ox(a) bodu
&GIR* H

2. ¥ xeo®(a): g'(x) #0;

3. lim f(x) = lim g(x) = 0 alebo 1lim |g(x)| =+ c©
x-»8a x->a x>8
4, existuje vlastnd alebo nevlastnd lim _f_’__Lx_). .
x»>a g (x)
Potom existuje aj lim %5% a plati 1lim !.%.:_%. = 1lim f—"-g .
x—»a B\X x»a 8 x»a g (x)

{Analogické tvrdenia moino sformulovat aj pre jednostranné limity.)

377. Nech funkcie f, g ei definované v okcl{ bodu a€ R, nech f(a) = g(a) =
= 0, nech existuji vlastné £ (a) a g°(a) # 0. Potom 1im !-P-} -3 (8)
g\x .
x->a g (a)
Doké&%te!
378. N4jdite nasledujtce limity:
1. 1im 2&rcein 2x - 2 arcein x ; 2. lim tgx - x :
: x—» 0 = x»0 X -8R X
3 n
3. 1lim —@'—1 3 4, lim ?'['53:' (a>0, nefl)
T 2 8inx - 1 X300 e
x>
--1/x2
e in (1 + x) = x
5. 1im  Seer 6. 1im ALt x) o x
x>0 x' x50 x i x
co8 X = cOS 3X + x3coa -If-!
7. lim % o
x>0 x
2 o2
Riosonier 1. 1in Sremin2x -2eresinx 1V - a? V1o |
x-» 0 x3 x-» 0 312
‘li- x2 - \/1 - 4x2
. / 2 .f 2 2
= lim _3;'\'1-4:: 2V1—x (')-lim L ‘lim]b-xz-/l-u?'(i)
x>0 x X530 i o 452 V1 - x2 x>0 2
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4x X

lim Vi - ax® 1 -4

x>0 2x

(1) (4)

1.

wirn

-2l (e
x>0 V1 - 4:2 V1 - x2

{1) ide o neurdity vyraz typu %. skisime preto pou:it 1 Hospitalovo pravidlo (tj. vetu 18);

predpoklady 1 - 3 si zrejme aplnené, splnenie predpokladu 4 preverime aj dal3{m vypol-
tom, rovnost (1) méd teda zatial podmieneny charakter: ak ukéZeme existenciu limity na
Jjej pravej strane, tak bude existovat' aj limita vl'avo a bude platit (1) (ak zistime, Ze
limita vpravo neexistuje, neboli sme oprivneni poufit 1 Hospitalovo pravidlo);

{(2) vyraz na lavej strane je opat typu %, skér nef viak skisime znova pouiit vetu 15, upra-

vime limitovanu funkeiu (.bezhlavym” pouiivanim 1 Hoepitalovho pravidla sa vypodet &as-

to viac  skomplikuje nef zjednodudi), vyuiijeme, Ze lim"d1 - x2 V1 - 412 = 1, a vetu
x-»0

18 pouiijeme len pri vypodte druhej z limit vpravo (predpoklady 1, 2, 3 8 opit zrejme
splnené);

(3) ¢t4to rovnost je podmienend podobne asko rovnost (1);

(4) =z existencie tejto limity vypljva, %e poufitie 1 Hospitalovho pravidla bolo v obidvoch
pripadoch oprévnené, a teda vietky uvedené rowvnosti skutodne platia.

379, Néjdite limity:

17, 1im 1ln x 1n (1 - x) 3 2. 1lim sin x . 1n ctg x
x->1 x>0

)3 4. 1im > 1n x (neEw) .
" x>0

3, 1im x (n - 2 arcsin

x>0 x"+ 1

Névod: Ak sudin f.g, ktory je neurfitym vyrazom typu 0.c0, prepifeme do tvaru podielu T%E

alebo T;F’ dostanems neurdity vyraz typu % alebo %%, ktorého limitu m8%ieme skisit vypcditat

pemocou 1°Hospitalovho pravidla,

380, NAjdite limity:

1
X
1. 1im x* , 2, 1im xiB (e7= 1) :
x-»0+ x-y O+
lz 1l 2
. X x
3o lim ( E'm";h’l‘—z ) x $ 4, 1im [L“:'_f‘_x"z-'] H
x-»0 x>0
x
5.1tm (1ln ) .
x>0+

- o .
NAvod: Funkeiu fg, ktord je neurfitym vyrazom typu Oo. (*oo)0 alebo 1. , mdfeme prepisat

b4 ces .
do tvaru ef ln 3 exponent g In f je potom neurditym vyrazom typu 0,00 , pri vypodte jeho 1li-
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- . o
mity mbdfeme postupovat ako v pr. 379 (v pripade neurfitych vyrazov typu 1 jo viak &Zasto
(f"1 )08

1
; f=-1
vyhodnej8ie prepisat ich do tvaru [(1 + (£ -1)) ] a postup z pr. )79 poulit
pri vypofte limity funkcie (f - 1). g, ktord je neurZitym vyrazom typu 0. ).

381. Ndjdite limity:

1 1 1 2
1¢ 1im ( = ~ ) 3 2. 1im ( - ctgx )
x>0 x e*- 1 x>0 -x?
3. lim x—-x21n(1+gt—).
X = cO

Ndvod: Ak chceme poufit 1 Hospitalovo pravidlo pri vypodte limit neurditych vyrazov typu
a -o>, musime predovietkym funkciu f - g napisat v tvare podielu. Vo videobecnosti to moino
1.1
dosiahnut nahradenim funkcie f - g funkciou -—31—f— (td je neurditym vyrazom typu %),
g.f
v jednotlivych pripadoch vdak Sasto moino ndjst jednoduchdi postup.

382. Mo¥no poufit 1 Hospitalovo pravidlo pri vypodte tychto limit:
1

x 8in =
X - 8in x X
x_,oox+snx x>0 s8sin x
3¢ 1im T_i.x-—T ?
x—»0 g
1+ x4+ sin 2x
383, Limitu funkcie f(x) = =Th 2x§ sy ¥ bode + budeme hladat
(x + —T—-) e

dvoma spdsobmis

1, poufitim 1 Hospitalovho pravidla dostaneme:

1 + coa 2x
lim f£(x) = 1im -
X0 X >0 eain X(1 4+ cos 2%) + co8 x eSin X(x + sin x cos x)
2
2 cos™ X

= 1lim -

X0 2 eB:Ln x coazx + cO08 X esin X(x + 8in x cos x)

(=)
X>m e X+ co8x (2 + 8in x)

(v prvom kroku sme zderivovaeli &itatel aj menovatel, v tretom sme li-

1

mitovany zlomok roz#irili vyrazom YT

); pretoZe lim X = +c0 a
X-» cO

funkecia cos x . (2 + sin x) je zdola ohranifend, je

1lim (x + coa x (2 + 8in X)) = +» , & teda lim

: 1
X x x+cosx(2+sinx)ﬁ

= 0, funkcia g—-:onTs—: je ohranilend, preto plati (=);
)
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1

1
2. plati f(x) = -EIE—E ( 1+ T T 5In T oo X ), pritom funkcim v zdtvor-

ke md v bode + o0 limitu 1, funkcia "EIH"E nemd v bede +c limitu

(to mo%no lahko dokézat pomocou Heineho definicie limity), preto ne-

existuje ani lim —f—= ( 1 + 3 Ein1x — ).
X->cOo @

Pretofe sme dospeli k rb6znym vysledkom, je aspoii jeden z tychto postu-
pov nesprivny. Ktory to je a v &om spo¥iva chyba?

384. 1. Yech funkcie f je definovand v okoli 0(a) bodu a€ R, nech v ka%¥dom
bode x¢€ 0(a)~ { a} existuje vlastnd £ (x) a nech £ je apojitd v bo-

de a., Ak existuje (vlastni alebo nevlastnd) lim £ (x), tak existuje
‘ X->8

£°(a) a plat{ £°(a) = 1im £ '(x). DokdZte!
X-»8

2, Ndjdite £ (a), ek:

a/ £(x) = ain2,3 x2. a=0 3 b/ £(x) = arcein x, a = 1, «1

L , 8k X £ 0
e-1 -

1.
e/ f(x) =4 x

% , 8k X = O

4,8, Taylorov polynonmn

Nech funkcia f je n-krdt diferencovatelnd v bode a € R, Potom Taylorovim polynomom stup=
8 n funkcie £ v bode a sa nazyva polynom (v premennej x)

. (n)
r(a) + =481 (x _a) o L e L) (o a)n

Ak Bpecidlne a = 0, pouliva sa namiesto ndzvu Taylorov polynom oznadenie Maclaurinov polynom.

Veta 19. Ak funkcia f je n-krdt diferencovatelnd v bode a€ R a 'I‘n jo jej Taylorov po-

lynom stupfia n v bode 8, tak
f(x) - T (x)
S =0,

lim
X->8 (x - a)n

(Rozdiel £ - T, *® nezjva zvySok Taylorovho polynomu stupfina n funkcie £ v bode a,)
Nech funkcia g je definovand v niektorom rydzom okoli bodu a¢€ ®* a nenadobuda tam nulo-
vé hodnoty. Znakom o{g) budeme oznadovat triedu vietkjch funkcii f takych, ie

1. ich defini&ny obor obsahuje niektoré rydze okolie bodu a ;

2. plat{ lim »5%3% =0,
x-»agx'
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Namiesto zdpisu f €o(g) sa poufiva zdpis £ = o(g). (Pokial by z kontextu nebolo jasné,
ktorého & €RX sa vatah £ = o{g) tyks, pouliva sa 24pis f = o(g) (x-»a).) Zapis f = h + o(g)
traba chdpat nasledovne: funkcia f je sidtom funkcie h a niektorej funkcie z triedy o(g).

Ak funkcia f je n-krdt diferencovatelnd v bode a¢ R, patri podla vety 19 zvylok jej

Taylorovho polynomu stupfia n v bode & do triedy o((x - 2)"), moinc teda pieat
. (n)
£(x) = t(a) + T8 (x may o Lo EdB) (2 )™ s o((x - )™

tento 24pis sa nazyva Taylorovym vzorcom so zvySkom v Peanovom tvare,.

V nasledujicich prikladoch budeme poufivat tieto tvrdenia (v zdpisom viade vynechdva-
me x-»0; m, n s’ prirodzené Zisla):

1. ak f(x) = olx") a g{x) = o(xn), tak f(x) + g(x) = o(x™) s

2. sk m>n a f(x) = o(xm), tak f(x) = o(x") $

3. ak f(x) = o(xn), tak £%(x) = o(x™"?) ;

4, ak f(x) = o(xn), tak x". f(x) = o(xm+n) 3

m+n)

5. ak £(x) = o(x") a gix) = o(x™), tak f(x).g{x) = o(x

Uvedené implikdcie budeme zapisovat nasledovns:
1. o(x") + ofx™) = o(x") 3

2. o(x") = o(x") pre m>n ;

3. o™(x™) = o(x™™) ;

4. 5" o(x™) = o(x™T) 3

5. of{x").o(x") = o(x™ ")

Pouiivanie tychto zdpisov vyiaduje isti opatrnost: pretofe ide o symbolické vyjadrenie im-
plikdeii, nemoino (na rozdiel od skutodnych rovnosti) tieto ,rownoati” &itat sprava dolava.

385. YNa zdklade vypo¥tu prisludnyfch derivdci{ zostrojte Taylorov polynom
stupria n funkcie f v bode a, ek

Te f(x)-‘\/x+1,s--%,n=4;
2. f(x) = tgx, a =0, n = 3

3. £(x)

§
we

sm(2x+-’-§-), a=0,n=5

4., £(x) ?ilﬂ’ a = -1, n Yubovolné

4 4

5. £(x) = sin'x + cos'x, a = _7\:4_’ n TubovoIné .

386. Nech funkcia f je n-krdt diferencovateInd v bode a € R, nech existujd
gigla Ags eees Ané R tak, Ze platdi

I(x) = Ay + Ay(x - 8) + o0u + Ap(x -~ a)® + o((x - a)) .
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Potom Ay + A,(x - 8) + ses #+ An(x - a)? je Taylorov polynom stupfia n

funkeie f v bode a, Dokdite!

V nasledujicich prikladoch vyuiijeme tvrdenie 3 pr. 386 a znaloat Maclaurinovjch poly-
némov tychto funkcif (moino ich sostrojit vypoZtom prislulnych derivdcii):

2 n
1. 0131*14%"000*%*0(xn)"
2n~1
. n=-1 X 2n x)
II. sin x = x - 37 +oeee + (=1)° TGaon ofx™ ) 3
v2 v 2n+1
II1. cos x = 1 - E"' + oo *+ ( 1) _EET— + o(x ) H

n
Iv. 1n (1 + x) = X - ';" + eee *+ (_1)!'1‘1 ﬁ— + o(xn) 3

v. T-l—; =1+ x+ x2+ vee + X" 4 o(xn) ’

- ol = 1) ,. o = n + <0
VI.(1*X)°L'1+ x °_"..(._°_;.'l__..l).x2,.._.+ ( ) ;’( n ‘l + a0y

387. - Ndjdite Maclaurinove polynomy stupiia n funkciis

X 2
7 X
1. £(x) = ' 3 2. I(x) = e H
3. £(x) = cos x> 3 4, 2(x) = x° 1n (1 + x)
3
5. 2(x) = ——p 6. 2(x) = x° sin 3x .
2 + 3x ’
2

RieSenie: 2. Pretole funkcia e* mé derivécie vietkfch rédov v bode 0 (vyplyva to matema-
tickou indukciou z viet o derivdeii sudtu, si&inu a gloZenej funkcie), existuje jej Maclau-

rinov polynom lubovolného stupiia., Jeho koeficienty nebudeme hl'adat derivovanim funkoie e

L]
namiesto toho poufijeme tento postup:

Ak oznalime Rn(z) zvySok Maclaurinovho polyndmu stupfia n funkcie e, tak pre kaldé
t€R plati

e =14+ 34+ 15 + N R (z) (%)
2! LN X n! n ']

x) pretole s;n(zn)(o) = 0, maju Maclaurinov polynom stupfia 2n ~ 1 a Maclaurinov polynom
stupfia 2n rovnaky tvar, preto aj zvyfok Maclaurinovho polynomu stupfa 2n - 1 funkcie

sin patri do triedy o(x2 ); podobnd pozndmks plati o funkcii coa
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Rn(Z)

pritom podla vety 19 je lim

=0, tj. R (3) = o(z").
z—0 2

Ak poloiime 2z = x2. s (x) vyplyva: pre kaidé x¢ R plat{

2 2n
ex = 1 + 12 ¥ ses *+ -x—. + R (xz) *
2 n! n
R (x°) R (2)
pritom lim T 0 (vyplyva to z vety o limite zlolenej funkcie a z toho, %e 1lim .
x>0 x 0 2
2 2n . . 2 x2n
= 0), teda Rn(x } = o{x“"). Podla tvrdenia z pr. 386 je preto 1 + x"+ .., + T Maclaurinoy

2
polyném stupia 2n funkcie e .
(Priamo z definfcie Maclaurinovho polynomu vyplyve: ak z Maclaurinovho polynomu stup~

fia k (k> 2) funkeie £ vynechdme &len obsahujici xk, dostanems Maclaurinov polyncm stupiia
) 2

k-1 funkcie f. Teda Maclaurinov polynom stupfia 2n-1 funkcie o* Jeo 1 + xz* cee +
+ xan-z/(n°1)! )
4. Ak rovnost
n=-2 n-1 n
x_ 133 _x n-2 _x _qyh=t X n
In (1 + x) = x - 2 + aee + (1) =+ (1) oy (=) n *tolx)
vyndsobime x2, dostaneme
n n+1 n+2
2 = o3 X n-3 _x n-2 _x n-1 x 2 ,.n
xIn {1 + x) = x 5t eee ( 1) o2 (-1) 7 ¢ (=1) T x o{x ).
n+1 n+2 :
Funkcia (-1)“'2 nx_ T+ (-1)""1 xn + xzo(xn) patri do triedy o(x"), preto mbéieme pisat:
2 3

n
- ;— + oaeu + ()03 ;5——- + of(x™) ,

+
x1ln (1 +x) = x -3

3

4 n .
%o podla tvrdenia z pr. 386 znamend, fe x - %— + a0 + (--1)"-3 ;5:—5 Je Maclaurinov poly-

nom stupda n (ny3) funkcie_len (1 + x). Zrejme Maclaurinovymi polynénani stupfia 1 & 2 B
funkcie identicky rovné 0,

388, N4jdite Maclsurinove polynémy stupfia n funkeif:

2
1. £(x) = %10 X, n=4; 2. £(x) = 31/1 +3einx,na=3;
3. £(x) = 1n3(1 - %), n=3; 4, 2(x) = 1n (12+ X+ 1), n=4 3

50 £(x) = cos x . In (1 +x) ,n=5,

Riedenie: 1., Ak do rovnosti
2
o =142+ %— + R(z)

(R oznaduje zvydok Maclaurinovho polynomu) dosadime z = einax, dostaneme

. 2 . 4
X 2y ainzx + 312 X, R(ainzx) ’ (z)
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' ' ' 2., .4 . 2
pritom R(nn x) = o(x) (pretode R(z) = o(s°), je lim ﬂﬂ%ﬁ = lp BB, 14, Balnsl

‘ x>0 - x x-»0 x x>0 8sin x
=1, lim 3‘-2-1 = 0). ' '

s—>0 3

Pomooou rovnosti sin x = x - ;T + 6(13); ain x = x } o{x) mdieme (x)'ﬁrepiaae 2 upra-

vit nasledovne: , v f (
ainzx » . xJ : 3,2 X+ o 9) 4 ]
P =14+ {x =~ Tt o(x”))" + T *YO(! ) = [:] + ( [Eﬂ

N

It N

6 . R P T |
JR: SRR (, ) |- - ‘+,2xo(x?) -kg¥-§%5-l ) + [:ﬂ + 4x3o(x) + 6x°0%(x) + k (xx)

‘ t:l

+ axod(x) + of(x) ) + olx?) .

Viatky néitanco okren vy:naéenych patris do o(x ), p&tri tam teda aj ich sidet. Rove
nost (xx) preto méleme pisae

v.-in x "1 *:k2+‘(1 - %-) 2. o(x),
&o podl'a tvrdenia s‘pr; 386 znamend, fe 1 + 12 + % x4 je Maclaurinov polynom stupiia 4 fun-
 sin’x ' ‘
kcie o .

Po:ndmk&. Zo zdveru uvedeného postupu vyplyva, fe stupne Maclaurinovich polynomov
funkeii o® a exnzx eme volili tak, aby v (xt) vietky séitance, ktoré nemaju tvar & x" , M=
0, 1y eoe (medzi ne patri aj funkcia R(u1n x)) boli z triedy o(x Y.

Viimnite si txei fe hoci pravd strana rovnosti (xx) obsahuje dokonca polynom 6. atup-
fia, nemdfeme tvrdit, ic tento polynom Jje Maclaurinovym polynomom 6. stupia funkcze

2
o'ié x' 't nésho postupu totil novyplyva, te by silet :vyénych élonov na pravej strane rov-

nosti (xx) patril do o(xs).

389, m,(:}'d’it/o Tayiorov rp‘olyném stupiia‘ n tunkcie £ v bode a, ak:

x+1

2
1.1’(:)-0"21'1,3--1; 2.!(:)-:(2921.3-,-1;
»3. f(x)-(1+x2)ln\/1+x,a-0;
4-r<x>-%=—’~-=-o; RIRICRE o B ERE B

6o 2(x) = 1n (x_- = + 12), a = 1.

Névods Subbgitﬁeiou X ~8a =t moino hladanie Taylorovho polynému funkcie f v bode a pre-
viest na hledanie Maclaurinovho polyndmu funkcie g(t) 1= f(t + a),



- 112 -

390. Pomocou Taylorovych polynomov ndjdite nasledujice limitg:

™

-
- cos X ~ €
1, 14n P& X =R X 2, 1im &8 r ;
x— 0 X x-»0 sin x
x - 1 1
3. 1m &-sinx=x (¢ x) 4. 1m (Lol g
x-» 0 x x—»0
3 2
5. 1im 1n (1 + X°) - 2 ain X + 2X co8 X ;
x>0 tg x

1n (cos x + %—-)
6. lim 2 . *
x— 0 X

-

e - C08 X

Rie&enie: 2, Funkciu v &itateli napiSeme v tvare ol x™ + o(x™), kde ol # 0 {(tje 2z tych jej
Maclaurinovych polynémov, ktoré nie su identicky rowné 0, vyberieme polynom najniZ$ieho

stupfia); to isté urobime v menovateli,

V nadom pripade

.2 ‘ ‘
cos X - @ 2 . (1 --’25—+§;+o(x4)) - (1 -g—+{.—+o(x4)) =-T;'x4+ o(x4) ,
sin x* = x4 + o(x4) ..
Potcm x2 o§x42
e -t ot -t T3
. co8 X ~ & . 12 x : 12 x 1
lim 7 = lim y 7 = lim ] = -3
x>0 sin x x-»0 x + o{x ) x-s 0 1 o{x")
x4
4
(rovnost lim ﬂf—‘l = 0 vyplyva 2z definicie aymbolu o(x‘)).
x—=>0 x :
391. N&jaite £$¥7(0), ak:
-x2 : 1
1, f{x) = e s k = 60 3 2.f(x)n—-————-—-—§,k-32.
v 1+ x4+ X

Veta 20, Nech je dand funkcia f, nech funkcis f‘n) je definovand & apojitd v niekto-
rom ckol{ O(a) bodu a€ R, nech pre ka%dé x¢ QO(a)~ { a} existuje vliastnd f(n”)(x). Nech Tn
je Taylorov polyndm stupfia n funkcie £ v bode &. Potom

1. pre kaldé xc O(a), x>a (x¢0(a), x<a) existuje Zislo T (x)c (a, x) (T(x)¢c

€ (x, a)) také, Ze
{n+1)
£(x) - Tn(x) = L_(;.;_L%_!B.Ll (x - B)n+1

(tzv, Lagrangeov tvar zvydku);
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2. pre kaidé x€0(a), x>8 (x€O0(a), x<a) existuje &islo V(x)e (a, x) (G(x)e

¢ (x, n)) také, ie

(n+1)
£lx) - T (x) = b2 (4 L a)(x - 0 ()"

(tzv. Cauchyho tvar zvySku).

392,

393.

Odhadnite absolitnu chybu A nasledujicich pribliZnyoh vzorcovs

2 3 10
1.ex~1+x+§-+§-+...+§b—r , x€ <0, 1) 3

2, aln xa X - _sxz' x| € 0,5 3

2 3
3.V1+x~1+§-g—+%‘~6, 0<x£0,2 .

Pre x >0 dokdZte nasledujice nerovnosti:

: 2 n
X X X
100 e > 1 +x+'2-r‘ + e +.Tn. H

2. ex$1+x+52—e—-;

2
3°.x~§-2- gln(1+x)gx-§-+.§-3-

4.9. Pouz2itie diferencidlneho pod&¢tu
pri z2ostrojovani grafov funkoiid

Pri zoatrojovani{ grafu funkcie f postupujeme spravidla nasledovmne:
1. ur®ime D(f) ;

2. ndjdeme vietky hodnoty x, pre ktoré f(x) = 0 (tj. priesedniky grafu funkcie f

s osou Ox)

3. vyfetrime spojitost funkcie f a jej sprévanie sa v bodoch nespojitosti ;

4. zistime, na ktorych intervaloch je f monotonna, a nédjdeme body, v ktorych nadobiida

lokdlne extrémy ;

S. vyletrime konvexnost a konkdvnost funkcie f, ndjdeme inflexné bedy ;

6. néjdeme asymptoty grafu funkcie (definiciu asymptoty pozri dalej).

Zostrojenie grafu funkcie f mbfu ul'ahZit niektoré jej Zpecidlne vlastnoati: pri pérnej

alebo nepdrnej funkcii stafi sostrojit graf funkcie £/D(f)n <0, +c0 ), v pripade periodic~
kej funkcie f graf funkcie f£/{a, a + TD> D(f), kde a € D(f) & T jo niektoré perioda funkcie

f.
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(Nech je dané funkcia f, nech a€ R je hromsdn§ bod mnoiiny D(f)~(a, +0> ) (mnoiiny

f)n(~c0, a)). Ak existuje lim f£(x) (lim f(x)) a je nevlastnd, nazjva sa priamka x =3
x-»>a+ X-»>8=~

asymptotou bez smernice grafu funkgie f.

Nech bod +¢cO je Y+~madny bod definidného oboru funkcie f. Priamka y = kx + q sa naszf.

va asymptota so smernic.. grafu funkcie f v bode +¢2 , ak lim (f(x) - kx - q) = 0,
x> 0O

Analogicky sa definuje asymptota so smernicou grafu funkcie f v bode -c0.

Veta 21. Nech bod +cO je hromadny bod definiéného oboru funkcie f. Priamka y = kx + g
je asymptotou so smernicou grafu funkcie f v bode +cO préve vtedy, xed: r

1. existuje koneénd lim Iﬁﬁ a plat{ lim £££). = k 3

X—» CO X—=> 0
a
2. existuje konednéd lim (f(x) - kx) a rovnd sa Eislu q.
X -» O
Analogickd veta plat{ pre asymptotu so smernicou grafu funkcie £ v bode - 0 .)
Zostrojte grafy nasledujdcich funkoif:
4
3 x
394, y = 3x - x $ 395.y-—-—-—-—1;
(1 + x)
3 x2
1 + X = 1
396, yzS-——lg’“ : 397, y = X2
(x - 1) X" 2% + 1
398, y-x‘\/lxz- U0 s 399, y = X=2 $
‘ x4+ 1
2 2
400, y = X $ 401.y-(x+1)3+(x-1)3 $
3,\/ 2_ 4 -
3 X 1
402, y = x+rT } 403.y-§-sin2x+cosx H
5
8 -
404, y = 25T 405. y = x° X
in x
406, y = 3 407. ¥y = x arctg x
vx
1
2x . x
408, y = arcgin —==— 3 409. y = (x + 2) e l
1 + x

x
410, ¥ = arccos =% ; 411, y=x .




4120.

413.
414.

415,.

4'600

417.

418,

419,

420,
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4.0, Da181e priklady

Funkcia f:8->R st nezyva rastica v bode a, ak existuje také jeho okolie O(a), is pla-
t

¥ x, yeOo(a): x<a<y=>f(x)< f(a)< f(y) .
Ak existuje £'(a) a plat{ £°(a) = + 0 alebo £ (a)> 0, tak f je rastica v bods a.
Dokdite!

Nech funkcie f, g si definované v okoli bodu a, nech g(a) = 0, g md derivéciu v bode
a, £ je spojitd v bode a. Potom existuje derivdcia funkcie f.g v bode 2, Dokdite!

Ak spojitd funkcia f definovand v okoli bodu a nemd derivdciu v bode a, pgiéom r(a) #
# 0, tak funkcia s nemé derivédciu v bode a pre findne nec N. Dokdite!

Dokdite, ie funkeise

0 ,akx=0

1 1 1
a— e & -
52 » 8k n+1"*’<n

f(x) =

mé derivdciu v bode 0.
Ak @ 1R->R jo ohranidend nekonitantnd periodickd funkecia, tak funkeia
1
x (=) , akx £ 0
f(x) = (F x
0 , 8k x = 0

Je spojitd v bode 0, ale nemd tam vlastné ani nevlastné jednostranné derivicie,

Nech funkcia f:R->R md derivdciu v kafdom bode x¢ R, Rozhodnite o pravdivosti nasledu-
Jjieich tvrdeni:

1. Nutnou podmienkou pre periodidnost f° je periodi&nost f.

2. Postadujicou podmienkou pre periodiinost f’ je periodinost f.

Nech funkcia £ m€ v bode a€¢ R navzdjom rdsne konelné jednostramné derivdcie. Uvedte
nutni a postadujicu podmienku pre existenciu derivéoie funkcie f2 v bode a !

Vyjadrite derivdcie nasledujicich funkeii pomocou derivdcii funkeii (ij (k =1, coey
B J® TV, eeey, m)2

m n m n .
1.jZ1 k]l @ ysx) s 2. 5U1 kZ-:‘ @ 300 -

Dokdite nasledujici vsorec pre derivéciu funkcionilneho determinantu n-tého rédu (pri-
tom predpokladdwe, e funkcie f;‘, cee s fél' cees fr.m majé rovnaky defini&ny obor M):

f!' se e f,n f‘1 ces f]n
[ 4 r. = i rn P
k' b k LN f
s K1 “ kn
¢ o . .
nt °°° fnn fn1 vee P




421,

422.

423,

424.

425,

426 -

427 .
o

4280.

429.

- 116 =

Na zéklade toho nédjdite derivdcie nasledujicich funkeii:

x=1 2 3 x x2 x3
1. F(x) = |=3 x 3 3 2. F(x) = {1 2x 3x2 .
-2 -3 x+ 0 2 6x

Uvedte priklady nekon#tantnych spojitjch funkeii f a g takych, %s

1. nesxistuje £ (a), funkcia g mé derivdciu v bode f{a) a 3lo3end funkcis gof mé de

rivdciu v bodes a ;
2. existuje vlastnd f'(a), neexistuje g (£(a)) a funkcia gof mé derivdciu v bode s

3. neexistuje £ (a) ani g’ (f£(2)), ale existuje vlastnd derivdcia funkcie gof v bode

A,

Ak funkcia f definovand v okoli bodu a€ R wé a funkcia |f| nemd derivdciu v bode a,
tak If1 nméd v bode s navzdjom rdine jednostranné derivdcie. Dokdite!

Nech a¢R je dané nenulové &islo. Skondtruujte prostd funkciu fiR->R tak, aby platilo:y
£(0) = 0, £°(0) = a, funkocia f-1 nemd derivdciu v bode 0. (Aby sme Zitatelovi ulahii-
1i poiadovani kon#trukeiu, budeme v tomto priklade - a len v fiom - chadpat pojem deri-
vdcie SirSie: v nami pouZivanej definfcii derivdcie v bode a nahmadime podmienku
o definovand v okoli bodu a" podmienkou ,a € D(f) je hromadny bod mno¥iny D(f)".)

Nech f je inverznéd funkcia k funkeii y = x + xs. Néjdite £°°(0) 1
Ndjdite ,(n)' aks
ey = co3x 3 ' 2.y = cos?x 3

Ix 321

J.y=(2x - 1) 2 $ 4.y-x1n(xz-31+2) $

5.y=exsinx.

néjaite £ (a), ak £(x) = (x - &) @ (x), prifon funkois ¢ af @'*")

a spojité na niektorom okoli bodu a¢R (n32). -

8i definované

Nech funkcia f mé v kafdom bode x€ R druhui derivdciu a nech pre kafdé xc R plati
af’’(x) + b2 (x) + of(x) = 0

(a ¥ 0, b, c st redlne kondtanty). Potom funkcia f mé v kafdom bode xc R derivédcie
vietkych rddov, Dokdite!

Ukdite, fe funkcia
1
e

f(x)t{e X ,akx A0
0 ,akx'-o

md derivdcie vdetkych rddov v bode 0.

Nech funkcia g méd ohranideni derivdciu definovani na R.. Potom existuje ¢€>0 tak, Ze
funkcia f(x) = x + ¢ g(x) je prostd na R, Dokdite!
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n
. ) n
Nech 250 cees ane R, nech jx6 3-:37 = 0. Potom polynom 8, + ax + ...+ aX mé

aspoll jeden korsii v intervale (0, 1). Dokdite!

Ak 32_ 3b< 0, tak rovnica x3* ax2+ bx + ¢ * 0 méd prdve jeden korer, tento korell je

naviac prosty. Dokditet

Ukdte, 3e vietky korene Legendrovho polynomu Pn(x) = n1 [(x2~ 1)"] (n) st redlne
2 nl -
a leiia v intervale (-1, 1).

n-2

Ak s vietky korene mnohoflena x+ a,x TCh hea va x + a redlne, tak a_< 0., Doké%-

te!

n-1 2

. k k+1
Ak polynom P né tvar Pn(x) A tax+ ... tax - { 8, X

ai; 0 (=20, «.., n), priom aspoil jeden z koeficientov By eeey 8 8 aspofi jeden

n
+ oo talx ), kde

z koeficientov Blarr ceee B sd nenulové (v takom pripade hovorime, fe koeficienty ma-
ju jednu zmenu znamienka), tak Pn mé najviac jeden kladny koreil. DokdZte!
(Ndvod: sporom, uvaiujte funkeiu xK Pn(x). jeoj derivdcia nem4 smenu snamienka, teda

nemé kladné korens, %o je spor s Rolleho vetou.)

Dokdite, Ze polet kladnjch korediov polyndmu nie je vi&8{ ne} pofet zmien znamisnck
jeho koeficientov (pridom nulové koeficienty sa nezapolitavaju)l

Ukéi%a, e rovnica xs- 2x4- xa- 5 = 0 mh prdve jeden redlny korefi.

8o moino povedat o funkcii f:R-sR, ak f(n)(x) = 0 pre vietky xcR ?
Nech funkcia £ mé spojiti monotonnu derivdciu £° definovani na intervale (a, b), nech

xo€ (a, b), f(xo) = 0, Potom linm 5451- = 0, Dokditel
x>X £ (x)

Nech funkcia f md derivdciu v kaidom bode intervalu {(0,c0 ), prikem lim f'(x) = 0 ;

X-»00
nech g(x) = £(x+1) ~ £(x), x> 0. Potom lim g(x) = 0. Dokdite!

X->00
Nech funkcia f mwd spojiti derivdciu definovand na R, Potom pre kaldy ohranideny inter-
val IC R existuje Zislo K> 0 tak, Zes plati

¥ x, ye It 12(x) - £(y) € K ix - yl
(funkcia & takouto vlastnostou sa nazyva lipschitzovsky spojitd na intervale I).

Existuje funkeia £:(0,00 }->R, ktoréd mé derivdciu v kaidom bode x ¢ {0,c0), prifom pla-

ti lim f(x) =@ , lim £'(x) =1 *?
x>0 x-0

2

Nech t(x) = x° sin i pre x ¥ 0, £(0) = 0, Podl'a vety o strednej hodnote plati

2. 1 A | 1 . .
x sin ¢ = x (2¢ sin < " cos ;), odtial cos % = 2¢ sin % - x sin i y kde 0< e < x. Ak
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x>0, tak aj ¢c—>0, Z poslednej rovnosti potom dostdvame lim cosa -l- = 0. Ale je znéme,
c-»0

(e lim cos i nesxistuje. Objasnite tento paradox!
x>0

Nech funkcia f je spojitéd a nekonitantnd na intervale <a, b)> , md derivdciu v kaidon
bode x¢(a, b) a plati f(a) = £(b). Potom existuji body Cyr c2€ (a, b) tak, e f'(c1)>
>0, r’(c2)< 0. Dokdite!

Nech funkcia je spojitd a nelinedrnma na intervale <a, b> a md derivdciu v kaidom bo-
de x€ (a, b)., Potom existuje c€ (a, b), v ktorom If'(c)| > Iﬂ.‘.’%_:_iiill . Dokéditel
Nech prostd funkcia f:(a, b)>R md derivdciu v kafdom bode x€ (a, b). Potom derivécia
funkcie £' je definovand ne hustej podmnokine mnoiiny D(£™'), DokéZte!

{(Mnofina ACR sa nazyva hustd v neprdzdnej mno¥ine BCR, ak ACB a kaidy bod b€ B je

hromadnym bodom mnoZiny A.)

Nech funkcia f aj jej derivdcia si definované na intervale <a, b> , a.b> 0, nech
f(a) = £(b). Potom existuje c€ (a, b) tak, ¥e f(a) - f(¢) = c.rf (c)/2. Dokdite!

DokdZite nasledujice nerovnosti:

I S N M 2. 0+ %ot + ™ prex>o

x - 1 V’x'
3. (x“+y°" )1/*'> (xﬂ+yp )1/{5 pre x>0, y>0, o<o(.<{b .

Nech funkcia f je diferencovatelnd v kaidom bode intoﬁalu (0,00 ) a inf fix) > 0.
xe (O,CO )

Potom lim f(x) = o0 .
x— 00
1, Nech funkecia f: s, +00 )»R je spojitd, nech f(a)< 0 a £'(x)> k>0 pre vietky
x>a, Potom funkecia £ je kladnd na intervale <a - %ﬂ s ) 8 rowmica f(x) = 0
mé v intervale <a, a - Iiil ) prédve jeden korei. Dokdite!
2 . Uxkdite, #e jediny kladny kored rovnice x3+ px ~q=0 (p>0, q>0) leii v inter-

vale (0, ;).

3. Nech funkcie f, g mi spojité na <a, +c0 ), nech f(a) - g(a) = A< 0 a nech pre
vietky x>a plati £ (x) - g"(x) > p>0. Potom pre vietky xya - % plati £(x)>
> g(x)., Dokdite!

Nech funkcia f je rastica v kaidom bode otvoreného intervalu I, tj. nech plati

Yaer Jo(a) V¥x, yeo(a)nI: x<aly = f(x)<f(a)< £(y) .

Potom funkcia f je rastica na intervale I. Dokdite!

UkdZte, Ze funkcia

f(x)g{x+xaain§,akx#0
0 , 8k x = 0
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Jje
1. rastica v bode x = 0 ;
ale

2. nie je rastica na findnom okol{f tohto bodu,

Nech je dany ohranileny interval I a jeho podmnoina M, pridom Ziadny wvnitorny bod in-
tervalu 1 nie je hromadnym bodom mnofiny M. Ak funkcia f je spojitd na intervale I a
mé zdpornd derivédciu v kaidom bode x€ I~M, tak f je klesajica na I, Dokdite!

Dokéd?te Jensenovu neravmoat: Ak funkcia f je konvexnd na intervale I; Xyp ooy xn€ ‘

n
€I, Nyy eess M oi kladné Eisla a ;mi =1, tgk

f(‘/\;,x1 T oee. *+ ’knxn) < 7v1f(x1) + ees * ?»nf(xn) .

Dokdite nerovnosti: -
n N
1 1 2 , .
1. = }:: x ¢V-~- xC , kde x,, «.., x_ sU kladné &isla ;
no k n 1 k 1 n

k=

1
2. erx? vee ox_ K ;(x1+x2+...+xd,khzﬁ,.“,xn>0 3 .

n

3. (')C + oaee * O()n)r S nr.1(d/r + see * (‘;;) pre r>1' &-1' csey d&n>o .

1 1

Kaidy polyndm stuphia 2k + 1 (kg ) mé aspoii jeden inflexny bod. Dokdite!

Pérny polynom (tj. polynom, ktory je pérnou funkciou) s kladnymi koeficientami nemd
inflexné body, DokdZte! '

Nech funkeia f je dvakrdt diferencovatelni ma intervale <a,os ), f(a) = A>0, £ (a)<

< 0 a nech pre vBetky x>a plati £ "(x)< 0. Potom rovnica f(x) = 0 md prédve jeden ko~
ref v intervale (a,Q ), Dokditel

Ak funkcia f je konvexnd na intervale <a, b>, tak f je spojitd na (a, b) a mA viast-
né jednostranné derivécie v kaidom bode c € (a, b). Dokdite!

"Dokédite, Ze v inflexnom bode nemdie mat funkcia lokdlny extrém!

Rozt.odnite, &i existuje funkcia f, ktorej druhé derivdcia je spojitd na R a ktord na
Tubovolnom intervale ICR nie je konvexnd a nie jé konkdvna,

Nech funkeia f:I—» R je prostd a spojitéd na intervale I. Ak f je konvexnd na I alebo
konkédvna na I, tak ! Je konvexnéd na f(I) alebo konkdvna na f(I). Dokdite!

Nech funkecia f je konvexnd a nie je rydzo konvexnd na intervale I. Potom existuje in-
terval I ,C I, na ktorom je funkcia f linedrna (tj, existuju kondtanty a, bCR tak, le
f{x) = ax + b pre vietky x€ 11). Dokd¥te!

Ndjdite vhetky lokdlne extrémy funksii:

ey = 3\/2::3* 3x2- 36x 3 2.y=(x+ 1" e*, new ;
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2 n -1/ 1Ix} 5 .1
ey e xsZow Lo E 070y 4. f(x) =1 ° (V2 + ain ), ak x # 0
2 n 0 , ak x = 0
464. Dokdite nerovnosti:
m n o'
e x (2 -x) ¢ povey pre m>0, n>0, 0S$x§a
(m+n)
2. x;_j < x;/xn‘an Ex+a pnx>0,a>0,.n>1 .
2 n
465. Sud tvaru valca stojaci na vodorovnej rovine ia do vj&ky H naplneny vodou. V akej i
hibke x pod hladinou treba do steny suda urobit otvor, ak mé voda dostreknit najdalej?
(Rychlost vytekajicej vody sa podla Torricelliho zékonma rovné Y 2gh, kde h je hibka
otvoru pod hladinou,) ‘
466. K rieke Airky a (m) sa pod pravym uhlom pripija kandl Birky b (m). Aké je najvadadia

d4f -+ plavidiel, ktoré méfu z rieky vplévat do kandla (Eirku plavidiel zanedbdvame) ?

467. Ndjdite masledujice limity pouZitim 1°Hospitalovho pravidla:

. 2
x arcsin x

N : g x -
1. lim T s 2, lim —=AX-X
x-—0 X €08 x - sin x X0 1n3 (1 + x)
x, .
3. lim dBX ln-(‘l * x) 4. lim S—-8in x
x + sin x
x>0 Vx X -» 0
x"- o L
5. lim s NEN 6. lim 3 ¢
X—> 00 x>co (1n x)
- 1 =
7. lim x 3 8, lim (x 1) ;
x>0 x>0
I s : x
9, lim (x8 - x7 lnzx) 3 10. lim (j‘/x3+xz+x01 - szﬂtﬂ -w)l
X -» 00 X~ 0 x
1 + .1- 1 + —1-—
M. lim ((x+a) Yo x X3
X -»00
-2 : - .
468. Nech f(x) = & “* (cos x + 2 sin x), g(x) = & % (cos x + sin x). Potom 0 = lim f(x) =
X% x>
= lim g(x), lim 2—-(51 = 0 ; napriek tomu lim !.%l‘.% reexistuje. Dokdite! Prelo pou-
x> ) x> g (x) xroo BLX
- %itie 1 Hospitalovho pravidla vedie k nesprévnemu vyaledku?
469. Ndjdite Taylorov polyném stupfia n funkcie £ v bode a, ak
J—
1. f(x) = X LA =0 = xy 22X =2
(x) (1*13)2 a 3 2. f(x) x\e_x y 8% 0, 0= 2me |
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2
3x"+ 18x 2
J. f(x) = (x+ 3) e , &= =33 4.f(x)-logz(31-24x+50),a=4;

12- 2x + 1

5. f(x) = T——"— , 2 "1,

3:(2-1)

6. £(x) = x . sin (x2+ 2x + 2) . cos (x>+ 2x), & = =1 .

Néjdite Maclaurinov polynom stupfia n funkcie f, ak:
1. £(x) = 1n (x +Vx2+ 1) 2. f{x) = arctg x }
3. f(x) = arccos x .

(Ndvod: Najprv sostrojte Maclaurinov polynom funkcie f£°.)

Dokéite, %e e je iraciondlne &islo.
Nech funkcia f je n-krit diferencovatelnd v okoli O(e) bodu & € R, nech funkcia f md

v bode a nenulovi (n+1)-vi derivéciu, KaZdému bodu x € 0(a) priradme &islo V(x)€ (0, 1)
tak, aby platilo

{n)
fix) = £(a) + £°(8)(x = &) ¢ o00 + Ton{arDlx)(x-a)) (o _ g0

Potom lim V(x) = ;—1- . DokdZte!

+ 1
X-»> 8

Pomocou Taylorovych polynémoﬁ ndjdite limity:

3 sin x
1. lim sin (sin x) - x -11 - 2 ; 2. 1lim 1 - (cos x)

x-» 0 xs ] x-»0 13
, 5
3. lim (x-1n (14x) + cos xe”)* § 4. lim (x-x2In(1+3))
x—>0 X-» CO x
6/ 6, 6/ 6 ' 2
5. lim (1/::#:5-\/:-15) v 6. lim 12(1/x+1+\/x—1-2\/—x—).
X0 x>0

Nech funkecia f je dvakrit spojite diferencovatelmd na intervale <0, 1> (fo snamend,
fe funkcie f', £’ =i spojité na intervale <0, 1> ), nech £(0) = £(1) = 0 a nech e~
xistuje M> 0 také, %e pre vietky x€ (0, 1) plati If’"(x)|< M. Potom pre kaidé x¢

€ (0, 1) plati £ (x)|$ M/2. Dokdite!

Nech funkecia f:R—+>R je dvakrdt diferencovatelnd v kaidom bode x¢ R, nech funkcie I,

f(”, f(z) si ohranilené na mnofine R. Oznadme Ilk 1= gup If(k)(x)l , k=0, 1, 2.

Potom: x€ R
1. aMM, 2. M2 ¢ 2 MM
hd 1 ~ 0 2 . 1 > o 2.

Dokdite!
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476. Zostrojte grafy nasledujucich kriviek:

-2x . 2
ley=e sin'x

Ly axtxen
2
5,y2=1‘_‘l;.’il'x>-5.

(1 + x)2

2. y3 = 6x2- x

4’y’1’x"

477. Na&rtnite graf funkcie f', ak je dany graf funkcie f:

2
e

Obr, 3

-+

Cbr. 4

4780. Nalrtnite graf funkcie f v okoli bodu a, ak
Toa=3, £(3) =1, £3)=£°(3) =2£°°(3) =0, £4(3)<0,

2. a = =1, f(=1) =22, £ (~1) =1, £ 7 (=1) =0, £ (~1)>0 .

]

3




