3, SPoJIT0o8Yf PUNKCIE

3.1« Defin i‘c ia spojitosti v bode a na
mnosine. Xlasifikdoia bDodovw
nespoJitosti

Hovorime, %e funkcia f je spojitd v bode a €D(f), ak platd
Ye>o 38>0 ¥ xed(t) Ix-al<d=Dlr(x) - fla)l< & (%)

Poznémka. Vdimnime =i, %e bod a nemusi byt hromadnym bodom mnoiiny D(f). Méju teda na-
stat dva pripady:

1. ak 2€ D(f) je hromadnym bodom mnofiny D(f), tak podmienka (%) je ekvivalentnd & pod-

mienkou 1lim f(x) = f£(a) ;
x> a

2. ak Qe D f} nie je hromadnym bodom mnoiiny D(f) (tj. existuje 4 >0 tek, e D(f)n
n (aw'l, a +'vl) = {a }; taky bod sa nazyva izolovanym bodom mnofiny D(f}), je podmienka (x)
splnend (stadi poloiit & = M pre LTubovolné &> 0), Teda funkcia £ je spojité v kafdom izo-
lovanom bods mnoZiny D(f).

Veta 1. Ak funkcie f, g si spojité v bode a (€ D(f)n D(g)), tak aj funkcie c.f (¢ je
reslna konZitanta), f + g, £ - g, f.g 80 spojité v bode a, Ak naviac g{a) ¥ 0, tak aj fun-
kcia i Jje spojitd v bode a,

Veta 2, Ak funkcia f je espojité v bode a, funkcia g je spojitd v bode f(a), tak fun-
keia g f je spojitd v bode a,

Hovorime, Ze funkcéia f je gpojitd, ak je spojitd v kaidom bode svojho defini&ného obo-
ru, Hovorime, Ze funkeia f je spojitd na mnoZine A (# # ACD(f)), ak je spojitéd funkcia f£/A.

Vets 3, Kaidd zdkladnéd elementdrna funkeia je spojitéd.

(Z viet 1, 2 2 3 vyplyva veta 4 z kapitoly 2.)

221, Pomocou kvantifikdtorov zaepilte tvrdenie ,funkcia f nie je spojitd v bo-
de a ¢ D(Ff)"! ‘ :
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222, VySetrite spojitost nasledujicich funkcii v danych bodoch:

w,akxio
1. £(x) = X v bode 0
sk x = 0

Sigl" , 8k x £ 0
2, f(x) = ! v bode 0
1 , 8k x =20

—
-

1

—l—— , Ak x £ -1
3. f(x)a{ (1 + x) v bode -1 ;
0 s 8k X = =1

4, f(x) = sgn x v bode 0 ;
5. £f(x) = X sgn x Vv bode O .

223, Nasledujice funkcie nie si definované v bode a, Urdte hodnotu f(a) tak,
aby takto dodefinovand funkcia f bola spojitd v bode a:

ST 1/2x
1.f(x)=3-—l—i—-’5-:—-1-,a=0; 2s £(x) = (1 + x) , 8=0 3

Y+ x =1 .
3., £(x) = e , 8 =0 3 4, £(x) = y X<1, 8 =13
; 1+e1/(x'1)
5. £(x) = (x + 3) sinx——l—j,aa-B.

224, VySetrite spojitost nasledujicich funkeid:

1 - e
2 s 8k %<0
1. £(x) X 4% + 1 3 2. 2(x) 8{ x '
x’+ 5x°+ 6x 2x -1, ak x20

1]

3. £(x) = sen (x (1 = X°)) 3 4. 2(x) = x [x] ;
5. £(x) = 1im ——— , x30 § 6. £(x) = 1im H/1 + X8

n—»w1l1 + X n—>»c

Te £(x) = V= sin2 X .

RieSenie: 2, Dokdzat spojitost funkcie f na mnofine R~ {0} Je jednoduché: pre kaidé Zislo

a< 0 mofno ndjst také jeho okolie O(a), na ktorom sa funkcia f zhoduje s elemsntdraou fun-
X

x a

keiou 1 ; 2-, td je spojitd v bode a; preto lim f£(x) = lim 190 _1 ; & = f(a), %o zna-
x>a x->a

mend, e funkcia f je spsjitd v bode a. Analogicky sa postupuje v pripade a >0 *2 Pripad a =
: x

= 0 treba vySetrit samostatne: vtedy lim f(x) = 1lim l-o . -1, lim f£(x) = lim (2x -« 1) =

x— 0+ x-» 0+ x> 0- x> 0
= -1, preto lim f(x) = =1 = £(0). Funkcia f je tede spojitd aj v bode 0, preto f je spojité
x-»0
funkcia,
z)

Uvedeni mySlienku moino l'ahko zov3ecbecnit: ak st dané funkcia f a spojitd funkeia g a
existuje neprédzdna otvorend mnofina GC D(f)n D(g) takd, %e £/G = g/G, tak f Je spojitd
v kaZdom bode mnoiiny G.
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225 . Nech funkcie f, g s definované na R a funkecia f + g je spojitd v bode
a., Potom nastane prdve jedna z nasledujicich moXnosti:
a/ funkcia f aj funkcia g 8d spojité v bode a;
b/ ani funkcia f ani funkocia g nie je spojitd v bode a.
DokdZte; obidve uvedend moZnosti dokumentujte na prikladoch!

226 ., Nech f:R-»R je spojitd funkcia. TPotom funkcis f.rx’ Je spojitd prdve
v bodoch mno¥iny {x€¢R ; £(x) = 0} . Dokd¥te!

227. MoZno tvrdit, Ze funkcia gof nie Je spojitéd v bode X0 ak £ je spojitd
v bode x; a g nie je spojitéd v bode f(x0)€ D(g)?

|
|
228, DNech funkcie f, g si spojité v bode a (€ D(£)n D(g)). Potom aj funkcie \

[ £}, max {f, g} , min {f, g} si spojité v bode a. DokdZte!

229, Vydetrite spojitost Dirichletovej funkcie x(x) !

230, DokdZte, Ze Riemannova funkcie f, definovand predpisom f(x) = 0, ak x¢€
¢ R~Q a f(x) = 1/n, ak x = m/n, kde n¢lN, m¢ Z si nestdelitelné &is-
la, je spojitd v ka¥dom iraciondlnom &isle a nespojitd v kaeZdom racio-
ndlnem 8isle.

231 . fech funkcia f je spojitd na intervele <a, b> . Fotom
sup {f(x) ; x¢€ <a, b)} = sup {f(x) $ € {8, b>n Q} .

DokdZte!

fimlo a €R, ktoré je hromadnym bodom defini&ného oboru D(f) funkcie f, sa nazyva bodom

neapojitosti funkrcie f, sk je splnend niektord z nasledujicich podmienck:
a/ ¢1¢D(f) %

b/ neaxistuje lim f£(x) j
X8

¢/ A€ D(f) a exirtuje lim f{x), ale neplat{ 1lim f(x).= f(a).
x-»8 x-»8

Ak 2 €IH je bod nespojitosti funkcie f a existuje konednd lim f(x), nazyva sa a bodom
X-» 8

odstrénitelnej nespojitoati. Ak neexiatuje vlastnd lim f(x), nazyva sa a bodom negodstrdni-
X-»a

telnej nespojitosti.

Nech ¢ H je bod nespojitosti funkcie f, prifom a je hromadnym bodom mnoZin D{f)n

n{-c0 , a) aj D(f)A (a, +c0 ). Ak v bode 2 existuji vlastné jednostranné limity a lim f£(x) f
X-» 8-

# lim f(x), nazyva aa a bodom nespojitosti 1, druhu {rozdiel lim f£(x) - lim £(x) sa potom
X pa+ X8+ X >8m

nazyva skokem funkcie f v bode a). Ak aspofi jedna z jednostrannych limit v bode 8 neexistuje

1lebo je nevlustnd, nazyva sa a bodom nespojitosti 2, druhu.

Pozndmka, Klaeifikdcia bodov nespajitosti nie je v matematickej literatire jednotnd;
napr. niekedy sn hromidné body mnofiny D(f), ktoré nie st prvkami D(f), nepovazuju za body
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nespojitesti funkcie f; v definicii bodu neapojitosti 1. druhu sa niekedy nepofaduje splna-

nie podmienky 1im f(x) # lim f(x) atd.
x> a+ x> a=

232, Vydetrite charakter bodov nespojitosti nasledujicich funkeif:

2
1o £(X) = ————n 2. £2(x) = =1 —
v(x (1 + x) y _ : X 3x +2
1 - 1
3 f(x)=§-i-§l—-’-(; 4, f(x)a-—’%—-—gjl—- 3
1T " %
5. £(x) =\/l—"—£95-—§-3- 3 6. 2(x) = cos? 31[- :
4 - x
7. £(x) =VYx arctg% : 8. £f(x) = -_[%—i- :
x, ak IxI< 1. il .,
90 f(x) 3{ 1, ak 'x|>1 H 10. f(x) e X [x] H

11, £(x) = g(g(g(x))), kde g(x) = 7= §

12. f(x) n{ s8in er, ak x€ Q
0 , ak X€R~Q

13. £(x) = g (¢ (x)), kde g(x) =J * ak 0< x¢1
' : 2 «x, 8k 1< x<K2

q’(x)_{x , 8k X€Q
2 - x, ak xeR~Q

233,. 1. DokdZte, Ze monotonna funkcie definovand na R md%e mat len body ne-
spojitosti 1. druhu.

2. DokdZte, Ze mnoZina bodov nespojitosti néklesajlice:j funkcie £ defino-
vaneJ ne intervale I je spoditatelnd. '
(Ndvod: Stadi dokdzat, e mnoZina S vSetkych bodov nespojitosti fun-
keie £ leZiacich vnitri intervalu I - kafdf 2z nich je bodom nespoji-
tostl 1, druhu - je spoditateInd., Ak kaZdému bodu & €S priradime in-

terval (1im f£(x), 1im f£(x)), dostaneme systém po dvoch disjunkt-
X=-» 8= X-» a8+

nych intervalov; tento systém je spolitateIny ~ pozri pr. 99.)
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32e V1iastnosti spojityeh funkoii I

Funkecia f definovand na intervale I sa nazyva darbouxcvskd na I, ak pre kadé a, bEI,

a<b, platis na intervale <a, bD> nadobuda funkcia f vietky hodnoty medzi f(a) a £(b); tj.
ak plati

V¥ a, beI, a<b: £(<a, b>) D> {yE€R ; min {f(a), £(b)} ¢ ygmax {r(a), f(b)}} .

Veta 4. Ak je funkcia f spojitd na intervale I, tak je darbouxovskd na I.

234, Dokdzte, Ze existuje
1. x€ (0, 1), pre ktoré platf ¥+ 2t e - x =120 3

2. x€R, pre ktoré plat{ x = cos x

3, aspoii jedno riedenie rovnice P(x) = 0, kde P je polyndm nepirneho
stupria. '

Rie3enie: 1. Funkcia dand predpisom f(x) = x5+ x4+ x3

+ xz- x = 1 je spojitd, a teda aj dare
bouxovekd na (R, nadobide preto ma intervale <0, 1> vietky hodnoty medzi £(0) = =1 a £(1) =

= 2, Pratote =1< 0<2, musi existovat x€(0, 1), v ktorom f(x) = 0.

235, Nech funkcia f je spojitd na intervale (a, b), nech Xys Xpy eeey xne
€ (a, b), Potom existuje ¢ €£(a, b) tak, Ze

() = & (£(x) + vuov + £(x)) .
DokdZte!

236, Nech f£:<0, 1>-5<0, 1) je spojitd funkcia. Potom pre niektoré o€
€ <0, 1> plati £(¢) = ¢, DokdZte!

237_. Ak pre spojitd funkciu f:R—R plati £(Q) = {0}, tek aj t(®) = { 0 }.
DokdZtel ‘

238. UNech funkcia f:R—+R md tito vliastnost: pre ka¥dy interval ICR Je

I~f(R) # @. Potom je f konStantnd na R alebo nespojitd v kaZdom bode
X ¢ Re DokdZte!

239 , Ak Je funkecia f prostd a spojitéd na intervale I, tak je tam rydzomono-
. 0 Y.
tonna. DokdZte!

" Veta 5. Ak je funkecia f spojitd na‘kompaktnej mnoZine A (alebo &pecidlne na uzavretom

ohranifenom intervale), tak je na A ohranidend a existuji max f{x) a min f(x).
T X€ A XC A

240, MNech spojitd funkecia f nadobtida na intervale <a, b)> len kladné hodno-

ty. Potom existuje Ve 0 tak, Ze f(x)2 M plat{ pre ka%dé x¢ < a, b >,
Dokdzte!
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242,

2430.

2440.
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Ak funkcia f:(a, b)—>R (a, bCRY) je spojitd a existuji koneiné

1im f(x), 1lim f(x), tak £ Je ohranidend. DokdZte!
X-+8 x-»b

Ak P Je polyném pirneho stupria, tak existuje max P(x) alebo min P(x).

x¢ R xe R
Dokd%te! AkYy Je koeficient pri &lene s najvy33ou mocninou, sk existuje
min P(x) ?
x€ R _
Ak £ je spojitd na intervale {0, ) a lim £(x) = £(0), tak existuje
max f(x) aj min f(x). DokdZte! x> >
x>0 x20

Vetu 5 mofno dokdzat na zdklade nasledujioich faktov:

1. 8k funkcia £ Je spojitd na kompaktnej mnoZine A, tak £(A) je kompak-

245,

246,

tnd mnoZina;

2. ka%Zdd kompaktnd mnoZina Jje ohranifend a obsahuje svoje supremum a in-
fimum,

DokdaZte tieto tvrdenia!

Nech £:R—»R md len bodyfneépojitosti 1e druhu. Potom f Jje ohranidend na
ka¥dom ohranifenom intervale, DokdZte!

Existuje spojitd a ohraniend funkeia f£:(0, 1>— R takd, Ze neexistuje

max f(x) ani min f£(x) ?
x¢ (0, 1) xe (0, 17

3,3, Rovnomernd s poditost.,
Viiastnosti spojityfyeh funkoit{ II

Funkcia f sa nazyva rovnomerne spojitd nn mnoiine ACD(f) (A # ), ak plati

Yere Jé>0 ¥ox, yea: Ix - yl<d=> (f(x) - £ly)l< &

Funkecia f rovnomerne spojitaA na svojom definidnom obore sa nazjva rovnomerne spojitd.

247,

248,

Pomocou kvantifikdtorov zapilte tvrdenie ,Funkois f je spojitd na in-
tervale (a, b), ale nie je tam rovnomerne spojitd."!

Rozhodnite, &1 jJe funkcia £ rovnomerne spojitd na mnoZine A. Svoje tvr-
denie dokdZte na zdklade definicie!

1. £(x) = 5x = 3, A=R

2. £(x) = x°=2x =1, Aw {=2,5> 3

3. £f(x) = cos % . A= (0, 1)

4, £(x) = % . A= (T%' 1)
¢ = { 0,0 ) 3

5. £(x) = sin x° , A
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6. £(x) = Vx A=<0,0) j

7. f(x) = x + sin x , A=R .
RieSenie: 2. Predpokladajme, je x, y€ (-2, 5>, lx -~ yl< 5, a pokiisme sa na zdklade toho
zhora odhadnit vyraz |f(x) - £(y)|. Postupne dostaneme |f(x) ~ f(y)| = Ix%- 2x = 1 -
P - = Py v 2 (- )S I Y 2lx -yl = dx - ylix + gl v 2ix - y) =

= Ix = yl(Ix+yl +2)¢ix -yl (ixl + |yl + 2). Pretole x, y€ <=2, 5>, je Ixlg5, Iylg
<5, odtial Ix - yl (Ix] + 1yl + 2)€$12ix - yl<12 6 .

Zistili sme tedn: sk x, y€ <-2, 5),|x ~ y|<6 , tak If(x) ~ £(y)|< 128 . To znamend,
3s funkcia f je rovnomerne spojitd na intervale { -2, 5), pre dané E>0 stadi toti¥ polo-
it O = £ /12,

5. Ak si predstavime graf funkcie f{x) = sin x2, x20, zistime, %Ze v smere k +0o
funkcia f na intervaloch stdle menSej dlZfky nadobida vietky hodnoty medzi 1 & =1, tj. fe jej
graf sma smerom k +e0 ,zhustuje". To nds vedie k domnienke, %e f nie je na < 0,00 ) rowomer-

ne spojitd, V8imnime si preto podrobnejiie dvojice bodov (xn, yn) = (’\/- _zg + 2xn,

\/-32: + 2wn), ne N; zrejme f(xn) = .1, f(yn) = 1, Pretoie lim ly - xnl = 0, existuje pre
n-»a0

kaidé O >0 dvojica (xn, yn) takd, e |xn - yn| <4 « Tym sme dokdzall
Jes>eo (€ =2) Y é>0 jxn;o, yn)O: lxn -yn|<¢5A |f(xn) - f(ynH?E ’

3o je negécia tvrdenia ,f je rovnomerne spojitd nma (0,00 }". Teda sin x nie je rovnomerne
spojitd na intervale <0,00 ), '
249, Punkcia f Jje rovnomerne spojitd na ohranienom intervale I prédve vtedy,
ked pre TubovoIné : » 0 existuje apojitd po Eastiach linedrna funkcia
¢ tekd, Ze pre vBetky xe I platf [f(x) - ¢(x)|< € . DokdZte! (Spojitd
funkcia (¢ definovand na ohranilenom intervale I sa nazyva po &astiach
linedrna, sk existuje konedny poet po dvoch disjunktnych intervalov I.',

I,5 oesy I, tak, Ze I,U Iou ooVl = I & funkeie (f/Ii (; 2 1y see, )

n
s linedrne; tj. grafom je ,lomend &iara”.)

250. Pre funkciu F ndjdite spojitd po Zastiach linedrnu funkciu f takd, aby
pre vietky x¢ <a, b) platilo IF(x) - £(x)I< 0,1 , ak:

1. F(x) = x°, <&, b) = ¢ =1, 1)}

2, F(x) = 2, <& b = (5 2).

-

Yets 6. Furkcim epojitd ne kompaktnej mnofine K je rovnomerne spojitd na K,
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251. Rozhodnite, &i je funkcia f rovnomerne spoJitd ne mnoZine A:

10 £(x) = —%— , I SEIE I I DA
(x z-:-;? ’
2. f(x) = E"l%"x' ’ A = (0!5‘:> H
3. £2(x) = Y%, A= (0,0 ) ;
1

x sin = , ak x¢ (0,7

4-f(x)={ x ' y A= (0,x) 3

, 8k x = 0

5 £f(x) = x 8in x , A= 0,00)
6

6, £(x) = ==, A= (=1, 1)

V1 - x
Te £(x) = lnx , A= {1,0) .

sin x

Riedenie: 2. Na funkciu f(x) = ,» x€(0,%> nemdfeme aplikovat vetu 6, pretoie D(f) =

= (0,%) nie je kompaktnd mno¥ina, PomBieme si nasledovne: funkciu f moino spojite dodefi=-

novat v &isle 0, pretofe 0 je bodom odstrénitel'nej nespojitosti., Teda f = f1 /{0, > , kde

funkcia f, je urtend predpisom f,(x) = { f(x), ak x€ (0,7 . Na kompakte 0,X) je £,
1 , ak x = 0

spojité, a teda podla vety 6 aj rovnomerne spojitd. Pretole ztienie rovnomerne spojitej fun~

8in x

keie je funkcia rovnomerne spojitd, je funkcia rovnomerne spojitéd na intervale (0,7

252. Ak funkcie f je spojitd na intervale <0,c0 ) a existuje kone&néd
1lim f(x), tak £ je rovnomerne spojitd na <{0,w )., DokdZte!
X0
253 o KaZdd spojitd periodickd funkcia f£:R—~>R je rovnomerne spojitd. DokédZte!

254, Nech funkcia f je definovand na ohranilenom intervele (a, b), nech

1 1im f(x) = +00 3} 2, 1im f(x) neexistuje.
X—» b= x-» b-

Potom f nie je rovnomerne spojitéd na (a, b). Dokdite!
255, Spojitd funkcia f definovand na ohranifenom intervale (a, b) Je rovno-
merne spojitd na (a, b) prive vtedy, ked existuji konedné 1im f£(x),

X-» 8+
1lim f(x). Dokdite!
X b=

256. 1. Ak £ je rovnomerne spojitd na ohranienom intervale (a, b), tak £ je
na (a, b) ohranidend, DokdZte!

2, Uvedte priklad funkcie, ktord je spojitd a ohranidend na ohranidenom
intervele, ale nie je tam rovnomerne spojit4!



»

257.

258,

259.

260,

261,

262,

3.4 Dal81ie prifiklady

Vydetrite spojitost nasledujucich funkeif, urdte charakter bodov nespojitomti:

(%]

1. £{x) = (-1) 3 2, f(x) = ['1;] sgn sin [—%] '
3. £(x) = = z 11 ' 4, £(x) = lim (x arctg (n ctg x)) 3
arctg; n—»a
2 nx xt
5. £(x) = lin XX 6. £(x) = 1in 22412 °t) .

n—»ec 1 + @ t»01n (1 + e

bola spojitd v bode O:

Uréte &imlo A tak, aby funkcia f1(x) = {‘f(X)' ak x € D(f)

A , ak x = 0

- —

1 xa x
1. f(x)t-se 3 : , 2. f(x) =x, x>0

x

3. fix) = x 1n2x .

Nech £:R-»R je spojitd funkecia, Potom funkcia
-¢ s ak f(x)<~
F(x) =3 f(x), ak If(x)l ¢
¢, ak  f(x)>

o o

[ ]

je spojitd. Dokdite!
. 00 © | X
Zoradme mnoZinu Q do prostej postupnosti {qn} a=1} nech {an} n=t v dand postupnoast

redlnych &{sel. Definujme funkciu «f (nazyva sa zovieobecnend Riemannova funkcia) na-
sledovne:

‘f’(x) -{ 0, ek x¢B~Q
8 ak x = q,

Ak 1im a = 0, tak funkcia W je spojitd v kaidom iracionélnom ¥isle. Dokdite! Plati
n-sco ‘ v

aj obrdtend implikdcia?
VySetrite spojitost funkcie
' -"{‘-T ek x =2 nEZa nct st nesidelitelns
f(x) = n n . .
x » ak x¢ R~Q
Nech f£: (a2, b> >R je spojitd funkcia, VySetrite apojitost funkcie

sup f£(t) - inf £(t) , ak xé(a, b)
‘te {8, x) te&<a, x)

g(x) = .
10 ,ak x = a
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263, 1, Nech je danéd funkcia f, nech xoen(f) a plati
W8>0 Jevor Ix - xgl<d=> I£(x) - £xg)I<E .

Vyplyva z tychto predpokladov spojitost funkcie f v bode xo? Aku vlastnost funkcie
f popisuje uvedend podmienka? >

2. Nech je danéd funkcia f, nech plati
¥xenr) ¥6>0  Jeror Ie(x) - t(xg)l<e=> Ix - x 1< .
Vyplyva 3 tychto predpokladov spojitost funkcie £? Aké vlastnost funkcis f je popi-

sané uvedenou podmienkou?

264. Mo3ino tvrdit, %e funkcia gof je nespojitéd v bode a, ak £ nie je spojitd v bode a &
€ D(f) & funkcia g je '

1. spojitd na R - 2., proatd a spojitd na B ¢
2650. Zostrojte funkciu fiR-+R, ktord je spojitd prédve v bodoch mnoZiny M, ak

1t.u= {0} 2. M=g

JM=N aou={L;nen}.

* ' N n

-

266, Zistite, ¥i existuje bijekcia f:R->®, ktord nie je spojitd v %iadnom bode x€ R.

267, Dokdite, %e neexistuje funkcia £iR->R takd, %e pre knidé a¢ R existuje vlastnd

lim f(x) a plati lim £(x) # f(a).
X8 C x-ra

268, 1. Ak pre funkciu fiR-+R plat{ lim  f£(x) = 0 v kaidom bode a € R, tak mnofina A =
. x->a

i={ xeR; £(x) # 0} je spo¥itatelnd. DokdIte!
2: Neexistuje funkcia f£:R->[R, ktord md v kafdom bode a€ R nevlastni limitu. DokdZte!
2690. Ak polyndm P pédrneho stupfia nadobtida aspod jednu hodnotu, ktord md opadné znamienko a-

ko koeficient pri &lene s najvy&Sou mocninou, tek P md aspof dva redlne korene. Dokdi-
te!

2700. Ak js funkcia f:R>Q spojitd, tak je kondtantnd. DokdZtel

271, Nech funkcia £:1<{ 0,00 )R je spojitd a ohranilend a neexistuje lim f£(x). Potom exis-
)

tuje Ac R, pre ktoré mi rovnica f£(x) = A nekone¥ne vela rieSeni. Dokéitel

2720. Ak f18->R je spojitd funkcia a pre kaidé x€ R platd £(£{x)) = x, tak existuje rieSenie
rovnice f(x) = x, Dokdite!

273. Ak £:8>R je spojitd periodickd funkcia s periodou T, tak existuje také a €R, pre kto-
ré f(a + %‘) = f(a), Dokdite!l
274. 10. Inverznd funkcia k rjdzomonoténnej funkeii definovanejv na intervale je apojitd.

Dokdite!

2. Uvedte priklad proastej funkcie spojitej v bode 0, ktorej inverand funkcia nie Je
spojitd v bode £(0) !



2750.

276,

277,

278.
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3. Uvedte priklad spojitej rydzomonotonnej funkcie, ktorej inverzné funkcia nie Je
spojitd!

Nech funkcia fiR->R je rovnomerne spojitd. Potom existuju Zisla a3 0, b3 0 tak, Ee pre
viestky x¢ R plat{ |[£(x)| £ a Ix|l + b, DokdZtel

1. Ak s0 funkcie f, g rovnomerne spojité na ohranilenom intervale (a, b), tak si team
rovnomerne spojité aj funkcie £ + g, f.g . Dokdite!

20. Uvedte priklad funkcii f,g rovnomerne spojitych na intervale, ktorfch siZin tam

nie je rovnomerne spojity.

Rozhodnite o pravdivosti nasledujiceho tvrdenia: _Nech g je spojité nekondtantné fun-
kcia definovand na intervale I, nech funkcim f je spojitd na intervale g(I). Ak aspoit
jedna s funkcii £, g je rovnomerne spojitd, tak aj funkcia fog je rovnomerns spojitd.*

Popi&te funkcie, ktoré vyhovuji podmienke:

1. Vero  Jocd<e  Vx,yeRe |x-yl<d=>I2(x) - tly)lc e
2. Ver>o 3650 Vx, yeRix-ylcd=> 2(x) - £ly) <& 3

3. YVero 3Jd>0 Wx, yei x-y<d=> le(x) - t(y)lce .



