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2, LIMITA FUNKCTIE

2.1 0Okolia & hromadné body

Nech a € Ry kaidj interval (a - £, a +£), kde &> 0, sa nasjva okplie bodu a. Cislo
£ =sa nazjva polomer okolis (a - &, a +£ }; ak chceme zd8raznit, %e dané okolie bodu a md
polomer €, hovorime o ¢ -okoli bodu a. Okolim bodu o =a nazyvg kafdy interval (Kywo ), kde
fixe Ry okolim bodu - ka¥dy interval (-o>, K), kde K€ R, Okolie bodu beR™ (R’ s nazyva
rozéirend mnoZina redlnych disel a pozosttva. 20 vietkych redlnych Sisel a symbolov-+,
-~ X)) budeme oznadovat O(b), aymbol O¢ (b) budeme poufivat pre E-okolie bodu be R.

Bod a € R* sa nazjva hromadny bod mnoziny MCR, ak kaidé jeho okolie o(a) cbsahuje as~
poh jeden prvok mnofiny M rézny od a, tj. sk platd

¥ o(a)s (O(a)Ss{e)Y)nuM¥ g

(tento vyrok moino zapisat aj v tvare ¥ o(a) I xeM: x ¥ anxeO(a); je okvivalontny"
s vyrokom: ka}dé okolie bodu s obsahuje nekonelne vels prvkov mnoiiny M ).

Mnofinu v8etkych hromadnych bodov mnoZiny M budems osnalovat M.

100, DokdZte, Ze bod a Je hr_omadnj bod mnoZiny A, ek

1. a=0, | A-{xeB;at‘in%ao};‘
2,0 8= -, A= {xeR; ocosx ==t} 3
. " 2
3. a=-1g ’ A= {-1-3‘0‘-5;' m, neN}_r(tedaAje mnofina vietkych

kladnych disel, ktorych zdpis v desiatkove] _'aﬁstavé mé koheén;f po=~
get nenulovych cifier za desatinnou 3iarkou).

101. N4jdite vBetky hromadné body mnofin
1., A=¢0, 1), ' 2.B-{(-1)nn;n€lN};
3. C = (=2,0) 3 4.D-{ $ m<n, m, neN} 3

x) namiesto eymbolu + 0 sa dasto pouiiva. symbol ¢, nisktori autori viak zsvd.dz&iﬁ sysbol

© 8 inym vyznamom, k tomu pozri pozndAmku na konci odseku 2.5



5.E={%‘$m<n,m,n62}$ 6.F’1<1,2)\Q.

102. Pomocou symbolov ¥, ] zapiste vyroky:
1, Bod @ nie je hromadny bod mnoZiny M ;
2. MnoZina M nem4 hromadné body.

103. Uvedte priklad neprdzdnej mno¥iny AC R take), Ze
1. A= ¢ 2. A={ 1, +o};
3o A'={ -, +0) j 4. A je nespoiitateInd mno¥ina ;
5. A’ je nekone¥ne spoditateInd mmoZina .

104, Nech ACR je zhora ohranifend neprédzdna mnoZina, nech sup A ¢ A, Potom
sup A je hromadny bod mnoZiny A. DokéZte!

2.2, Defindicia limity

Nech a € B® je hromadnj bod definiZného oboru funkcie f. Bod b€ R* sa nazfva limits
funkcie f v bode a, ak plati

¥o(b) Jo(a) ¥ xe(ofa)~{a})ndie)s £(x)co(d) .

{Ak b€ R, hovorime o vlastnej {alebo koneinej) limite; ak b =co alebo b = -co, o nevlastn
limite; ak a =co alebo & = -~ , pouiivame ndsov limita v nevlastnom bode.) Zapisujeme
1im f{x) = b alebo f(x)>b pre x-»a.
X-» 2 .

VAimnime <i teraz jednotlivé Specidlne pripady, ktoré zahriia uvedend definicia; szaln
me poatupnostama:

1. Nech b€ R; hovorime, e postupnost {an} :;1 konverguje k (&islu) b, ek lim a_ =
o n-»co

= b, tj. ak plati
x)

¥ €50 JneN ¥new, ri‘>nos la - bl<t

2. Hovorime, Ze postupnost {an}m

n=1

diverguje k + @ , ak lim & = +m, tj. ak plat
n-»w ‘

VKer dnpew ¥new, n>ho: a >K.

*) Vyroky

Ne>0 'jnoéw ¥nem, n>nt |an-bl<i,

0
Ye>0 _'Jnoc; R ¥new, n>ngt la - bl<E

st ekvivalentné, Pretoie v definicii kona¥nej limity postupnosti je zvykom jindat noe N
{a nie nO(-‘. R), budeme ju v takej podobe pouiivat aj my (hoci - ako uvidime v pr. 105 -
81 tym ninkedy kemplikuje vyjadrenie zdvislosti &isla n, na ¢isle ¢ ). Annlogickd poz-

nimka sa vztahuje aj nakdefinic‘ie nevlastnyeh limit postupnosti, 1




BN SIS

- 33 -

0
3. Hovorime, Ze postupnost { ‘n} ;1'1 diverguje k -, ak 1lim A * -, tj. ak plati
. n-wo

YKkerR IneWN VneWN, n>n

<K .
n, ts.nl(

0

Postupnosti, ktoré maju vliastni limitu, & nazjvaji konvergeniné; ak postupnost nemd
limitu alebo méd nevlastni limitu, nazyva sa divergentnd.

. 105, Na zdklade definicie dckd%te nasledujdce tvrdenia:

1. lim nos 1 é (pre ktoré nE W plat{: a/ Il’-‘?—*——l 4§|< 0,5 ;

n-ow 5n-1 5n"= 1

b/< 0,005 3 o/ < 0,00005 ?)

2
2, 14m Hrjgnxd 1

n-»oo 2n"+ 2
2
3. 1im -ﬁ-—:f—-g = +0> (podinajioc ktorym prirodzenym &{slom plat{ nerov-
n-»e X
nost ﬁ-—:—-e- > 10° ?) 3 :

4, 1im (%-n)--oo 3

n-ow

5.1im qt =0 (lql<1)

n-s

f" RieXenie: 2, Musime dokdzat pravdivost vyroku

Ve>0'3noem V‘niﬂ!,n;nslw '|<€ (%)
2n *2 k i

Nech je teda dané ¢islo E > 0; szistime, ktoré éisla n€ N vyhovuji nerovniei -
PSRRI

2n + 2
Postupnymi Gpravami dostaneme ekvivalentné vzﬁ'ahy v N:

e
o2m+ 2

2€6n°- Jn+ 20> 0.

.|(Ndjdeme najprv vietky redlne riedenia poslednej nsrovnice, z nich potom vyberieme tie, kto-
ré lelia v N. Diskriminant D je rovay 9 - 16 52, proto pre redlne neéoma platii

1. ak €> }-, tj. ak D< O, je risienim kaidé rodlne &islo 3
2. 2k £ & (0, -) ., Je D20, preto ruéamami 8i véotky pr'vlq mnoiiny ( ©, }______2_1_6__52___)
u(lzggtuasfﬂv ).)
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Preto:

2
] 1
1. ak £ > i‘. je ris3enim nerovnice ‘n * 2“ 1. > |< ¢ kaidé Zimlo neiN 4

2n + 2 2
2, ak £ € (0, %), si riejeniami nerovnice |B—t-%!l—1—1- - -12: |<t vietky tie ne N, pre
2n + 2

ktoré plati n> {3 +49 - 16&2)/26 .

Teraz uf vidime, %e vyrok (x) je pravdivy: stadi polofit n, * 1 pre £> % an, =

= [(3 +V9 - 16&,2)/2(»_] pre £€{(0, %) ( [.] oznaduje celii &ast; keby ame v (1) na-
missto podmienky no€ N mali podmienku n,€ R, stadilo by pre ¢ € (0, -}) poloiit n_ =

0
= (3+49 - 16£%)/2e ).

Pozndmka. Ak je nerovnost |an-— b|< € splnend pre viatky n> n, @ platdi n> g, tak

nerovnosti |an- bi< € iste vyhovuju vietky &isla n) n . Z tohto samozre jmého tvrdenia vyply

va, %e v zdvere rieSenia prikladu 105.2 by stadilo poloZit nozi pre £ 4 an, 2

a* " ?
y [(3+49-16€2/2e] pre £e(0, 3/a>.

106, Rozhodnite, &i existujli limity nasledujicich postupnosti (nezabidajte,
e svoje tvrdenia musite dokdzat):

1
1.8, ={1 -5 s 8k nelN Je pérne

1 + 12, ak ne€ ¥ Je nepdrne
n
2. &, = (cos %-)/n .
1070. Poastupnost {an}:;;1 je dend vztshom a, =n (1 = (=1 )n), Doké¥te, Ze

1. &islo 0 nie je limitou tejto postupnosti ;
2, bod +o nie je limitou tejto postupnosti ;
3. Ziadne be R® nie Je limitou tejto postupnosti.

108. Pri formuldcii definfcie vliastnej limity postupnosti Student:
1. namieato ,pre Tubovolné € > O" povedal ,pre Iubovolné ¢ ". Existujd
postupnosti, ktoré maji limitu pri tekejto definfeii?

2, definiciu napisal takto
Ye>o 3no€|N ¥ nems Ian-b|<£ .
Ktoré postupnosti by mali limitu pri takejto definfcii?

3., namiesto ,pre kaidé €E> O" povedal ,aspoil pre jedno &> 0", UkdZte,
Ye pri tekejto definfoii je ¥{slo 7 limitou postupnosti 2, 2, ees o

4, namiesto ,existuje noe W*" povedal npre vietky ny€ N", Ktoré postup-
nosti maji limitu pri takejto definfioii?
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So. definfciu napisal takto!
Yesro 3n0€|N ¥ nenw, n>nyt e ~b<€ .

Ukdite, %e pri takejto definfoii je &{slo 5 limitou postupnosti
1' 1’ 1' soe o

[- o]
109, Je &{slo b€ R limitou postupnosti { an}n-‘l' ek existuje také prirodze-

né &islo N‘. %2e pre TubovoIné € >0 a vSetky ned, n > NE plat{ Ian- bl<
<g 7

leo) ’ .
110, N4jdite vietky postupnosti {xn} nwl? ktoré vyhovuji podmienke
1. Je>0 V'noelN V’nem,n>no: Ixn|<€ 3
2, Y e>o Vnoeﬂ ’V‘nem‘,n>noz Ixnl<£ 3
3. 3 e>0 Ingen  ¥newW, n>ngs Ixglce

Ak x € IR*. nastdva prive jedna 2 troch moinosti: x€é R, x = +00, x = -®. Ak v definicil
limity funkcie rozlifime pre body a, bé ® tieto moinosti, dostaneme nasledujicich devat
#pecidlnych pripadov (v nich uf a, b oznsduji len redlne &fsla): :

1. 1lim £(x) = b 2. 1lim f{x) = + o 3 3. lim f£(x) = -0 %

x—+a x-»a ‘ x>a

4, 1im f(x) = b , 5. lim f(x) =+ ; 6. lim f(x) = -0

X—»® xX—»co X~» 0O
7. 1lim  f(x) = b 8. lim f(x) = +o0 4 9, 1lim f(x) = - ,
X -0 X=» -0 X - 0O

':-111. Prepiite definfeiu limity funkecie pre pripady 1 - 9. (Viimnite si, Ze
1limity postupnost{ s samy Specidlnym pripadom limft 4 - 6.)

Riedenie: 1. V tomto pripade si okolia O(a) a 0(b) jednozna¥ne urlené svojimi polomermi &,
4€ s definiciu limity moZno potom prepisat do tvaru

Yero 850 Vaxen(r), xFa, Ix-al<d ¢ If(x) -blce
%‘;"'&lobo - &0 je to isté - do tvaru ,
‘VE>0 36)0 'V'xED(f), x#3:|1-1|<8”'f(‘)-b|<£.

J(Samozrejme predpokladdme, fe a js hromadny bod mnoiiny D(f).)

Veta_1,(Cauchyho-Bolzanovo kritérjum konvergengie). Nech e/ Je hromadny bod definid-
Jného oboru funkcie f. Funkcia f mé v bode a kone&ni limitu prdve vtedy, ked plati

¥Yero Joa) ¥ x, ye(ofa)N{a})an(): |£(x) - £(y)l<ce . (x)_

?,’112. Ne zdklade definicie limity dokdfte tieto tvrdenia:

\ 1. 1im V—x—-‘\@-; 2. 1lim 1 - 4
S S zere

x=1 (1 = x)
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3.1im %0 = -0 4. 1im ¥z =2

Kot = O x—=>8

2

X -2

Riedanims: 1, Treba dokdzat pravdivost tvrdenia

Yero Jo>0 ¥xz0,xF3, 0x=-31<dlvx-Vilce . (%)
Predpokladajme, %e Ix = 31<d a skisme na zdklade toho zhora odhadnit vyraz |Vx - Y3|,

- — - -~ . S
protoiale..rVJll'_x——-‘—J:‘i aﬁ+ﬁ;¢3,-plati|f‘ﬁl$ -'}_|X—3|< -":.Tera: ui vi-
Vx +V3 V3 V3 .
dime, ia (%) plati: ak je dané ¢t> 0 a chceme, aby platilo [Vx - V31< €, stad{ poloiit ¢ =

= ¢ ¥3 (alebo &.¢ € V).

113, Nech bod 0 je hromadny bod defini¥ného oboru funkcie f. Pomocou symbo=
lov ¥, ] zapiste tieto tvrdenia:
1. 8islo 4 nie je limitou funkcie f v bode O
2. Funkcia £ nemd v bode 0 limitu. ;
114, Ak existuje lim f(x) = b (a€R®, be R), tak existuje aj lim I#(x)| a
X-—8 X-—>8a
plat{ 1im |1£(x)| = Ib|. Dokd%te; plati aj opadnd implikdcia?
xX—> 8
115, 1, DokdZte implikdeiu ,=>" v Cauchyho-Bolzanovom kritériu konvergencie
(tj. dokdZite, Ze (x) z vety 1 Je nutnd podmienka existencle vliestne]
limity funkcie £ v bode a).

2o DokéZte, %fe Dirichletova funkecia ani funkcia &in % nemajd limitu

v bode 0. (Neexistenciu konednych lim{t moZno dokézat na zdklade pr.
115.1; neexistenciu nevlastnych limit treba dokdzat samostatne.)

23, Vety o 1imit deh I

Veta 2 (o limite skaldrneho nAsobku, su¥tu, rozdielu, sd¥inu a podielu). Nech su dané

funkecie f, g, nech a¢ ®* je hromadny bod mnoiiny D(f)n D{(g). Ak existuju kone&né lim f£(x)i=
) x-»8

t= A, lim g(x):= B, tak existuji aj lim cf(x) (ce®R je kon3tamta), lim (£(x) + g(x)},
X-»A XA x->8

lim (f{x) - g{x}), Yim (f(x).g{x)) a plati
X-9 A X8

lim cof(x) = cA ( = c.lim £(x) )
X —»ay . X-—» 8

lim (fix) + gl{x)) = A+ B ( = lim f{x) + lim g(x) )

X-+9 xX-»a X>8a
lim (f(x) -~ g{x)) = A - B (= lim f(x) - lim g(x) )
Xy : X->1a x-»A



1im (f(x).g(x)) = A.B (= lim f£(x) . lim g(x) )
xX-»ra X-»a x-»a

Ak naviane B # 0, tak exiatuje aj lim ?:%-;-:))- a plati

x> 8
lim f£(x)
. o flx) . A x=>3
: ima g(x) B (= lim g(x) ).
> X~»2

Veta 3 (o limite zloZenej funkcie). Nech sl dané funkcie f, g nech a€ R Jje hromadny
bod mnoiiny D(f og). Ak lim g(x) = A (A€ IR*), pridom je splnend podmisnka '

x-»2
Jo(a) ¥xe€o(a)e x F e=pg(x) A A, (%)
.I lim f(x) = B (B¢ lR*), tak 1lim f£(g(x)) = B.
x->A i x-»8
E‘ Poznémka., Ak A je hromadnym bodom D(f), alse A¢D(f), tak uvedend veta plati aj vtedy,

- ked nie je mplneni podmienka (x).

Niektoré limity moino ndjst len na zdklade definicie, v ostatnych pripadoch je véak o-

vol'a sfektivnejlie poulit vety o limitdch., Pritom je potrebné osvojit si zddvodiovanie jed-
[§ notlivjch krokov vypodtu, inak sa nenauli{me odlifovat sprdvne postupy od nesprdvnych. Ne i-
H lustriaciu podrobne popiime nasledujici vypolet

\ 2 '
1 2
2 e 3m e 5/2 (2 xi:lw (2 + 3/x + 5/x°) (2)

2 (1)
1im 2—1_-:—3542 ™ lim 5 ]
x>0 3x -7 x> 3 -7x lim (3 - 7/x2)
X—>0
H oy lim 2+ lim  3/x + 1im  5/x°
(3) (4)
] - X-n D X—»® X->® - 2+0+0 _ 2
Clim 3 - lim 7/x° 3-o0 3°
x> ® x> o

i 2 . 2
1) na intervale (0,co ) iste plati 2x+ 3x+ 3,2+ 3/x* 5/x (zlomok vlavo sta&i ros-
2 2
Ix - 7 3~ 1x
Birit vyrazom 1/x2), preto: ak existuje limita na pravej strane rovnosti (1), tak exis-
tuje aj limita na jej lavej strane a tieto limity sa rovnaju *); dalej sa teda snaZime

2
zistit, 3i existuje lim 2 /x + g/x .
x> 3 - 7/x

 2) tu sme pou%ili vetu o limite podielu (zatial oviem len ,na Zestné slovo"), presnejidie
povedané: ak ukdiems, %e limita v ditateli aj v menovateli existuji a sd konedné, pri-

) Tdto elementdrna, ale velmi &astd Gvaha sa vo vSeobecnosti formuluje taktos Nech a¢ R*
je hromadny bod D(f); nech existuje O(a) tak, e D(f)n (O(a)N{a} ) = D(g)n (O(a)~{a})
a pre vietky x ¢ D(f)n (0(a)~ {a} ) plati £(x) = g(x). Ak existuje lim g(x) 1= b (¢ R"),
tak plat{ 1im f(x) = b, x->a

X8



(4)

%om limita v menovateli je nenulovd, tak podla vety o limite podielu bude platit rov-
noat (2) ;

v &itateli sme pou?ili vetu o limite s(&tu (td moZno indukciou roz#irit na l'ubovolny
kenedny polet siitancov), v menovateli vetu o limite rozdielu (obidve zatial tiei len

.na destné slovo") ;

teriz ui lahko overime, %e rovnosti (2) a (3) skutofne platia: pretoie lim 2,
X--»Q0

lim  3/x, lim S/xz, lim 3 a lim 7/&2 existuji a sd konedné (to lahko dokdieme
X~ X~>00 X~y x4 0O
priamo z definicie), bolo pouZitie viet o limite sudtu a rozdielu v (3) oprdvnend
(a preto 1lim (2 + 3/x + 5/x2) =2, lim (3 -'7/&2) = 3); rovnako oprévnené bolo po-]
X —pad . X -9 . .

u¥itia vety o limite podielu v (2) (limita v &itateli aj v menovateli - ako sme sa
préve presveddili -~ skutodne existuju, sl konedné a limite v menovateli je naviac ne-
nulovd).

. . 2x2+ x +

Z platnosti rovnosti (1), (2), (3) vyplyva lim

2
X—»® 3x2— 7 3

Takéto zdévodiiovanie (vykonané oviem len v duchu alebo Gistne) by malo byt silaatou vj

podtu kaidej limity; po ziskani istej praxe budéizépiey,aj argumentdcia podstatne strudnej-

Sie,

lim
X-»8

116.

117,

Veta 4. Ak f je elementdrna funkcia a bod a € D(f) je hromadny bod mnoZiny D(f), tak
£(x) = f(a),
(Toto tvrdenie velmi uzko suvisi s pojmom spojitosti (pozri kap. 3).)
Ndjdite nasledujiice limity: '
2 2
1. 1im ._5__'_'_]_._. : ~ 2, 1lim }LB;*T.&_I_.'_Q 3
X~>0o0 2X = X + 1 Xpecn 2X = T
) 3 2
3. 1im X=1)(X=2) 00 (X $ 4, 1im (. ;: - =X )
X—>® (5x-1) , x>0 3x°=4 3x+2
1 a . 2a n -1
5.1im = [(x +2) + (x+53) + oo + (x + 2=—19)]
nso B [ n | n n
6. lim ( .
e &> (._2)n+‘l+ 3n+1,
x*=- 5% + 6 x%= 1
1o lim —X =5 ; 2, 1m  —F=1—
X3 x°= 6X°+ 10x - 3 : X1 2X°= X = 1
2 , , 4
3. um —¥=1— | 4o lim K= X+ 2

x>0 2x°- x - 1 x—»1 X"= 4x + 3




3 2_ _ _ 5420
5. 14m 2%z 5" ix + 12 6. 1im A3 =X 2 s
X 2 5x°= 4X = 12 x-»2 (x’= 12x + 16)
- 1 2 1
7. 1im (m, net¥) 3 8. 1im ¢ s + =%
x—=>1 x'=1 xX—»2 2% - X X“= 3x 4+ 2
9. 1im X + X +x.:.1+ X n : 10. 1lim x5 2X +
x-»1 x>l x -2x + 1

RieSenie: 1, Funkcie P(x) = 12- 5x + 6 a Q(x) = xJ- 6x2+ 10x -~ 3 a0 elementdérne, preto

lim P(x) = P(3) = 0, lim Q(x) = Q(3) = 0, Pretois lim Q(x) = 0, nemd%eme poufit vetu o 1li-
x-»3 x-»3 x-»3

{mite podielu., (Alebo inak povedané: funkcia R = P/Q je elementdrna, ale Q(3) = 0, preto ) {
f D(R) a limitu funkcie R v bode 3 teda nemoino ndjet ,dosadenim”.) Z rovnostd P(3) = 0,
1Q(3) = 0 vyplyva, %e &i{slo '3 je korefiom polynomov P aj Q, preto P(x) nj Q(x) musia byt deli-
“|teImé korefiovym Zinitelom (x - 3). Po vyfat{ %lena (x - 3) dostaneme P(x) = (x - 3)(x - 2),
: 2

{Q(x) = (x ~ 3)(:2- 3x + 1). Pre x€ D(R) teda plat{ ——3— ix+ 6 . fX = 3)x = 2)

xl- 6x2+ 10x - 3 (x - 3)(12- 3x + 1)

. -55-:—2-—* , pritom lim x-2 =1 (olomonttrnn funkeis R (x) = -55-:-2-- jo deoti-
x - Jx +1 x>} x - 3x + 1 ' x = JIx + 1

" |novand aj v bode 3, preto lim R (x) uf moino néjsf Ldosadenin®),
x—’j

2
Teda 1im X ‘25* * 8 . lim (x - 3)25 =2) . yim 5 e - 1,
x>} X7- 6x ¢ 10x -3 x=3 (x=-3)(x"-3x+1) x5 x-3x+1

118. Zostrojte funkcie £, g derinované na R tak‘, aby neexistovali 1lim f£(x)

ani 1im g(x) a existovala ‘kone¥nd x—>1
Xx-»1 : .
1. 1im (£(x) + &{x)) 3 2, 1im (£(x).g(x)) .
x-»1 X~»1
{.119. MoZno ndjst postupnost { 8, °°1 takﬁ, Ze existuje konednd 1im a, &
- n-»co
neexistuje lim % ? ’
“ n-»wo n
920, N4jdite limity: | .
1, 14m XX=-6+2 2, 1im Y1 t2x=-3
=2 o/ 25 _ 4 - x»4 Yx =2
3, 1m YE=YasVz-a (a>0); 4, lim “/"*’3?,‘313-*1 ;
xra P2 ;o x> x=9
5.1 2T ax=HeTox . g gy Q=¥RGWE)..(0-WE)
x>0 x + 2 1/;4 ' . - x-»1 (1 x)np1

. 3 frommmnne )
Risfenie: 1, Elementdrnﬂ funkeia f(x) = -—5—:—§-1f2 nie je definovand v bode -2, pretn
‘ Vx «3-1

lim  f(x) nemofno néjst ,dosadenim", Pre vypolet limity bude vyhodnej&{ iny zdpis predpisu
x> =2 ’ , ‘
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3, 53

= (A + B)(A°~ AB +

Rl A% . L., o+ AT

funkcie 3 dostaneme ho poufitim vzorcov A2- B2 = (A~ B)(A+B), A"+ B

+ B2) (obidva s\ Specidélnym pripadom rovnosti A" " = (A - B)(A
+ 3"")). Podla prvého z nich x°- 4= (Vx2~ j - 1)(V12- 3 + 1), podla druhého x + 2 =
s (Wx-6+20Wix - 6)%-2Yx -6+ 4.

31/1:-6*2‘,‘_*2. Vx©- 3 + ’
V- 3-1 24 Wix-62-2¥r-6+4

Pre vietky x ¢ D(f) preto plati f(x) =

(zlomok sme rozdirili vyrazom (sz- 3+ 1)(3’\/(1 -6)° -2 3 X ~6 + 4)). Teraz mbZeme poui:lt.‘l
¢x2 -3 + 1 1
vetu o limite #i&inu: lim *3 (ide o elementdrnu funkeciu de-
x>-2 3‘\/(x—G) -2Vx-6'*4 ‘
. , . , X+2 .. 1 ¥ '
finovani v bode -2, preto stadi dosadit), lim = lim -3 ® - 2° Teda
x-»=2 X - 4 x»=2 ¥

. We -6+ 2 . x + 2 ¥Vx°= 3 + 1 . x + 2

lim = 1im 3 . — ( = lim = 2lix -2
X =2 t/x2- 3 -1 x»=2 X ~ 4 3%1 - 6)2 -2 1‘/: -6+ 4 X-»=2

Jo2
. lim Vel y e ) = (1lim e I SEEEE I

- x 2
x>2 3/x 62 -2Yx-6+4 x> -2

121, Ndjdite limity:

" ‘Vx+2-3Vx2+_A

2. lim Yx+2-31/x+20;

1. lim H =
X->2 x -2 x>T7 ‘Wz +9 -2
3 X 4 x
1+ - 1 +
3. 1im \/ 3 )‘/ 1..
x>0 1--\,/1--5E

Yx + 2 - 31/x2+ 4 6‘“:*2) - 6V(x2+4

Rie3enie: 1., Uvedieme dva rdzne ndvody: a/ lim e » lim )
Xp2 b o 4 x
3/ 2 ‘/ M 2 3./. ﬂ E
b/ 1im $/x*2-‘\/x*__4_=lim X+ 2 -2+ 2« x“-lim x+2-2+lim2- X +
x - 2 X - 2 ) X -2 X - 2
X-pp 2 x-»2 x-p2 x>2

(51’.51_(}' 2, ktoré sme pripo¥itali a odpoditali, je spoloZnou funk¥nou hodnotou funkcif ¥Yx + 2
2 3\/x£+ 4 v bode 2); dalii postup je potom rovnaky ako v pr. 120.

122, Ndjdite limity:

3 By % =
1. 1im A Ax 2. 1im 1+ x =1 (new) ;

. — s < ’
X—e=1 1 + WYX x>0
m/—
x+1 TYx - 1 x>1 1 -yYx 1 - Hx
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;:Rioéenia: 2. Aby sme sa v limitovanom vjyraze zbavili odmocniny, poloime Qv, + x =t (odtial

(x = "= 1). Poufit tuto substiticiu neznamend niX iné, ako napisa# funkciu y = ——1—3;5—:—1
1y tvare suparpozicie funkcif y = &;:—l a t =1+ x . Vjpodet limity sa potom zakladd na

t~ 1
vete o limite zlo¥ensj funkcie: limita vnitornej zloiky (predatavujicej substiticiu) je

(1im q¢1 + x =) 1; podmienka (x) z vety 3 je splnend, pretole qu + x je prostd funkcis.
x-+0

Hladand limita 2 preto rovnd limite vonkajSej zloiky v bode 1§ teda

TR L T

n
;u,,.'ﬁ_*_z_:_l.um‘-‘,nm t-r';-z

x0 x bl th= 1t (b - (T 7% L e 1)

1
- -
n

§123. Ndjdite limity:
l

1. 1im Q+\/x+1/_ 2. 1im -\/:4-31/1:—4»44/;,
X—» 0 Vx + 1 X-»0 vYex + 1

5 .
3. 1lim X+ 6+ Ix| ; 4. 1im  (V (x+a)(x+b) - x )

X—> 0 61/x4+2- x| X-> 00
5 lim (3x3+x+1 - ¥x3- 221 ) 3
, NS
& 6. lim ( n'\/(x-m Jx+ay)eeo(x+8,) - x )
X~» Q0

- Te lim x(’\/x2+ 2x-21/x2+x+x') $

’ X~ )

E; 3

&5 . 2

; 8, 1im B (V1 +5-1).
r n ~»0 Z n

E‘INO. Dokdite tito modifikdciu vety o limite zloZenej funkcie: Nech acR® Je
hromadny bod mnoZiny D(fo g), nech A¢ Rn D(f) je hromadny bod D(f). Ak
L lim g(x) = A, lim f£(x) = £(A), tak 1im £(g(x)) = £(A),

X->8 X->4 X8

(Vyhodou teJto modifikdcie jJe, Ze pri jej pouziti netreba overovat pod-
mienku (=) vystupujucu vo vete 3.)

125. Existujd funkecie f, g definované na R také, Ze 1im g(x) = 2, lim f£(x)

X1 X-»2
existuje a 1im £(g(x)) neexistuje?

X~ 1

sin_x

Yota 5. lim
X0

= 1 ,
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Ndjdite limity:
126, 1, 1im 200X 2, 1im
x-»0 x—0
8in mx
o lim ST (my, n £0) 3 4, 1im
’ x-»0 947 0X ! x—»0
5. 1im x.ctg 3x 3 6, 1lim
x -0 n—»oo
127, 1. lim =808 X | 2, lim
x->»0 x x>0
in 5x - 8in 3x
3. 1im 2 3 4, 1im (
X-»0 aln x ’ X0
5. 1im co8 X 5 008 3x : 6. 1lim
x-»0 b 4 x>0
128, 1, 1im Anx -sina 2. 1lim
X-»8 -8 X8
3, 1im 898 (a+2x) -~ 2 cos (a+x) + cos a .
x-» 0 x
4, lim nngmazmmgaﬂxz~sh3a
L ]
x-»0 x
129, 1. 1m tg2xtg (F-x ) 2, lm
x«-J% x>
' 3
3. lim 1 - otg’x = 4. lim
x”'% 2 - ctg x - ctg”’x x’_,_ﬁ_%
T X
5. 1lim (1 - x) tg == 3 6. 1im
x> 1 ’ N x-»0

RieSenie: 4. Takéto limity sa pohodlnejiie poditaju v bode
x - —'7% = t (tédto funkcia je prostd, podmienka (x) 2z vety o

splrend) a dostaneme

gin (x + 12
1

X + i

sin (x3+ 2x)
x *

n X
2 sin -2—;1- .

(x # 0)

tg x ~ sin x :

gin’x

2

) 1
8in 2x 8in X

sinzx

)

1 + 8in'x - coas x
1 + 8in px - cos px

(pAO

ctg x - ctg a
X - &

2 sinzx + 8Sin x - 1
2 sinzx - 3 8inx + 1

sin (x - 5%)
1 -2 cos x !

arcsin x
X

0, pouiijeme preto substiticiu

limite zloienej funkcie je tedal

t-»0 t

. in (x -3¢ R ain t . sin t
lim sin (x - 7%/3) = 1im por = lim =
x-»T/3 1= 2cosx ts0 1 -2 cos (¢t +7/3) t»C 1 -2(‘15c0s t-lgsirit )

8in t

= lim ﬁin :13 1" = c§s o lim - 11 = — (pritom sme vyu3ili rov-

t -0 t-0 Vj-amt 1-cost . V3

t 2 ¢
t

nost 1lim 1—-;—;95-3 =z pozri pr. 127.1).
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430, N&jdite limity:

g 1. l4m Y1 + tg x 3V1 +8In X . 5, y4p x
x—+0 x x+0 Y1 + x 8in x =4y/cos x
'cosx-j"/cosx 1 - cos x
3. lm 4 5 ; 4o 1in Ylzcoss
x-0 gin"x x>0 1 - cos‘Vx
4 4 -2
- S
?; x>0 ain ox

o

24, Vety o l1limitdeh II (porovnévka_cie
vety, vety o mevliaestnyoh 1imitédoh,
Jednostranné limity)

;
3

Veta 6. Nech st dané funkcie £, g, h, nech aem" je hromadny bod mnoiiny D(g) a nech
pre niektoré jeho pretencové okolie %) 0*(3) plat{ O*(e.)r\ D(t) = 0*(&)n Dig) = og(a)r\

n D(h) =: D, Ak lim f£(x) = lim h(x) = b (€ R) & pre vietky x€ D je f(x)< g(x)¢ h(x), tak
X-38 X8 .

oxiatujo aj lim g(x) a rovnd sa b,
x->a ,
Veta 7. Nech mi dané funkcie £, g, nech se® Jje hromadny bod mnofiny D(f}A D(g). Ak

liw f(x) = 0 a funkcia g je ohranilend v niektorom prstencovom okol{ bodu a (tj. na niek-
$ 21

torej z mnotin (O(a)~ {a})~nD(g)), tak lm £{x).g({x) = 0.
X->8

31, Nijdite limity:

: , 2 ‘
% 1. lim _______si:x 3 ' 26 l1lim -T——-&—x*'s" X 3

X—>® ; ' CX-»00 2X - co8 X
1 , 2.+ 1n (e + x sin =)
3 30 1im ( sin¥Yx + 1 ~ sin¥x ) 4, 1lim , X $
: X -0 x-» 0 o8 X 4+ 8in x
5, 1im co8 27X .

3 *=>1 2 4 ('™ 1) arcte o 2

f.132. DokéZte, Ze

1, 1im 3,-:0; 2. 1m 2.0
n-seo ™ n-»wx 2

& Prstencovym okolim bodu 3 sa nazyva mnoiina O(a) ~ {a.)‘ s kde O(a) je okolie bodu a. (Teda
%1_ kaidé okolie bodov +a, -w Je silasne a,) ich pratencovym okolim,)
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3
3.lim _%1'300

n—sm 5
2 2 2 2
Rielenie: 1. Pre n23 plati % . % S TEIRRT I I 2.1, 3o e 3 = 2
2", 9 .9 2n

Teda pre n>3 plati 0¢ S <¢ 5. ( )*, pritom lim 0 = 1lim . (5)

4 N .n! 2 ) 2 3

n—swm n -» oo
o0
105.5). Preto (podla vety 6) lim il 0.
n-sm

33. 1. Nech 0<q<1 a nech postupnost {a, ©
1

2n-2 _ 9
-(3) 5 .
= 0 (pozri pr

n=1
8
n+1 .
ku —— ¢ q pre vBetky neN, Potom 1lim & = 0. Dokdzte!
n n-»

2. Rozhodnite o platnoati tvrdenia ,Ak postupnost {eri}
: a
sel spliia podmienku —2;"-1- < 1 pre vietky n€N, tak 1lim

kladnyeh &isel splifia podmil

QO
n=1 kladnych 64;

a ] 0."!
n n-—-saH
3. Nédjdite 1imity: _
n
a/ lim 2L, b/ 1dm 1001 . 1002 .
n—sa (3n) n—w»o

134, N4jdite limity:

n
: 7\n | 2n +
1. 1m (D7 2. 1m (22,
n-—»wo nNn—»cO n
135, Dokdite, Ze |
1. 1im Ya =1 (a>0) ; 2, 14m Yn =1 .
n—w n->oo

Ris3enie: 1, Tvrdenie x) zrejme plat{ pre a = 1, Predpokladajme teraz, Ze

a>1, a oznadme i

i
w (n) := nV;T- 1. Potom iste w (n)2> 0 =a umocnenim obidvoch strédn rovnosti %ﬁf = 1 +wn

na n-ti doataneme

a=1+nwm+ (3 W2(n) + vee + WN)2 1+ nwi(n) .

0dtial
w g &=L, aem,
Teda
- A =1
0¢ w (n)g , mnen,
pritom lim 0 = lim =1 =0, preto (podla vety 6) 1lim w(n) = 0.
n— L n -0 ne-sx0

W/E = 1 + w (n) potom (podla vety o limite sudtu) vyplyva lim ﬂ/; = lim

n-»o n-»
= 1,
x)

Uvedenu rovnost moino velmi lahko dokézat pomocou vety 3 a vety 4 (lim

n-»o
= 1). Tu uvedeny postup nevyuiivajici vetu 4 ea pouliva préve pri dékaze
tvrdenie vety 4 plati pre exponencidlne funkcie.

E

'\
<

Z rovnosti

(1 + w (n))
[ee)

t/n = 0, lim a"
u= 0
skutoénosti, ie



1
Zostal edte pripad 0<a<1; tu uZ bude d8kaz jednoduchy: ak 0<a< 1, tak b= Py > 1.

n

) 3 1 : ;
Podls predchddzajiceho teda 1lim Vo =1.12 rovnosti a = —— poton (podla vety o limi-
b

n-»ao
4ts podielu) vyplyva 1lim gv;—_ lim - = 1.
n>o nswo b

136, Ndjdite limitys

n n
n+ 1
felin Bl 2. Un Y B

n-» o
3. lim W3n- 2" 4. 1im Vl -t
n-»wm n—»a n 2

Veta 8. Nech au dané funkcie f, g, nech ag n* Jje hromadny bod mnoiiny D(f) a nech pre

“Iniektoré jeho rydze okolis 0%(a) plati O’(a)n D(f) = O*(a)n D(g) =: D. Ak lim g(x) =

: x>a

-®) & pre vietky x€ D plati f£(x)2 g(x) (f(x)€ g(x)), tak existuje aj 1lim f(x) a rovnd
X-»8

Veta 9. Nech st dané funkcie f, g, nech se Je hromadny bod mnofiny D(f)A D(g), nech
Bexistuji lim f(x) =1 A, 1lim g(x) =: B. Potom
X8 x-»a

teak A = +00 , BER alebo B = +0 , tak lim (f(x) + g(x)) =+
X~ya

2, a8k A = +o0 , B>0 alebo B = +c0 , tak lim (£(x).g(x)) = +e0 ,
x-»8

Veta 10. Nech a€ R* Je hromadny bod defini&ného oboru funkcie f. Ak lim f{x) = + 0
x->a

"}‘.
1
f(x) = 0,

Haco ), tak lim
: X-3a

Pozndmka. Predchddzajice tvrdenia (spolu s daldimi, analogickymi) si lahko zapamétéme
ocou nasledujicich rovnosti (ktoré oviem povaiujeme len za mnemotechnickii pomboku):

A to "t tw 4,8k A>0

to mt o Ao )= akaco

® . (to) =+
anséu;]e redlne &islo.)

Véinmire ei, ie %iadna t uvedenych viet sa nevstahuje na limity funkeif typu +0 -® ,
e (+o0 ), i—z; ’ 'g'. Také funkcie budeme nazjvat neurditymi vyrazmi x)

E .

i viZ3ina prikladov na vypolet limit.

} prdve im je venova-

- neskdr tento pojem efte zovieobecnime (pozri x) v dvode odstavea 2,5 a pozndmku na konci
j- toho istého odstavea)

o
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Veta 11, Nech je dand funkcia f, nech aG,B* Jje hromadny bod mnoZiny D := { x €D(f)

f(x) # 0} , nech 1im f(x) = 0. Ak existuje také prstencové okolie O*(a) bodu a, %e pre

vietky x € DA0X(a) plati f(x)>0 (f(x)<0), tak existuje 1lim

137.

138,

139.

140,

141,

x>a
1
f(x)

8 rovnd sa + ¢« (-
x—>a

Ndjdite limity:

1. lim ( V(x+a)(x+b) - x ) 3 2. 1im  x( Vx§+ 1 -x) 3

X -0 X =0
2 4
2 X+ 1 X~ 5%
3. 1im x"aresin ("T—') ; 4, 1im
X - 0 3x"- 2 . X»-m X°= 3x + 1
3 3 n
5. 1im x/x_*_\(_x_,t__l_ﬂ ; 6. lim (-f-g) ;
X >w 3V4124' 3~4x§4; 1 n->m
7o 1im (2x + x 8in x) .
X =0
1 sin x
1. lim —_ 2, 1lim
x—0 sin"x x-»0 x
3. 1im =08 X . 4. 1lim 1"._1‘..1_‘1 ;
x>0 1 - cos x x-3»0 'V/x;+ 1 -1
2
5. lim —tex . 6. 1im  —t .
x‘*‘% (21 _x)4 n -0 1/2_- 1

Uvedte priklady funkcii f, g definovanych v niektorom prstencovom okol

bodu 1 takych, Ze 1im f£(x) = 40 , 1im g(x) = -cc a 1lim (£(x) + g(x
X-»1 X1 X1

1,- Je kone&nd; 2, Je nevlastnd; 3. neexistuje.

Uvedte priklady postupnosti nenulovych 3isel {a } 2 {v )’oo ta-
p yp P v n- n=1°? n’ n=1

kych, Ze 1lim @a_ = +¢p lim b =0 a l1lim a b
’ n-»om n ’ n—» n . n-»w nn

Tge =03 2, = +0 350 Je konednd a nenulovd; 4. neexistuje.

Nech R je raciondlna funkeis, tj. funkcia danéd predpisom R(x) =

n Tie]
anX '+ a;x + oeee + B

m M1
box + b1x + eee + bm

nd lim  R(x) ?
X =0

(ay # 0, by # 0, my n€NV {0} ). Somu sa rov




Nech je dané funkcia f, nech a €R je hromadny bod mnoiiny D= D{f)n (a,c0 ) (mnodiny
D 1= D(f)n (-0 , 2)); oznalme T ziZenie funkcie na mnoZinu p (na mnofinu D ). Ak eximtuje
,'lita funkcie £ v bode a, nazjvame ju limitou funkcie f v bode & sprava (2lava) a oznaduje-

Mime lim f(x) (lim f(x)). Pre limity aprava a zlava sa pouiiva sihrnny ndzov jednostran-
o x-pat X-rl~

b limity.

Yeta 12. Nech je dand funkeia £, nech a je hromadny bod mno¥in D(f)A (~a> , 8) a

:'f)n {a,00 ), Potom 1lim f(x) existuje préve vtedy, ked v bode a existuji obidve jedno~-
x>a :

Yot ranné limity a plat{ lim f(x) = lim f(x); pritom lim f{x) sa rovnd spolodnej hodnote
» x-pa+ X-» 8- x>a :

3 .ifohto jednostrannych limit.

Pomocou kvantifikdtorov & nerovnosti zapifte tvrdenia:

1¢ 1im f(x) = b ; 2, 1im f(x) = b,
X -~»a+ b J-T
(a, beR).

Ndjdite Jednostramné limity funkcie f v bode a, &k

- | :
2. £(x) = V1 co8 2X

X , 8= 0 3

» 12—1
To 2(x) = 7 r 8 =1 3

1
3.f(x)=-—-—-§—-—;,a-2; 401‘(1’)'2——:—21'7;,3300
(x - 2)
VySetrite existenciu nasledujicich limit:
1, 1lim x tg x 2. 1im x sgn x
x»-’% | x>0

in x
3. 1im  EBEX
x-»0 x

Uvedte priklad funkecie f:R ™ {0}—>R takej, %e
1. 1im  £(x) > 1im f£(x) ;

x>0~ x>0+
2. 1lim f(x) neexistuje, 1lim f(x) je nevlastné,
X—> 0w x-»0+

e Nech 1im £(x) = 1im £(x) = b (&€ R®)., Potom existuje aJ
X—3® . . Xm0

1lim f(%) -a rovnd sa b, Dokd¥te!
x>0

2, Nech f:R—R Je nepdrna funkcia., AkG hodnotu mus{ mat lim f(i).
: : X— 0+

sby existovala li.m0 £(x) ? (Funkcia ¢ sa nazyve pdrna (nepdrna),
x->

ak vyhovuje nasledujdcim podmienkam: 1. ¥ =x¢ D(cf: ): =xe D( cp) 3
2. ¥ xeDly)r @(x) = @(=x) (¥ x€D(p): ¢ (=x) = = ¢ (x)).)
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2.5, Limity mooninovo-exponenocidlnych
funkeiid

. .
. 1/x
Veta 13. 1lim (1 + i) = ¢, 1lim (1 + x) /x e.
x>+ 00 x>0

147, Nech je dand funkecia g a kladnd funkcia f, nech a€ RE je hromadny bod

mno%iny D(f )~ D(g)e Ak 1lim £(x) = A€R', 1im g(x) = BE€ R, tak existuje
X->a X8

B, DokéZte!

aj lim f(x)g(x) a rovng sa A

X8 i

. . . s 8 g 1ln f
RieBenie: Aby ame mohli pou%it vety o limitdch, napifme funkciu v tvare e .

Pretote lim f(x) = A€R & lim lnu=1n4A (1n je elementérna funkcia a A€ D(1n)), je

x-pa u->A
podla vety o limite zloZenej funkcie z pr. 124 1lim 1n f{(x) = 1n A. Podla vety o limite
x-»a
sudinu 1lim (g(x) . 1ln f{x)) = B . 1ln A. Napokom opit podla vety z pr. 124 je
x->a
lim eg(x) In £(x) of * ma AB. Teda 1lim f(x)g(x) = AB.
x->a x->8

+
o
Analogicky ma dé postupovat v pripade funkcii typu a (a>0, a #1), (+c0 )a.
two two
{a #0), (+0 )~ . Nemoino v3ak odvodit vieobecnéd pravidld na vypoZet limft typu 1 ’

00, (+o0 )o; vtedy totif exponent g . 1n f je neurditym vyrazom typu 0.(+co ) alebo

C.{~ ).
+

too

Vv dal¥om budeme symbol 1 chépat trocha v3eobecnejiies znak I bude okrem funkei
s limitou + @ alebo -co oznalovat aj tie exponenty, ktoré sice nemaji limitu, ale ich jed
x) 1/x.

. D6leZitym prikladom limity tohto typu je 1lim (1 + x)
x>0

= e vyuiiva pri vfpo¥te dal&ich limit typu

nostranné limity si nevlastné

)1/X

UkdZeme teraz, ako sa rovnost lim (1 + x
x-»0

+
-0

148. N&jdite 1im (ain x)8 ¥

I
X->
% .
Riedenie: Ide skuto&ne o funkciu typu 1 , pretofe lim sin x = 1, lim tg x = ~00,
x+ = x>Z +
2 2
lim_z tg x = +c0 ., ZapiZme , funkeciu (sin x)tg X v tvare
X7 - ‘
2
x) + 2w
rovnako mofno zoveobecnit aj pojem neurditého vyrazu typu 0.(=<0 ) a 3T ; dal¥ie
oo

zovieobecnenis pozri v poznédmke na konci tohto odseku



1
1)zsumx -1

(ain x = 1).tg x

(1 + (#in x - s tj. zasa ako mocninovo-exponencidlnu fun-

g, (x)
Etkeiu f1(x) 1 , kde 51(::) = (#in x = 1).tg x a f1 oznaduje funkciu v hranatej zdtvorks,

§ Vypot{tajme teraz limity funkeif f1, &,*

a/ lim f1(x) * e podla vety o limite zlofenej funkcie (vnitornou zloikou je funkcia
x->-72-c-

fein x - 1, vonkaj¥ou funkcia (1 + u)

quite zloZenej funkcie;

2
b/ lim g1(x) = lim (sin x « 1) sinx lim (- —S00.X gin x ) = 0.

1/u; vyu%ili sme pritom pozndmku uvedeni za vetou o li-

Ps n cos X T T+ sin x * cos x
x-p= X x>
¢ 2 g (x) o 2
Podla pr. 147 je preto lim ft(x) = e =1,

- I
x-)z

Pozndmka. I ked uvedeny postup mbie na prvy pohl‘ad pésobit deprimujicim dojmom, nie je
: *oo g

l také tafké zapamitat si ho: funkeciu f£8 typu 1 prepisujeme na tvar f1 ! tak, aby

i : 1

”mita funkcie 1’1 bola rovné e; preto polofime f1 = (1 4+ (L - ‘l))f = 1. Teraz stadi , doro-

v 1/(£-1) g, g :
thi ¢ g, tek, aby platilo (. f ) = £ (teda polofime g - (£-1) . g)

Sformulujte a dokdite pravidld pre vypodet limit typu
1. a7® | kde a€ (0, 1) 2, a™® |, kde a€(0, 1)

3. 8% , kde ae (1,0 ) U {+0} ;4. 8™ , kde a€ (1, Ju {+0} .

Ndjdite nasledujice limity:

1 ~Ax 1/x
1+ x 437 =x X+ 2 -2
Te lim (55 ) ; 2.1m(;——-) i
X1 +x x>2  x°= 4
x
3’11‘“(&%:"1)4:"12 i 4. 1im ( Lt gesTx "
X-» x—>1 tg"tx
. 2
-1/x
2xXn
5, 1im sin® 3 6. 1im (1 4+ cos x) 3
n->wm 5+ ] x-»0
) ai:x : 1/x
Te lim (1 + =) 3 8., 1lim (1 + cos x) .
x>0 x ‘ ‘ x>0
. 2
2 x —e
teum (51,7 2. 1m %1 - 2x ;

X0 X - 2 : X0+
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ox = 1 1/(x = 1) otg T x
3. 1im  ( &55—) : 4, 1im (1 + sin 7 x) :
x—»1 x-»1
1/(x - a) 1/8in x
in x 1+ tg x
5, 1im ( 2 ; 6. 1im ( ) ;
X8 sin a 20 + 8in x
1 1, n _x
7. 1im (8in = + cos =) 3 8. 1lim ocos" = .
X -»co x x ‘ n->ow Yn
152, 1. 1lim in l+x H 2, 1im x(ln (x + 1) - In x) ;
x—»0 » . X->
lnx - 1ln a . sin 3x
3¢ 1im 3 4, lim )
X—»a - a x>0 In (1 + 8in 5x) *
in (1 + 3%) 1n (nx + Y1 - n°x)
5. lim x H 6- lim — °
x»-ln (1 + 27) ‘ | x>0 1n (x + 1/1 - x2)

1n (1 +u sin_Jx

In (1 + sin S5x)

Rie3enie: 4, Vyu?ijeme, Ze lim = 1 (pr. 152.1); potom 1lim 'y

u—>0 x>0
3 sin }xl ' lim !i_‘;.;&
= lim L x (= lim =32 X0 ) =
170 ain 5x . in(1 + sin 5x) o ®in 5x .. " 1n {1 + sin 5x)
Xx— n 5x . =in 5x x> x:O sin S5x
=1 . lim —ax_ .3 x)
1 .. 8in 5x S ¢
x-» 0
153, Ndjdite limity:
x
1, 1im &=L 2, 1im SBX
X x
x—0 x-»0 ,
2 a
2%. x e X
3e 1lim X7 H 4. lim (a>0) H
x»2 X ) x-»q * = 8
1n2§1 + 5x) e&x e(bx ‘ :
Je }Cj_‘_r’no oX 8in 4x i 6. ii_:‘o 8in o&4Xx - sin .Px (°L"P )‘7.
, x x2+ 1
x )
7. 1im n (Wx-1) (x>0) 8.1m (26Xt 1a1) . 4
n—»w : x~-»0 .
. e\.l_1 : X a X~8 "
RieSenie:t 4. Vyuiijeme, Ze lim = 1 (pr. 153.1); potom lim = lim x*, Eeet
u-»0 x»a X~ X-pa x-e
x-a x%) (x-a) 1n x
a . x -1 a . ] - .
= . 1 = . =
( :lz-i:lax x.l-:a. ) a it:la( (x-a) In x «1lnx)

x) v3eobecnym pohladom na takyto spdsob vypodtu je pr. 193

xx)

N |- S
funkeia x je elemantdrna, preto, x‘-—»aa, ak x-+»a
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A {x~a) 1n x
a [-] - 1 a a
;":h a ., lim x-a)inx ° lim lnx ) =a . 1 ., lna=2a 1na .

X8, x—ra

h54, Néjaite limity:

2 x 2 x
1. 1im 1n§x+e2 : 2. 1im 1n§x+ez ;

x>0 1n (x'+ e°%) - x-»0 1n (x*+ e°X)

2 x
ln (x4 e
3. 1im —J—T——s)-—x)

x> =0 1n (x + e

2 4
nie: 2. Vyuiigome, Is lim =- = 0, lim %; = 0 (pozri pr. 192); potom
X—>c0 © x> © '
x X x x>
‘1 2, x 1n(e(1+—x-)) : 1ne+1n(1+—;)
.2.&5_.__1.5,2(.. . lim e = 1lin e .
© 1n (x4 e77) xaom . (elx“ s X)) TP g0 I% g0 (s 2
3x 3x
e e
x2 2, x
x+1ln (1 + =) g +An {1+ x /o) 2. x
2 = lim & .1 { lim n (1 + x/e) .
4 : 4, 3x k] ' x
w0 3 4 1n (1 + ;__3_;) x> 5, 1n (1 +xx lo ) x>
o

‘X-»® e

menovateli).

“r‘Po:ndmka (o symbole co ). Niekedy sa okrem symbolov +a a - zavddza aj symbol <
okolim sa nazjva kaidd mnoiina tvaru (- , a)u (a, +@ ), a€R, (Zédpis lim f(x) =

X->8a
Bow snamend 1lim |£(x)| = + , tvrdenie 1im f£(x) = A (A€ RY) je ekvivalentné s tvrde-
x->a b &8 Lo
jolim . 2(x) = lim f(x) = A.) Nami pouiivany po,jem neurditych vyrazov typu 0 . (<o ),

A £ 0d- s BN X -

‘lovlno potom zovieobecnit‘ ne. nouréité vyrazy typu 0. @ , -g—. Opéitovne upozoriujeme,

tichto aknpté.ch nepouivame symbol @ v takomto vyzname; nami poulivany symbol c© md
vky vyznam ako symbol +w .,

_2.6.‘:Limity“m'onoténn'yoh postupnost i

g Veta 14. Kaidd zhora ohraniéond neklesajﬂca postupnost {an}nﬂ e konvorgentné. a pla-

l:ln 8. = sup {a ;nElN}
: n
Reeco

‘,1:" Ak { }n-1 je zhora neohranifend neklesajice postupnost, tak lim a = +00.,
o n-»
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dosteneme, ak predchddzajicu

Analogické tvrdenie pre nerasticu postupnost { }n 1
©

vetu aplikujeme na postupnost {- LN SN

155. DokdZte, Ze nasledujice postupnosti sd konvergentnd:

1 1 , 1
1. an = (1 -2')(1 - Z‘) e (1 - E_n') $
2. 8_ =1+ 4 + A+ + 3 H
* %n TT 2T % eeo * 4T
1 1
3. an -m+m+ ese +2’n"‘ H
4. 8 = —m 4 ; + 3

n 5+1 5%+2 5%4n

10 11 n+
n 7070 .'.‘. - .

5. &

156. DokdZte, %e nasledujiice postupnosti sd konvergentné a ndjdite ich limit

L = Y2, a, =2 +v2, ay =V2 +V2 +42, ...

82
2. 8, =%, &, =%+ 5L
®n-1
3. a1>0, anaﬁ-;;.—“ ;
.405131, an=1+a1 H
n=1
5¢ a, = 8in sin ... sin x (x€ER)

n-krdt

Hiedanie: 1. Najprv matematickou indukeiou doké!eme, £s postupnost { }n-1 (xtord mo!no‘

2adat’ rekurentnym vztahom e, = ‘\/—, L) Y2 + a_ ) Jje rastica a zhora ohranidend.

1 l‘Vz + an<v2 + a

< v :
te Zrajme 2, 32, 2z predpokladu s <an” vyplyva am_ n+1 ."“’2,

(vyufili sme, %& ¥'x je rastica funkcia), Teda { } Je rastica postupnost.

n=1
2. Dokédiome, %o a < 2 pre vietky n€N. Toto tvrdenie zrejmo plat{ pre n = 1, 2 pred-
pokiadu a<?vyp1yva. 8 1 t\/2+a<\/2+2-2.

Pretole { }n=1 je zhora ohraniZend rastiica postupnost, existuje koneénd lim a_ =g
n-»m

=: a3 potom lim Y2 + & =yY2 + a. Z rowosti & n+1 ‘VE te, (n€W) potom vyplyva
n-—»o

lim e . = lim V2 + 8 : (%)
n-yw n—co
Teda hl'adand limita musi byt riedenim rovnice

a=y24+a
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gpreto & = 2 (vyuZili sme pritom evidentni skutodnost, e lim 84y = lim 2 = a).
n - n—>o

Konvergenciu postupncsti {an}?:ﬂ ndzorne ukazuje nasledujici obrdzok:

a,a

273

obr. 2

—

Pozndmka: Hovnost 1lim an = 2 vyplyva z rovnosti (x), mchlo by s2 tede zdat, e stam
n—»co

Klc len v rekurentnom vztahu L =2+ 3, prejst k limite, a priklad by bol vyriedeny, ti.

B viatky Uvahy o monotonnosti a ohranidenosti boli vlastne zbytodné, Tc je oviem omyl; skér,

ko rapideme (x), sa toti3 musime presvedfit, e limity, ktoré tam vystupuji, skutodne sxise

7. DokdZte, Ze postupnos? a, = (1 + é)n’q Je klesajica a zdola ohranidend.

Na zédklade toho dokd%te nerovnost (1 + %)n< e< (1 + %)nﬂ.

2.7« Heineho definficia 1imity

Veta 15. Nech a€ & Jje hromadny bod defini&ného oboru D(f) funkcie f & be R™. Potem
§ rasledujice vyroky ekvivalentné:



1., lim f(x) = b 3}
x>0

2. pre kafdu postupnost {‘n}:ﬂ prvkov z D(f) \{ a } , ktorej limitou je a, plati
lim f(a ) = b.
n-»co

Limitu funkcie mo¥no definovat aj bez poufitia pojmu okolia; v takom pripade sa zave
die len pojem vlastnej a nevlastnej limity postupnosti a na definfeiu limity funkcie £ v t
de a sa pouiije vliastnost 2 2z uvedenej vety. Definicia limity funkcie v takejto podobe

s2 nazjva Heineho definfciou limity. Veta 15 teda hovori, %e definicia limity pomocou okol

a Heineho definicia limity si ekvivalentné.

158, DokdZte, Ze neexistuji nasledujiice limity:

1o 1im sinx 3 | 2, Um 4 (x) (ae®®)
Xy , x->8
e g

3 lim cos &= i

% x>0 x
4 1im £(x), ak £ je nekon¥tantnd periodickd funkcia.

° xs-w ( v

Riejenie: 1, Pre postupnosti a = nx, bné % + 2% n platf{ lim a_ = lim bn 200 ,

n«-y n-»ao

lim sine = 0, 1lim =sin bn = 1. Pre iiadne b€ B* teda nembie byt splnend vlastnost 2
n—»w n n-»m

z vety 15, preto nesxistuje lim =in x,
X~ 0

159, Nech f je funkeia definovand vna R, aelR‘, b e RE, Rozhodnite, &1 tvrde-
nie 1lim f(x) = b je ekvivalentné s niektorym z nasledujdicioh vyrokov:
X—>8
1. pre ka%di postupnost {an} :,1 raciondlnych &isel takd, Ze 8, £ a

pre vietky neN a lim & 6 = &, plat{ lim f(a ) = b 3
n-»0 n-—»o0

) ® v
2. pre kaidi postupnost {an}n-d taki, Ze 1im a, = &, pri%om mnoZine
‘ n-»<o

{ 8, 4 neIN} Je podmnoZinou Q~{a} alebo podmnoZinou R~(Q u {a})

plati lim f(a ) = b,
n—-»co

280 Hromaedné hodnoty, limes inferior
a l1limes superior postupnosti

1 <0 ,
Postupnost lbn}nn sa nazyva podpostupnostou (vybranou postupnostou z) postupnosti

{a }w , ak existuje rastice zobrazenie k:IN-»>N tia.ké, te'b =a .
Y "nt n=t n k(n)
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Bod a € i pa nazyva hromadnou hodnotou postupnosti {an} . 8k je limitou niektorej

o
n=1
jej podpostupnosti (to je ekvivalentné s podmienkou: pre kaidé okolie O(s) bodu a je mnofina

{newm a € O(a)} nekonednd).

Veta 16. Kaidd postupnost md aspod jednu hromadni hodnotu.

o

net° Supremum (in-

Nech HCR® Je mnoiina vBetkjeh hromadnych hodndt postupnosti {sn.}

@

fimum) mnoZiny H v mnofine B s nazjva limes superior (limes inferior) postupnosti {o.n n=1

8 ozraduje sa limsup a_ (liminf an) alebo 1im a_ (lim a ). (Supremum (infimum) mnofiny H
n-»co n—» oo n-»eo ns>o "

v & ea definuje ako najmendie (najvhdiie) z jej hornfch (dolngch) ohranileni, pritom ako
horné a dolné ohranifenia prichddzaji do uvahy aj body +0 , -0 *).)

. . : e P .
Veta 17. Limes superior a limes inferior postupnosti {an} ney B0 Jjej hromadnymi hod-
notami,

®
Veta 18, Nech je dand postupnost {an} n=? nech bg R, Rovnost limsup an =)
n-» oo
(liminf o = b) plati prdve vtedy, ked
n-»co ‘

©
1. b je hromadnd hodnota postupnosti {an} a=1}

2. pre kaidé £>0 je mnokins {neNj e 2b+e} ({new; 8 &b -£} ) kons¥nd.

o)
Veta 19, Postupnost {an} n=1 m4 limitu préive vtedy, ked limsup a_ = liminf a_; limi-

n~»oo n =
tou je pritom spoloénd hodnota limsup a_ e liminf a .

nso ' n-pwo

160, N&jdite limes superior a limes inferior nasledujicich postupnosti:

n{n-1
1. an = (=1 )n-1(2 + %) H © 2 Bn = 1 4+ 2.(=1 )n+1+ 3.(-1) H
n n
3.an-cos%’5-; 4.an-(1+%)(-1) +sin%’5-;
(-1)" n —n
5¢ 8, = n '3 : 6o a, = V‘li+2n'( 1) s
Te 1 -1 "'2" "‘20 1\’ _2'2 ) n"'L" 10n-1o $
L] [ 9 L) L N ] [} oe 0y LR et ey o0 e
10" 10" """ 10" 102 10 10 10" 10"
n
80 1’1’ g‘, 2' l' '2-| L '] 2’ LN X J—i. LA ] 2 +n1’ LN ] .
2 2 2 4 4 2 2

161 Zostrojte postupnost {“n}:ﬂ tak, aby mno¥ina jejd hromadnych hodndt
bola:

. '*)'I’oda napr, supremom zhora nechranilenej mnofiny HC® je v mnoline R* bod + o } sup {_-co} =
* - A pod. Pre zhora (zdola) ohranileni mnofinu HCR je jej supremum (infimum)

v 8% zhodné » jej supremom (infimom).
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{1} s 2, {o, 1} 3 3, dand kone¥ns mnozina {a,, ..., & }

4. Nu {+0}

162 . Nech {a }oo je postupnost takd, Ze {a
o* n- n=1 P P ' n

existuje, pretofe Q je spo&itate]!né mnoZina). Potom mnoZina hromadnych
hodnét postupnosti {a } -1 Je R®, Doki%te!

; nelN} = Q (takd postupno

163, Nech ohranifend postupnost {a } n=1 méd prdve dve hromadnd hodnoty; o-

zname a := liminf a , b := limsup a . Dokd%ite: pre kaZdé ¢ €(0, b

n— O n—>»o0
je mnoZina N, := {nelN i 8, € {a +€& , b~ a)} koneé&néd.

n

164. Nech pre ohranidend postupnost { } :1 plati
Ye>o0: TIm a, < lim a, + & .
n-»co n—>oo

[+e4
Potom je postupnost {an}nﬂ konvergentnd. DokdZte!

165, 1. Nech a je hromadny bod mnoZfiny A hromadnych hodnét postupnogoti
{ a8, } .1+ Potom a je hromadnou hodnotou postupnosti {an} n=l®
2, Existuje postupnost, ktorej mnoZina hromadnych hodndt je A =
1
= { o ne N} ?
66 Nech sii dané ohrani¥ené postupnosti {a_} .. b } o .. Pot
166. 1., Nech si dané ohraniCené postupnosti 8, J n=1? { nlJ ne1e Fotom
a/ ak existuje koneénd 1lim a_, tak

ne>wm 2
lim (a + b ) = 1im a_ + lim D 3
oo » B nswo? noao? '
b/ lim & + lim b ¢ lim (a+ b )< lim a + IIm b, €
n—ya: n->o n—rco n—>co n—yo
¢ Im (a¢p )< TIm & +IIm b .
n —» co n—»wxK n-»<w

rd Id m
2. Uvedte priklady postupnosti {a }n=1' {bn} nas PTe ktoré budd
jednotlivé nerovnosti v pr. 166.1b/ ostré.

RieSenie: Dokdieme druhi nerovnost z pr. 166.1b/. (Skér ako zadneme vlastny ddékaz, musime

si uvedomit, %e lim (an+ b ), lim a_, lim b_ 84 redlne &isla, pretoe postupnosti
n—,.b n-»x0 N>

{az+b }co {b } 84 ohranidenéd.) VyuZijeme nasleduju ti

- n=q? n'1' ne . yuzij ujice nerovnosti:

Ak {cn(k)} - je postupnost vybrand z postupnosti ’{ } n=1’ tak
(1) (2)

— (3) —_—

lim ¢ < lim ¢ lim c € lim ¢ (%)
P ® ko n(k) $ K = afk) $ 1 >0 .

(nerovnost (2) je zrejmé, nerovnosti (1) a (3) vyplyvaju z faktu, %e k23dé hromadni hodnota
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}m j d hodnot tupnosti {c }co tj. %e mnokina hro-
poastupnosti {cn(k)« k=1 9 aj hromadnou hodnotou poatupnos n ) neye Yo ; b

-

madnych hodndt postupnosti {cn(k)} kst je podmnofinou mnoiiny hromdnyeh hodndt postupnos-
«©

ti { cn} =1

' <
Nech a := lim a , potom existuje postupnoat {an(k)} Kut vybrand z postupnosti

n-»o00
@ .
a } takd, %e lim a = a = lim & ., Podla pr. 166.1a/ je 1lim (a +b ) =
{ n- n=1 ' Ky 00 n(k) -_—n-yco n ko n(k) nik)
= 1im a + 1lim b (= 1im a + lim b ). Na dokonfenie dfkazu teraz ul stagd{
k=00 n(k) k>0 n(k) n-» oo P koo n(k)

1an niekol'kokrét poufit nerovnosti z (z):

) (1) ) " (11)
lim (a_ + b < lim {(a + b = lim & + lim b
n>ow ° R \' k—»co n(k) n(k) n—»c k-»c

(11) : (111) =
< lim a_ + 1lim b _, < lim a + lim
S nswo k-»co (k) % n>o" nyo”

{ak zapideme nerovnost (1) 3z (%) pre postupnosti e, =8, * bn, °n(k) = an(k) + bm(k),.doata-

neme (I); nerovrost (II}) doataneme, ak k obidvom strandm nerovnosti (2) z (%) zapisanej pre

e . .
postupnost {bn(k)} k=1 pripoditame ¥{alo %I_i;:mam; podobne vyplyva (III) z nerovnosti (3)
L 4 (t))c

2,9, Dal181e prikilady

1670. Uvedte priklad neprézdnej mnoiiny A CR takej, %& A’'F g e plati
1.A G Ay 2. A=A 3.4 ,‘, Ay 4 A nA=g § S, AfAAA LA ALY .
168, Ak a€ R" Jje hromadnj bod mnofiny A°, tak a je aj hromadny bod mnoliny A (teds (A°)'C
CA"), Dokdite!

169. Existuje mno¥ina A taks, %e A" = (0, 1) ?

170. Nech a€ R Jje hromadny bod mno¥iny AUB, Potom & je hromadny bod mnofiny A alebo a je
hromadny bod mnofiny B (teda (AUB)°C A°U B’). Dokdite!

. © . \ 0O
171. Nech je dand postupnost {an} n=t? definujme postupnost {bn} - predpisom

1
bu“n (a, ta, ... +,a.n) .

Ak lim a =a (ag &%), tak existuje aj lim b, 2 plati lim b = a. Dokéite; dalej
n>o n-»x n-»

vkdite, fe obrétend implikdein vo vieobecnosti neplati.

172, Néjdite limity:

1 1

. 1 ' »
1. lim ;(1*'2'+...+'::) 3 26 lim = (1 4+ +...+—l) R

3
n-»a0 n»e ﬁ V;



173.

174.

175.

1760.

177.

178,

179,

10, 1im (2. 12,
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1, Nech {an} :’1 Jje prostd postupnost takd, Ze { a i nelN} * N. Potom existuje

lim & a rovnd sa +co .
n-» 0
o

n=? ak existuje tak

2. Postupnost {bn} @ £8 nazyva prerovnanim postupnosti { ‘n}

n=1

bijekcia p:N->N, fe b = a (REN). Ak lim a_ = b (be &), tek kaZdé prerovny
n p(n) npoo P

nie postupnosti {Sn}f1 mé tief limitu rowni b. Dokdite!

Zostane tvrdenie z pr. 173.1 v platnosti, ak v dom
Q.
1. vynechéme predpoklad , {an}nn Jje prosté postupnost™ ?

2. predpoklad ,{a_; n€N} = § nahradime predpokladon , {a, s nea}cmw 2

Nach {a }d:’ Jje také postupnost, fe existuje lim |a | =: b a neexistuje lim a .
nin n—»mo n-»®

Dokéite, e

1.b #£0
b, i _
2. mnofiny N :={ nelN ; a >0 } a N 3= { nelN 8, < O} si nekonsiné ;

3. mnozina N~(N'U N7) je konednd.

Na zdklade definicie limity dokéite:

n
1.lim2—'-—:—'5 ; 2, lim arctgx-—’%.
nye 3 - 2 X0
Uvedte priklad funkcie f:R->®, ktord mé limitu len v bode O,

Dokdite, %e postupnost {sin n}:[:‘ nemd limitu,
Ndjdite limity:

1

n m ' n n n-
1. 14m ALt mx) - (1 + nx) (m, ne®); 2, 14m 2=2:-ma (x-a) 3

x—0 v x2 X->8 (x-a)z

. 3 1 . m n
3. lim 3¢ ) 4, linm ('———5-—"—";) (m, neN)

X «p1 1 -« x x -1 x—»1 1 - x t - x

- 2 : 2 2

5.1im%'_(x*%)f(x*g%)*...+(x*£il%)] 3

n-»a

2 n '

6. lim {x + 1){x"+ 1), .(x+ 1) ; 7. lim n + 4)1 - (n+ 2)¢

s n+1 , (n + 3)1

—0) n > n—»m

[(nx) + 1]

8. lim t.3.* ... * (2n - 1) . 9. lim 1-2*1-4+...*(-1)"'1n

n 1T +44+ ...+ (3n - 2) n

- n-»co




180.

181,

" 182,
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Nech {a }00.1 je konvergentnd postupnost. Potom existuje maximum alebo minimum mno#{-
n’n _

ny {an H néN} . DokAltel

Dokd¥te, #e nesxistuje raciondlna funkcia R s celoliselnymi koeficientami takd, aby

platilo ‘ :
‘ Mre@ Jxeaz Rk) =r.

Nijdite limity:

e dx - W1+ Bx (m, nez~ {0}) 3

1. lim
x->»0 x
m n ‘
2. lim Y1+ olx g”' px - 1 (m, nez~{0}) 3
x-»0

; YA 1 1. 1-‘/1' 1l
3. ’1:_:0 (\/x +\/x *V: \/x x V% ) ¥
x3+ 2x | ‘ ‘ 2 ]
4. 1lim ( x + —;:—1-); , . 5. lim arcsin (¥ x“+ x + x )} 3

X» - @O ~ X =@
3 3 ~ 3 _
6. lim }[3n-15-—_‘/125n+n 3 7 Te lim x2(1/x+2-2\/x+1+\/x) 3
n-»co //n -n x>0
; : R > n 5 n
8. lim ( 31/::3* Ix° -\/xz- 2x ) 9. 1im {X=V¥x= 1) +n(x t¥x = 1) {(neiv).
X.<» 0 ) X~» O x

~183°. Nech £, g:R-»R sl periodické funkcie a lim (f(x) - g(x)) = 0. Potom f = g, Dokditel

C 184,

X-»0

Ndjdite limity:

,limses_lx_"-_t, e 2‘11,, sin(u?x)-?sius_*ﬁ_t.s.i.u,
x50 sin 2x ; _ x»0 xa .
4 sin (-E6-+x) sin (—’%4"2::) -1
30 lim' ’ : " 3}
x>0 sin x
. . 1
4. 1im arctg ixrz’ 2x) - 5. 1i &:—3
‘ sin 3xx « im 2 }
x-»2 . ; x-»0 x
. 1.-.cos x¥gos 2x Ycos 3x tex - 3t x
6. lim 5 - H X 7. lim x )
x-»0 x : . x"% cos (x + —g)
8. 1im 2rccos (1 - x) . 9. lim 2ESC08 X
x+0  Vx _ 1 (2x = 1)

xry
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.3 vgin ZX , Awin i x
1 - sin"x 1lim & 2

10. lim ——————= 11,
2
x*_f_% com“x x»1 1/x2* ) -1/2::
xx e
cos J
12. 1lim 2 . 3+ 3-2 ] 13’. lim ‘—:-—@.
x»1  x -1 ‘/13+ Ix _‘/3"24, s x+0 1 - cosVx
» (2x-1t’)ain2x_.x ;
14. 1im - 3 15, 1im (sin ln (x + 1) - sin 1ln x) .
x_’%g_ cos 4x . XpD -

185. 1 . Nech q€(0, 1), nech pre postupnost {an};o

XA n
-1 nezédpornych Zieel plati 1/;; £ q

(n€¢WN). Potom lim a = 0, Dokditel
n-»eo

n
an!

2. Nijdite 1lim
n=-pa 2
(2n“+ n + 1)

n+1
2

186, Dokiite, e

nk . : n
1. lim &= = 0 (ke®, a>1) , 2. lim -‘-, = 0 3
N—pa a n-»aon
. 1
3. lim = 0.
n-0 \/nl
187, NAdjdite limity:
n 2 : ) ' '
. . - + :
1. lim 2n-5nt ) $ 2. 1im Ya™+ ® (a, b>0)
n-»co n’+ 1 n-ra
e o .
3. 1im Y n 2t 4. lim (1 + M2
n-»o n >
. 2% n
5. lim Loy 6. lim 4-2L
Nnesao n : newo n°
. n! ' n34 n
7. 1im By 8. lim -—-——3:-’- :
n-»op 4 N-sph + Jn
n/2- .
. 2 1
9. lim ; nelj! $ 10, lim —2 .
N—+»<a N (3 + n!) ' Near) ! - n‘/n

n .
188, Nach x_ = Z -'—-—2--=--1 = 3 ukdfeme dva spdsoby vy i
. ypodtu lim x 3
° no, k=1 \/n + k : : n-»o n

a/ odhadnsme x, zhora a zdolas

n
<« V2
XL

A, n
. S
I%#Gn*n szvi k-1'7nﬁ‘. T

1
k=1 VYn + k
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teda

‘712==$xn$1 (neMN).
n+n

Pretofe lim ——-Eﬂ= =1 =1im 1, je podla vety 6 lim x = 1.
n—»>oin+ n n-»o n-»c0

b/ Podl'a vety o limite sadtu je

. n

z : 1 . 1 ; 1 1
lim = lim -'?"——‘.' lim ——T= + eee + 1lim = 0+0+,,.40 = O,
n—o k=1 'an +k nro 1/n + 1 neo¥n+ 2 . neoifn+n ‘

Zrejme aspoli jeden 3z uvedenych postupov je neaprdvny. Ktory to je a v Zom mpodiva chy-
ba? . : '

-0

189, Sformulujte a dokdite pravidlo pre vjpoZet limit typu 0°F a 0% i

190, N&jdite limity:

k|
, x :
2 e— .
1o lim (‘.}-"'—2--‘—'5—‘;—1')1 - x s ~2¢ 1im tgn (%+ll‘) $
X-»00 2Xx + X + 1 n-»oo
. 2 : .
. 2x -X
3. 1lim —_x_:i-') 3 : 4, lim cos Vx 3
x> 0 1+ 2 x» 0
1/x2 , ' ' tg 2x
5. lim (1 = cos x) 3 6. 1lim ‘( tg (—158- + x) ) 3
x»0 _ x> = +
4
, 1
. 1 + 8in x cos & x ctg x (3:—3:)3
Te iﬂno { 17+ sin x cos Px 3 8. limx {cos x) 3
x> <<
v -3
. ﬂ.‘ x + b x ‘ : __.!i-_’?...(.!:l)__.
9. Un (Fopr ) (s, 8,500 3 10, Lin ( 2nfx=d) jxei-ein (x-1)
x>0 2 2 x»1 x
' x+a - x+b
' (x +a) (x+b)
He. 1“‘ oxiath . °
TR (x+8+0D) o
191. N&jaite limity:
. lm (1= x) log 2 4 o2 le m (e (1ed)

x=p1 ‘ , X—p o

' ol - - R RS |
3. lim 1n3—*-£5—*——l. mwm? 221, 4 lin 2—=2_ (450, A ER) ;

x-»co’ x+1/x-1 x -1 " x»a X~ %
' X a : : ’ n
-8, ‘ ; Na +
5. lim p— (a>0) » 6. lim ( 3 lV‘:) {a, b>0)

X8 n-y o



192,

kde f<& g (pre dostatoine velké x)} znamend 1lim é—%ﬂ = 0,
@

1930. Nech 1lim %’—% a lim —%%’-’3- 84 koneZné a nenulové. Potom 1lim -%—%% existu
1 1 : .

194. Nech f je definovand na Rea lim f(x) = +@ ., Zostrojte funkciu giR—-»R, pre ktord e-

195. Dokrite, Ze nasledujiice postupnosti si konvergentné:
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2 2

— x x
Te lim nz( u/x - uv.x—) (X)O) 3 8. lim ."_.;.’.'.__b_;_i (_‘. b?(‘) i
n-sco x»0 (a" - b")
x* x2 1 : Cx -x
9. 1im (22— ) X (a, b>0) 10, 1im Sonfxoe) cconlxe )
x=»0 A+ b : x 20 x
2 ot 2 x
1. lim % (p ¥ 0) , 12. lim sin 2

x—>1 8in” % x x>1 1n (cos x2%)

1. Dokédite, fe

ol k log, x
a/ lim l‘;ao (a>1,d>0) 4 b/ 1im =0 (a>1,d>0).
b EY% X»00 X . ‘
2. Ndjdite: 1
-2 .
a/ lim <. x ' b/ 1lim x ln x
100
x-»0 x x>0
1 ‘5%
C/ lim ( -;l ) .
n-» oo

Pozndmkna, Tvrdenie z pr. 192.1 si moino zapamiitat v nasledujicej symbolickej podobe

log, x € xd'< o (pre x dostatolne velké, A>0, 8>}

x>
Pre postupnosti plati (pozri aj pr. 186):

log, n < nd'<( an< nt (pre n dostatolne velké, ol >0, a>

Xept x->a X +8
é d exi ———1—7&‘(*) X
je prédve vtedy, ked eximtuje lim « Dokdite!
x-»a. P1 x

x—+0

xistuje nenulovd lim g(x) a neexistuje lim L%_x_;_.
x-»0 x>0 8'¥

2n)!!

ng(Zn*”” y kde (2!\)!"2.4. ....2“, (2“01)][:1 . 3 .....(zn’l

1. a

1 1 1
2e B ‘1"-*—"¢00’—' H
n 22 32 n2
R UL AT IR TIPS R
: 2 4 : 2



196. Nech b1 =1, b =\/1 + \/_2 v .. 4 Vn . Potom (b } " Je konvergentné postupnost, Do-
kdite!

197. Ndjdite lim e ak
n»>ao .

Teny =0, m =1y 20" 1 2 n+2 2 :

1 ) n+2 2 4

198, Nech f je funkcia definovand na R, aeﬂx, be f~. Rozhodnite, &i tvrdenie lim f(x) =
' S
= b je ekvivalentné s niektorym z nasledujicich vyrokov:

]
1. pre ka%dd monotonnu postupnost‘ {a }

n’ n=1
plat{ lim t(a ) =b
n-sco

takl, Ze lim a, T8, priéom & #a (ne @)
‘ n-»co

2. z ka%dej postupnosti { } 1 ktorej limltou je a, prigom & ¥a (new), mofno
vybrat postupnost {ah(k)} Kxq tak\i, ié lt-i;nmf(a (k)) = b
1990. Nech a je hromadny bod defini&ného oboru b(¢f) tunkcie f. Dokdite, %e nasledu,)uco dve
podmxenky ai ekyivalentné:
a/ neexistuje lim f(x) ;
x->a ' .

b/ existujli postupnosti {a }n-1' {bn'} = prvkov z D(f)\{a} také, %£e lim & =

n-s>wm
2 1im b = a, lim f(an) a lim f(b ) existuju & nerovnaji sa,
n-»oo n-»co0 N~ 0O
200. Nech je dand ohranilend postupnoat {an}:n. deéit.o. fe
1. limsup a_ = inf {aup a3 neﬂ} $ 2. liminf 8, = sup { int a ; new}
n k ) k
n—p co kzn N~y k2n

201, Existuje postupnost takd, %e mnoiina jej hromadn&ch hodnét je 1. <0, 1> 2. (0, 1) ?

: o
202, Nech {a.n} n=1 jo ohranidend postupnost’ a lim (a
ne» 0 ;
H hromadnych hodnét postupnosti {a }ao e mnofina {xeR lim a < xglim a }
P P h na1 J 4 X TR n
, , n-»co n+

el = an) = 0, Dpkéite, e mnofina

o0

. L3 ‘ > Q
2030. Nech v postupnoatx { }n=1 konvergujdi podpostupnosti {azk}kﬂ' {azk_1} k=1’

s ©
{ a3k} k=1* Dokdite, Ze potom konverguje aj postupnost {a.n nxi !

204, Aké postupnosti vyhévuj\i podmienke

1. ¥e>o Vnoen Jnew, n>ng la (<€ 4

2. ¥ero Hnoe.w dnewm, n>n. le <€ ?

0
' © e ’ . 1
205. 1, Nech pre postupnost {an} ne1 kladnych &imel plati limsup 8, e limsup T - 1. Po-
o . ‘ . n-»c n-»c0 n
tom {an n=1 J¢ konvergentnd postupnost, Dokdite!

2. Pre ktoré postupnosti { }n-l kladnych &isel plati vztah liminf a . limsup .

: n-—-» n->oo n
=1 ?



206, Nech iﬂn}:)ﬂ' {bn}

207.

- 64 =

© ,
n=1 sl ohranidené poatupnonti nezdpeornjeh &{sel, Dokdite namle-

dujiics tvrdenia:

1. ak axistuje konoénd 1im a , tak 1im a_ , b = lim 2, . lim LI
n-»o n->o n->w n-w

2, lim a . lim b ¢ lima .b ¢ lim s .1im b € 1Tm a.b < 1im a_ . Iim b

n
N n—»ad n-»om n-»w n-»w noom n--»o n-pon "

Nech {nn} ?_1 Jje postupnost kladnyeh &{mel, nech liminf B 0. Drkdite, %6 existuje
n-» O

nekonedne vela indexov n takych, %e plat{

Vket: k<n=p a8

o
(ti. an je meniie nel vietky predchéddzajice &leny postupnosti {g }kﬂ Y.

[

I




