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1. Mm¥YoZ2i1wy, RELLNE C6fSLA, FUNKCIE

Vv daliom budeme poufivat tieto oznalenia:
mno%ina vBetkjch prirodzenych &isel (= {1, 2, 3, -..} )
mno¥ina vietkjch celych &isel (= {0, 1, -1, 2, -2, ...} )
mno%ina vSetkych raciondlnych &isel (= {p/q; pEZaqel))
mno%ina v3etkjch redlnych Eisel '

mnofina vistkych kladnych redlnych &isel (= (0,00 ))
mnoiina v3etkych nezépornych redlnych &isel (=4 0,e0)).

Ak pre niektory prvok a neprédzdnej mnofiny ACR plati
¥ xeh x¢a ( V¥xeA: x3a)

nazyvame tento prvok maximum (minimum) mnoliny A a oznafujeme ho max A (min A).

[

3e
4.

5e

6o

1.1« Redlne cdisla

Nech & je raciondlne, b iraciondlne &islo. Potom & + b je iraciondlne &is-
lo. DokéZte!

Nech a, beQ a +ab Je iraciondlne ¥{slo. Potom Va +\f1)_jo iraciondlne
%igloe. DokédZte! ’

DokdZte iraciondlnost disel ‘
1e V54 2. V153 3. V2 +V3 3 4.V3 +V5 3 5. (4ay3 = 3)/6
60.\/_3_-'1/—0 ’

DokéZte nasleduliice nerovnosti:
1,0 ¥ e, beR*: JIna+3inbgin 830

20. nech a€R, b>0, ¢ >0, a< b} potom%( %—{—% i

3,0 (8 +D)20 = a+ bB; a%b + ab? ;
2 2

4. e+ b4 c > @b + bo + ac

3, n3 3
5o+ V a,bem*’:agb;(a;b) ;

6. x2+

Vx2+ 1

N

> 2.



7. Nech b,> 0, «.ey b >0, DokdZte, Ze zlomok (8,+ 85+ «oe + 8,)/(by+ cu0 +
+ bn) nie je mend3i ako najmendi a nie Jje vHZZ{ ako najvd&S{ zo zlomkov
81/b1, 82/b2, sSevy an/bn.

B8, Dokd%fte nasledujice tvrdenia: ‘
LI ¥ nem: 124 32 + eoe + (2n - 1)2 = %n(an - 1)(2n + 1)

2 e ¥ nem: 12- 22 4 32- 42+ oo + (-1)“"1n2 - (-1)“'1.% n(n+ 1) %

3. ¥ neWl, np2: 1 4+ = 4+ ==+ 0o + = > V1 ;
' vz 43 Vo

4, A n€N,n>1:E1—f+-ﬁJQ+...+§%>%%;

9, Absolitna hodnota |x| redlneho ¥{sla x je definovand nasledovne:
X, ek x30
Jx =
1 - X, ak x< 0,
Dokéite, Ze

1o.|x|=max{x, -x} 3 .
20 Ixg+ Xt eee + X1 € |x1|+ Il + eee+ Ix | (nEW) 4
3. llal - Ibll € ]a = bl

10,0 DokéZtes
1. ak x>-1 a nel, tak (1 + x)%3 1 + nx
2. nech ne W, nech X,, ooy X, 8i redlne &isla rovnakého znamienka vietky

viilSie neZ -1 potom (1+x1)(1+x2)...(1+xn) 21+ Xyt Xot eee + X0
11, DokédZte tieto tvrdenia:
1,0 ¥ nel, n>11 n+ 1< 2

2.‘V'n£IN:1. .'..‘2n-1< 1
° b1 Zn Y

A ne s (2n)! < 22%(n1)?

n
4, ¥ nem, n>1:n!<(£§-1-) 3
5. ¥ new, nz2: 21 4! 6! ... (20)1 > [(ma)t]

6. YV nel, nz3: o™ 5 (ne1)B,
(Ndvod: Pokial sa tvrdenia v tvare ¥ n¢MN: e.n< bn (kde au> 0) dokazuju matematickou in-

dukciou, vykond sa jej druhy krok (tj. odvodenie nerovnosti an+1< bn+1 2z nerovnosti

<
a < bn) &asto tak, 3e sa dokdfe nerovnost an+1/an$ bn+1/bn' Z nerovnosti 0 an< bn, 0 <

<a ,/a<b
n

n+1

n+1/bn toti% u vyplyva a_ 1 1< b 1 {na zdklade implikdcie: ak 0<A<B a

0<RES, tak O< AR<BS),)

12, 1, Dokd%te, Ze plati: ak Xg> 1, <1, tak X+ X2 XX, + 1.
2. Na zdklade toho dokdite: nech Xys eees X, i kladné &isla také, Ze

XyXpeeeX, = 1; potom Xyt ot eoe # xn; n
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3, DokédZte nerovnosti

M

x
1 et ”

B) = 4+ == 4+ ..0 + 2 n, kde x;, ¢..y X, 80 kladné &isla ;
X2 X5 *n

b) 13;/ X Xy o eXy € -15 (x1+ Xot ees + xn), kde Xi4 eeey X, sd kladné
éiﬂlso . i

13, Dokéd%fte nercvnosti
1 1 1
Te + ¥ oeee + < 23
2R ne

2. 1+11'+T'21 +000+T-2'—'_—‘—_..1.‘..n<30

.2. 0Ohrani&ené mno#iny redlnych &isel,
supremum a8 3infimumn

Neprézdna mnoiina AC R =a nazyva zhora (zdole) ohranifend, ak plati
Jre R V-xehd: x€K ( JKeR V¥ xe€h: x3K).
8islo X s uvedenou vlastnostou sa nazyva horné {dolné) ohranidenie mnoiiny A. # povaiujeme

za ohranilenu zhora aj zdola, :
Mno%#ina, ktord je zhora aj zdola ohranidend, sa nazjva ohranilend. Mnoiina, ktoréd nie 3

je ohranilend, =3 nazyva neohranidend.

14, Zistite, &i s dané mno%iny zhora, resp. zdola ohranidené:
1¢ A = {Va +Yb ; a, bell, a<b} 3

2. B = {;f977;; xe(oan)} ;

vt o 0 e

3. C = {sin (n!) ; new} ;
400 = {—YE | xean(2,n])
Wx+Ws
5¢ B = {xelR; Ha,b,ceQ:a£OAax2+bx+c=0}

(teda E je mnoZina koretiov vietkych polynomov druhého stupfia s racio-
ndlnymi koeficientami).

15 Ak AcR Je neohrenidend mnoZina, tak plati :
¥ aga ¥p>0 dveasla-nl>p. §
DokéZte! : ‘
16, Nech A, BCR s neprdzdne mnoZiny, pri€cm B je neohraniend. Ak existuje
p>0 taxé, Ze plati
Y xeB Jyea: Ix-}'|<(5, (%)
tak A je neohranilend mnofina, DokéZte!

e
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tislo .6 R s nazjva supremum mno¥iny AC R, A ¥ f#, ak

(i) VY xeh: xgd

(ii) ¥e>0 I xeh: x> -t.

{Podla (i) je & horné ohmnxéenie mnofiny Aj (1i) je nsgécia vyroku ,pre niektoré
£>0 je 3islo o - £ horngm ohranidenim mnofiny A", hovori teda, %e neexistuje horné ohra-
nigenie mnofiny A, ktoré by bolo menSie nei &. Teda & Jje najmendie horné ohranifenie mno-
finy A.) Supremum mnofiny A oznalujemé sup A.

tislo PER sa nazjva infimum mnofiny Ac R, Arg, ak

(1) ‘b‘xeAzxap 3 ’

(11) ¥ e>0 3 x € A: x(P+€. .

(To znamend, Ze P jo najviiddie z dolnych ohraniSeni mnofiny A.) Inﬁmum mnoiiny A

oznadujeme inf A,

Ak usporiadané pole R redlnych &{sel kon3truujeme z pola § racionélnych &isel pomocou
Dedskindovych rezov, méieme dokdzat nasledujiice dve ekvivalentné tvrdenia:

Veta 1. Kaldd neprdzdna zhora ohranifend mnofina redliych ¥i{sel md supremum.
Vota 2. Kafdd neprdzdna zdola ohranidend mnofina redlnych &isel md infimum. .

Ak usporiadané pole R zavidzame axiomaticky, povaiujeme prvé s uvedenjch tvrdemi za
axiému, z nej moino odvodit vetu o existencii infima,

17. Doké¥te alebo vyvrétte nasledujiice rovnosti:

2 .
Te 1ainf{3-zi—g-;xlﬂ};
x+ 1

4. 12 = sup {1 + 6x - x°; x€R}

Riefenie: 1. Musime zistit, &i &{slo 1 vyhovuje podmienkam (i) a (ii) = aafinicie infimas
2 A

. . .
1. pretoise _x__é___g =1+ —2 5 & &imlo -—-1-5 Jje kladné pre knidé x¢ R, platd
x + 1 1+ x 1 +x ‘ ,
2 : ' :
x2+ 251 pre viatky x€¢ B; teda &islo 1 vyhovuje podmienke (i);
x+ 1

2, podmienka (ii) md v tomto pripade tvar

_ 2
¥e>0 Jaem: a2+2 <1+t

8 + 1
¢o je ekvivalentné s podmienkou

¥e>0 Jaem o’y 1.1,

0dtial u¥ vidime, 3e pre kaidé dané ¢>0 také &islo a€¢ R skutodne existuje (pre €51
vyhovuje uvedenej nerovnosti dokonca kaidé redlne &islo a, pre u(o, 1> stadf za a zvolit

I'ubovelné &islo, pre ktoré plati la|> v 1/¢ 1); teda pre &islo 1 je splnend aj podmienka
(1i).
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Pretole Zi{slo 1 vyhovuje obidvom podmienkam z defin{cie infima, plati 1 =

2
-inf{x;z;xem).
x + 1

18, Néjdite supremum a infimum nasledujicich mnoZin (nezabudnite, Ze svoje
tvrdenia musfte dokdzat podobne ako v pr. 17):

1. A ={ xe€(2,3) ; zdpis 8fsla x v desiatkove] siistave md koneZny podet
cifier za desatinnou ¥iarkou } ;

2, B ={ x¢ €0,2) ; zdpis &isla x v desiatkove) sistave obsahuje len
cifry 0, 1} 3

3. C = { cos ®(n!) ; neN},

19, Nech A<¢BCR, prifdom A je neprdzdna a B zhora ohranilend mnoZina. Potom
A je zhora chranifend mnofina a plati sup A€ sup B. DokdZfte! Sformulujte
analogické tvrdenie pre infima!

20, Nech A je neprdzdna ohranifend mnoZina; definujme mnoZinu -A nasledovne:
~A 1={-z ; z€A} . Potom
sup (~A) = - inf A
inf (~A) = - sup A.
DokdZte!
RieS8enie; Dokdieme prvi z uvedenych rovnosti. Oznalme P:t inf A (pre &islo P teda plat{:
(1) Y zeA: zyp; (2)¥ero0 3 2. € A1z, < ‘54-5 ) méme ukdzat¥, %e Zislo -P Jje supre-
mom mnoZiny -A, tj. %e vyhovuje podmienkam {i) a (ii) z definicie suprema.
1. Podmienka (i) md v tomto pripade podobu
¥ x€ -A: x¢ -P '
o je ekvivalentné s podmienkou
V¥ z€At -2¢ -(5 ,
tj.
Vzea: z3 r.) 3
posledné tvrdenie je pravdivé, pretoie (5 vyhovuje podmignke (1).

2. Podmienka (ii) mé tvar
¥¢50 3 x, € -A: xl>-(5 -&
to je ekvivalentné s vyrokom
¥ero Jzenm ~2g7-p - ¢,
tj‘
¥ero Jzemzcp e,
to je ale podmienka (2), ktord je podla predpokladov splnend.

21, Nech A, B si neprdzdne ohranilené mnoZiny, definujme mnofinu A + B nasle-
dovne: A + B := { a+b ; acA, be‘B} . Potom plat{
sup (A + B) = sup A + sup B.
DokdZte! Sformulujte a dokédZte anslogické tvrdenie pre infima!



1.3, Funkcie

1.3.1. Definicie funkcle., ZloZené funkcie. Elementdrne funkcie

Nech Ac R je neprdzdna mnofina. Ak je kaZdému Zislu x€A priradenéd préve jedno &islo
y€R, ktoré oznalime f(x), hovorime, ¥e £ je funkcia (funkcia definovand ns mnoline A).

$islo f(x) ea nazjva funkind hodnota (v bode x), mnofina A defini&ny obor funkcie f (tito

mnofinu budsme oznalovat D(f)). Na oznalenie funkcii budeme pouifvat pismend latinskej a
gréckej abecedy. Ak chceme zddraznit, %e definiinym oborom funkcie f je mnoZina A, poukijeme
zdpis f:A—sR (pripadne f:A-»B, ak pre kaidé x € A plati{ f£(x)€ B) alebo f(x), x€A, Okrem ozna-
geni ,funkcia f", ,funkcia f:A-»R" sa moino stretnit aj so spojeniami ,funkcia y = f£(x)"
alebo ,funkcia f{x)" (istd nepresnost poslednych dvoch spojeni spodiva v tom, %e symbolom
f(x) sa gzvykne oznalovat funkind hodnota v danom bode xj; mnoh{i autori preto rozlviéujﬁ oznale~
nie f(x) pre funkini hodnotu a f(.) pre funkciu).

Hovorime, %e funkcie f a g sa rovmaju, ak D{(f) = D{g) a pre kaidé x € D(f) plat{ f(x) =
*= g({x) (teda funkcia je jednoznaine urlend predpisom priradenia & definiénym oborom).

Funkciu a, ktorej definidnym oborom je mnoiina N, nazyvame postupnost s ozmaujeme ,):u

X il , , . «
spravidla {an }n-ﬁ funk&nd hodnota v bode n sa nazyva n-ty &len postupnosti {an}nﬂ a
oznaduje msa 8-

Ak f:1A-+R je funkcia a B¢ A neprizdna mnoZins, tak mnoZina £(B) 1= { £(x) 3 x¢ B} sa
nazyva obraz mnoiiny B (pri zobrazeni f). 3pecidlne mnofina f£(A) sa nazjva gbor hodndt funke
cie £, :

Nech sl dané funkcie f, g.

1. Ak je mnofina D, 1= D(f)n D(g) neprézdna, nazyvaji ss funkocie p, q, r definované na

mnofine D1 predpismi
p(x) = £{x) + g(x),
q(x) = £(x) - g(x),
r(x) = f£(x).g(x)

sulet, rozdiel a sulin funkoii £, 8 aonadujisa £ +g, £ - g, f.g.
2. Ak je mnoiima D, := D(f)n {xeDg) ; g(x) # 0} neprézdna, nasjva sa funkeia
a:D - R definovand predpisom :
o(x) = 2151

g(x)
podiel funkcii f, g 8 oznaduje sa g

3. Ak je mno%ina D3 1= {xe D(f) 3 £(x)€ D(g)} neprdzdna, nazjva sa funkcia tsDj—bR
dand predpisom
t(x) = g(f(x))
zlofend funkcia z funkcif f a g (superpozicia funkeif £ a g) & oznaduje sa gof. Funkcia ¢

#a nazyva vnitornd zlofks, funkcia g vonkajdis zlo¥ia funkcie gof.
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Zékladnymi elementdrnymi funkciami nazjvame nasledujice funkcie:

nédzov predpis definiény obor
konStantné f(x) aa x) R

a€R
mocninové £(x) = x° ; 1. ak a2 0y

a¢ RN{0} '

o/ ak a -ﬁ, P, QE€N, p je pérne alebo paj q

‘sl nepérne: R
(5/ vo vietkjch ostatnfch pripadoch: <£0,0) 4
2. ak a<0:
&/ aka = - ﬁ, p, q€N, p je pirne alebo

p 2j q sl nepdrne: R~ {0}
p/ vo vietkjch ostatnfch pripadochs (0,00)

exponencidlne f(x) = a¥ R

a>0, 8 f 1

-+
logaritmické - £(x) = log, x ®
xx)

a>»0, a ¥ 1
goniometrické f(x) = ain x R

f(x) = cos x [}

x

£(x) = tg x !i\{-2-+kx ;keZ}

f(x) = ctg x R\{kx ) kel}
cyklometrické”‘t) f(x) = arcein x | < -1, 12

f(x) = arccos x | <-1, 1)
f(x) = arctg x R

| f(x) = arcetg x [ R

Funkcie, ktoré vznikni zo zdkladnjch elementdrnych funkeii len poufitim operdcii

su&tu, rozdielu, si¥inu, podielu a superpozicie funkeii, sa nag§vaji elementdrne funkcie.

~ V&imnime si, %e definiény obor funkcie, ktord je sidtom, rozdielom, sifinom, podielom
alebo supsrpoziciou dangych funkcii f a g, je jednoznaine urleny mnoZinami D(f) a D(g). Teds
ak funkcia h vznikne z funkcii f1, coey tn len poulitim operécii su¥tu, rozdielu, sudinu,

podielu a superpozicie funkcii, je mnoZfina D(h) jednozna¥ne urlend mnofinami D(£1), ey

D(fn).' Preto ak napileme predpis takejto funkcie h bez toho, aby sme vyslovne urdili jej de-
fini&ny obor, povaiujeme funkciu h za definovani prdve na tej mnofine, ktord je urdend mno-
finami D(f1). . D(fn) na zdklade definicii midtu, rozdielu, sudinu, podielu a superpozi-

x) aymbol £ &itame ,identicky rovmé"

xx) Specidlne v pripade a = 10 budeme pouiivat oznalenie log x, v pripade a = ¢ oznalenie
ln =

xx%)

pozri odsek 1.3.4




cie funkecif. (Teda trocha nepresne povedané: za definidny obor takejto funkeie h povaiujeme
ﬂmnoiinu vietkjch tych x¢ R, pre ktoré mé predpis funkcie h , zmysel”.)

22, Zlo%enim ktorych zdkladnych elementdrnych funkcifi vzniknd funkcie dané

predpismi
1. sin3x s 2. sin (x3) 3
2
3. Stg x $ 4, 1053 sin2 VYoX $

5e ‘ﬁ:oe (2sin X) ?

23, Ndjdite D(f), ak funkcia f je dand predpisom

1. £(x) = ¥3x ~ x : 2, £(x)

log (x2- 4)

3. £(x) = Vsin 1/3?'; 4, £{x) = 1n (cos (1n x)) ;
5. £(x) = ¥sin 2x + Vsin 3x 3 6. £(x) = Ycos x :

7. £(x) = sin (In xzl—y) 4 8. £(x) = 1n (3 sinx = 4) ;

9. £(x) =9 - 2 + XL 10, 2(x) = 10g EFE
11 £(x) = 1log, log3 logy x 3 - 12, £(x) "V-Sinzxx :

4 T

3
3. 20 =Y s 14, £(x) =\log, 2X-=4 |
15, f(x) = 1n (1 - log (x - 5x + 16)); ,
‘VCOB X - >

8in x + cos
16, f£(x) an [ 17 f(x) -VG —_1 ; 3 .
- 35x - 6Xx

24, Napi&te predpis a urdte definidny obor funkeif fof, fog, g0 f a go g,

ak
1. £(x) = 2, ' ‘ g(x) = 2%
‘ 0, sk x = 0
2, f(x) = sgn x t={ 1, ak x> 0 , Cg(x) = 1;
3. f(X) = 0’ ak xso , s(x) - 2 » ak x<0
x, ak. x>0 , 8k x20
4, £(x) = { XE, sk x €<0, 1) , ’ ‘ g(x) - 2x s 8k xE(O, 1)
3x, ak x ¢ <0, 1) ) 4x - 2 , ak x§ <0, 1

++)
5. 2(x) = (x) t={ O» 8k X€RNQ g(x) = !
X { 1, ak x€@ ' =
+)) tdto funkcia sa nazyva signum
++

tdto funkcia sa nazjva Dirichletova funkcia
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2
0., ak < l X - <
6. fCX) :{ ’ lX' 1 , g(x) - 2, ak |X|\2

25, WNech je dand funkcia f;
te predpis pre fn’ ek

1o £(X) = =2

1+x2
X

3. f(x) = e (b ¥

-1, &k Ixl>2 .

oznadme fii= £, £, 3= fof,, fo4q1® fofn. Néjdi-

2. £(x) = a + bx 4

1) .

Ak f:A-»R, g:B-+R si funkcie, ACB a pre vdetky x€ A plati f(x) = g(x), hovorime, Ze

funkeia f je zuienie funkcie g na

me £ = g/A,

mnoZinu A (f je funkcia g zuiend na mnofinu A) a oznaduje-

26, Zistite, 3i sa rovnaji funkcie f a g. Ak nie, ndjdite najvidsiu mnoZinu
ACR, pre ktord plati £/A = g/A.

1. £(x) = Vx(x = 1),

2. £(x) = 1n (x°- 4) ,

g(x) =Vx .¥Vx = 1 3

g(x) = 1n (x - 2) + 1In (x + 2);

3. £(x) = ctg x , g(x) = Té"i' $
4. f(x):lnée—*————l—'—x- . g(x)--2'1n|x +Vx2+ 1|;
in+ 1 +x
-6 , 8k X =2
C 5. £(x) =VxP+ dx + 4 -VxP- Bx + 16 , g(x) =4 2x = 2 , ak x€ (-2, 4D.
6 , 8k x> 4

1.3.2. Graf funkcie

Nech je v rovine dand pravouhld stradnicové sustava, prifom jednotky diiky na siradni-

covych nsiach Ox a Oy si rovnaké,

Mno%ina {(x. f(x)) 1+ x¢ A) “bodov roviny, kde f:A-R je

dand funkcia, s2 nazyva graf funkcie £ ((x, £(xz)) je zdpie bodu roviny pomocou jeho siradnic

v danej suradnicovej sustave).

V nasledujicej tabulke 31 opisané elementédrne transformdcie grafov funkcii:

funkeia y = g(x)

transformédcia grafu funkcie y = f£(x)

= f(x) + ¢
f(x -~ ¢)
f(-x)
- f(x)
a,f{x)
f{ax)

1]

A T
"

posunutie o ¢ v smere osi Oy
posunutie 0o ¢ v smere osi Ox
symetria podla oasi Oy
aymétria podla osi Ox

vyndsobenie kafdej y-ovej siradnice &islom a

vydelenie kaidej x-ovej suradnice &islom a (a § 0)
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27. Zostrojte grafy nasledujiicich funkcif:

-X
1ge ¥ = 1In (1 + %) 3 20 Y= 1 + 0 3
30. y = sin % H 40. y=34+2 cos 3x3
2 x°
50.y=x+4x+2; 6°.y-g-+x+1;
+
. v EEs 8or ¥ = T 4%
9°.y=-1/-x-—2; 10 ¥y = 8in 2(x + 3) 3
11, y = sin (2x + 3) 3 12, y= % 21-3x L oy

13y =tg (2x = &) 3 18.y=3-05%W3x=-2;
15,0 3 = 1033 (0,5x + 2) . .
Riefenis: 10, Najprv zostrojime graf funkcie f(x) = sin x, vydelenim kalidej x-~ovej siradnice

tislom 2 (teda jeho ,dvojndsobnym zhustenim®) z neho dostaneme graf funkcie f£(2x) = g(x) =
sin 2x, Nafa funkcia sin 2(x + 3) md tvar g(x + 3), jej graf teda ziskame, ak graf funkcie g

- | posunieme pozdl% osi Ox o 3 jednotky diiky dolava. .

(Pri zostrojovani takychto grafov ea &asto chybne zamiedia poradie transformécif. Zisti-
me, graf ktorej funkcie by sme dostali pri ich opa&nom porad{: posunutim grafu funkcie f£(x) =
» sin x 0 3 jednotky d{iky vlavo ziskame graf funkcie 31(::) = f(x + 3) = gin (x + 3); ak te-
raz v tomto grafe vydelime kafdd x-ovi siradnicu Zislom 2, dostaneme graf funkcie ga(x) =
. 31(21:) = ain (2x + 3).)

28 . Zostrojte grafy nasledujdeich funkcii:

1. y = 1n lxls _ 2, y = 8in Ixl3
3¢ y = lein xl; 4.y-|x2- 2x - 113
5. y=2cos Ilx =2l + 43 6o ¥ = xdx + 213
7.y-x+Vx§; B.y-llog1 (lxl=2)s
. 1 _
sin x , 8k Xx€{-%x, 0)
9ey=2lx-2l<lx+1 +x3 10, y={ 2 , 8k x€ (0, 1) .

1/(x - 1) , ak x¢ (1, 4) ‘

29, Nech graf funkcie g: R—»R Je symetricky s grafom funkole ?f
1. podla priamky x = Xy
2. podla priemky y = yu3
3. podla bodu (x5, y5) »

Vyjedrite funkéné hodnoty funkcie g pomocou funkénych hodndt funkcie f!

30. Nadértnite pribliZne grafy funkecii:
: 2

1
1o.yasinx; 2°.yasin-i$

3. y=x8inx 3 4o.y=exooaxz
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gin x co8 X
5 . y = « 6 . y =
° x ! ° 1+ x

ieferie: 3, Pre x = kx, k€2, jey = 0, pre x = 52- + 2kX , k€ Z, leZia prislusné body gra-

fu funkcie y = x sin x na priamke y = x, pre x = lZL + 2kX , k€2, ra priamke y = =x. Pretoc-
fe pre x2 0 je -x ¢ x sin x¢ x, pre x<0 je x§ x sin x§{~x, lei{ graf funkcie y = x sin x
,medzi" priamkami y = x a y = -x. Na zéklade tcho ui vieme pribliZine nalrtnit tento obré-

zok:

~\"+

Obr.,

31, Zostrojte grafy nasledujicieh furkcii tak, Ze predpis y = & cos x +
+ b sin x upravite na tvar y = A sin (x - xo):

Y3 cos x + sin x ; 2 ¥y =c08 X - sin x 4

1. ¥y
3. ¥y = 6 cos x + 8 sin x .

RieSenie: 1, y = VY3 cos x + 1,8in x = 2 -’,—1,%- cos x + -12- sin x} = 2(5111-33- cos x + cos -&3 gin x)e

= 2 ain (x + -13) {tdto uprava je analogickd uUprave algebraického tvaru komplexného &isla

2 + bi na goniometricky tvar a’s v° {cos P+ i sin¢) ).

3 3

32, UkdZte, Ze grafy funkcii f(x) = x’- 352x a g{x) = x"= 3ax2 moZno zis-

kat jeden z druhého posunutim,
33,0 Do jedného obrdzku nakreslite grafy funkecii f a g, 8k

1 £(x} = 8in x , g(x) = =41 - coséx 3
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2. f(x) = cos x , g(x) = —_— .

V1 + tgzx
340. Zostrojte graf funkcie f: R—R, sk

1 f(x + 1) = 2 £(x), xe Ry £(x) = x(1-x) pre x€ {0, 1) ;
2, £(x +x) = £(x) + sin x, X€R; £(x) = O pre xe<0,x),

1.3.3. Niektoré vlastnosti funkcif (ohranilené, monotézme, periodické,
prosté funkcie)

Nech A, BCR #»d neprdzdne mnofiny, BC A. Funkcia f:A-»R sa nazyva obranilend na mnofi.
ne B, ak je ohranilend mnoZina f(B). Funkecia ohraniend na svojom definiénom obore sa nazjyva
ohranidend. Analogicky sa zavddza pojem funkecie ohranifenej zhora, resp. sdola d funkcie o-
hranidenej zhora, resp. zdola na mnoiine B,

Ak je mno%ina f£(B) shora, resp. zdola ohranifend, tak jsj supremum, resp. infimum sa

nazyva supremum, resp. infimum funkcie f na mnojine B & oznaZuje sa sup f(x), resp.
x€B

inf f(x). Ak existuje maximum, resp. minimum mnofiny f£(B), nazjva sa toto &islo maximum,
x€¢B ;

resp. minimum funkcie f na mnofine B (&asto ma pouif{va ndzov globdlne maximum, resp., globdl-

ne minimum funkcie f na mnoiine B) a oznaluje sa max f£{x), resp. min f(x).
x€B x¢ B

35, Zistite, &1 funkcia f je na mnofine M ohranidend zhora, resp. zdola:

1e f(x)zsin-}e, M= (0, 1) 3

2, f(X)ﬂ“_‘!"—?" M’(zyw)i

4 + x

3.0f(x) = E2E2 ., wa (1, 2).

36, Pomocou symbolov ¥ | zépiéte vyrok ,hodnota f(xo)nie Jje maximom fun-
keie f na mnofine B (xj€ BCD(f£))".

37+ Nech je dand funkcie f£:R-» (0, ). Potom funkcia g urdend predpiaom g(x)-
= ?JGJ je ohrani¥end préve vtedy, ked inf f(x)> 0. Dokd%te!
: x€ R .
38, Nech funkcie f a g, definované na R, si zhora ohrani¥end. Potom
sup (f(x) + g(x)) § sup f£(x) + sup g(x) .
x¢ R x€¢R

xeR
DokdZ%te! '

39, Uvedte priklad neohranifenych funkecii £, g definovanych na R, ktorych
superpozicia je ohraniend funkcia!
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Nech A, BCR si neprdzdne mnoiiny, BC A, Funkecia f:A—>R =3 nazyva rastica na mnoline

B, resp. neklesajica na mnofine B, ak plat{
Y x yeB: x<y=>f(x)<f(y),

resp.
¥ x, yeB: x<y =>f(x) € fly).
Funkcia f:A-»R sa nazyva klesajica na mnofine B, resp, nerastica na mnoZine B, ak pla-
tis
¥ x, y€B: x<y = £(x)> f(y) ,
resp.

¥ x, ye B: x<y => f(x) 3 fly).

Ak m& funkcia f niektord z uvedenych Styroch vlastnost{, nazyva sa monotonna na mnoi-

ne B; funkecia, ktord je rastica na mnofine B alebo klesajica na mnofine B, sa nazyva rydzo-

monotonna na mnoline B.

Funkcia rastice (klesajica, nerastica, neklesajiica, monotdnna, rydzomonotdnna) na svo-

Jjom definiZnom obors ea nazyva rastiea (klesajica, nerastica, neklesajica, monotonna, rydzo-

monotonna).

40, VySetrite rast s klesanie funkoii:
1e £(x) = 8in x + c08 X 2 £(X) = sin*x + costx .

a © .

41, DokdZte: Ak postupnost {'52 } (bn> O pre nelN) je monotonna, tak aj
n n=1

+ see + an

+ ess + Bn

w L4
} Je monotonna,

postupnost { 21
‘ b
1 n=1

42, Pomocou symbolov ¥, J zapiite vyroky
1. Funkecia f:R-*R nie je klesajica na mnoZine M (# # MCR) ;
2. Funkcia f:A—>R nie je monotonna na mno¥ine M (@ # MCACR),

43, Uk43te, fe nasledujice funkcie nie sy monotonne:

1. f(x)axz- Ix + 4 § - -2, f(x)-agnzx;

30 f(x) =« tg x .
Riefenie: 1. Pre x » 0 a y = 1 plati x<y A £(x)> f(y); pre .x- 28 yx3 plati x<y A f{x)<
< f(y). Preto funkcia f nembie byt nerastica (a teda nemdie byt ani klesa jica), tomu toti}

odporuje volba x = 2, y = 3; sifasne f nemdie byt neklesajica (a teda nemée byt ani rastu-

ea), tomu odporuje volba x = 0, y = 1. (Samozrejme, %e pri vybere vhodnych x, y sme si pomé-
hali grafom funkcie f.)

44 . Uvedte priklad funkcie f: R+»R, ktord je rastica na <0, 1), rastica na
<1, 2), ale nie je rastica na <0, 2) !

45, Nech funkcile f, g si klesajiice a zdporné na mnofine M, Rozhodnite o mono-)
tonnosti nasledujdcich funkeii na mnofine M & svoje tvrdenia dokdite:
1. £(x).g(x) ; ’ 2. £2(x) 3
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3.4 £(x) + 8 g(x) 3 4. x) .
46, 1. Doké%te, ¥e superposfcia rydzomonotonnysh funkeif je rydzomonotonna
funkeial ,
2. VySetrite rast a klesanie funkoif
a/ £f(x) = log (12- 6x + 10) 3 b/ £(x) = log, (x2- 8x + 20).

H

470 Uvedte priklady funkeif £, g: R—R takj’oh. ¥e
1. £ je rastica, g klesajica, £ + g rastioca j
2, £ je rastvoa na (0, 1), & klesajioca na (0, 1), £.g nie je rastioa na
(0, 1).

Funkecia € sa nazyva periodickd, ak existuje &i{slo T> 0 tak, Ze plati
1. ¥aed(f): Nfln<a+ T, a+2r> ={x+T; xedf)n<e, a+T>} ;
2, Ya€Dn(f): f(a+ T) = f(a) .

Ka3dé &islo T » uvedenymi vlastnostami sa nazjva peridda funkcie f; ak existuje naj-

mendis také T>0, nazjva sa najmendia perioda funkcie £ (mo3no sa stretnit aj s terminolo-

giou, v ktorej sa pojem parioda pouiiva vyludne v zmysle tu zavedeného pojmu najmenSej pe-

risdy).

48, DokdZte, Ze

1,+ ka%dé kladné racionélne ¥islo Je periddou Dirichletovej funkoie ;
2. #%iadne kladné iraciondlne &islo nie je jej pericdou.

49, Ak najmensou periddou funkcie f je &islo T, tak najmenSou periddou fun-
kcie g(x) := f(ax + b) (a> 0) je &islo T/a. Dokdite!

50 . Zostrojte graf funkcie f:R—R s pericdou 1, ak pre xe€ <0, 1) plat{
2
f(x) = X . . )

51. DokdZte: Ak existuje T> 0 teké, Ze plati niektord z nasledujlcich podmie-
nok, tak funkcie f:R—>R je periodickd:

1 £(x + T) = - £(x) , xeR 3} 2. 2(x + T) = 1/2(x), xXER

3.!(x+T)=§§%—,’a—t—_%,xeR; 4.£(x+T)-'T—_—1-m,x€R.

52, Ak graf funkcie f:R—>R je symetricky podla os{ x = a, x = b (a<b), tek
f je periodickd funkcia. DokéZte!

Funkcia f:A+R sa nazyva prostd (injektivna, jednojednozna¥nd), ak plati

¥ ox, yed: x £ y=pfix) # fly) .

Ak je funkcia f:A-»R prosté, tak funkcia s definidnym oborom f(A), ktord katdému &islu

fxef(n) priradi to Eislo Y€ A, pre ktoré f(y) = x, ea nazyva inverznd funkcia k funkcii f a

. ~1
eznicuje sa £,
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53, Zistite, %1 je dand funkoia prostd; ak dno, ndjdite k nej inverzmi funkeciu
a urdte jej definiZny obor:

1 -x x
Te b ¢ = 2e f(X) =
(x) = 75 ¢ | Z. 5
3. t(x)-—-zl——?,x(d $ 4, f(x)--z—’-‘-—g.xe(-hwg
1 =x 1+x
. 2
5. 2(x) = 31 6. £(x) = 2° = 2%, x¢1
x -x
7.f(x)=1—q;c-’——1-q-_—i+1; B. £(x) =1 +¥3 + &%
10™+ 10 ,
9, £(x) = log, 10 10, f(x) = 21 +1n¥x -2,
11. £(x) = %(x - -,1-[-), x>0 3 12, f(x) = %(x - %), x<0
13. £(x) = x +1/x2- 1 : 14, £(x) = log, (x +Vx2+ 1) 3
15, £(x) = x , ak x< 0 ; 16, £(x) '{ x s 8k x‘eQ ;
2x, ek x3 0 1 - x, e.kfo

x -1, ak x< 1
17. £(x) =4 x , 8k x€ <1, 4) .
2x , 8k x> 4

| Rftedenie: 3. Pre kaidé x€R nédjdime vietky tie y € D(f), pre ktoré f(y) = x, tj. vietky tie

y$ -1, pre ktoré 2y/(1 - y2) = x. Ak je x dané, musia byt hladané &isla y riedeniami rovnice

xy’s 2y - x =0 ;
tejto pre x = 0 vyhovuje leny = 0, pre x ¥ 0 jej vyhovuju ¥isla ¥y = -——1-—+--x—1—1—’£-

2 .
e 21 =¥1 * X pretoie hladdme len riesenia leliace v intervale (-co, -1> , musime zistit,
X

kedy y, ¢ -1 a2 kedy yzi -1. Prvéd z tychto nerovnosti nie je splnend pre Ziadne x ¥ 0, druhé
plati pre kaZdé x> 0.

ay2-

‘ Zistili sme teda: pre #iadne x $ 0 nesxistuje y¢ -1 také, %fe f£(y) = x; pre kaidé x>0
existuje prive jedno Zislo y§ -1, pre ktoré f(y) = x, toto &islo je urdené vztahom
y = - {1 +91 + x")/x. To znamend: 1. funkeia f je prosté; 2. £((-w, =1) ) = (0,00);
3. inverznd funkcia f-1 je definovend na mnofine f((-c, - 1) ) predpisom f-1(x) =
2
- (1 + 91+ x5V /x.

"

54, DokédZte, Ze graf funkcie y = 1ln (1 - e*) je symetricky podIa priemky
Y = Xo

55¢ 1. Uvedte priklad funkcie f:R-»R, ktord je prosté, a nie Je monotonna
na R!
2., Uvedte priklad funkcie f£:R+R, ktord je prosté, a nie je monotonna
na ¥iadnom intervale IC R!
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56. Rozhodnite o pravdivoati tohto tvrdenia: ,Ak aspoil jedna z funkeif f, g
definovanych na R nie je prostd, tak funkcia fog nie Je prostd."!

1.3.4. Cyklometrické a hyperbolické funkele

Inverzné funkcie k funkecidim ain/<{- x/2, /2>, cos/<0,%x>, tg/(-=x/2, x/2),
¢tg/(0, % ) =a nazyvaji arkussinus, arkuskosinus, arkustangens a arkuskotangens a oznaluju sa

arcsin, arccoes, arctg, arcetg. Tisto funkcie maji spolodny ndzov cyklometrické.

57, Vypolitajte: ;
1. arcsin (sin %+ 7x) 3 2, 8in (arosin —)
3 ' Ve

3. arccos (sin ,-’%) 3 ‘ 4, arcein (oos 1%1:) 3

5. tg (arccos %-) .
58 1. Pomoocou funkocie arcsin vyjadrite inverznd funkoiu k gdfeniu funkcie
sin na interval a/ {(3x/2, 5x/2) 3 b/{x/2, 3x/2) . :

2 Zostrojte grafy funkeif sin. (arcsin x), arcsin (sin x),
cos (arccos x), arccos (cos x) |

59, N4djdite inverznd funkeiu k funkcii

n

1, £(x) = sin’ x, x€ (- -15'. -§> 5 o £(x) = sin’ x, XG("'E- 2;*) 3

3. £(x) = sin® (§), xe{2x, 3T 4. £(x) = tg X, xE{-X, 0N {- %}

5. £(x) = arctg;’t- 3 6. £(x) = 4 aresinV1 -x ;
To 2(x) = 3 + 4 arccos (2x = 1) ; 8. £(x) = 2°+8rotg x ;
9, £(x) = sin (3x - 1), léx - 2/<x .,

| 60, Doké¥te rovnost funkcif sin (arccos x) a ¥1 = xzt Analogickym sp8sobom
vyjadrite funkcie dané predpismi

1. cos (arcein x) 2, 8in (2 arcsin x) ;
3. cosz(arctg x) 3 , 4, sinz(arcotg x) 3
5. sin (arcectg x) ; 6. tg (3 arctg x) .

 |Riegenie: Pretoie arccos x€{0,X)> pre kanidé xe{~1, 1> a rovaost sin u sV! - cos u pla-
 |ti pre knidé ue0,x) , je sin (arccos x) =\/1 - eosz(arccoa x) -V1 - x° .

. 61, Zistite, pre ktoré x€ R plat{ rovnost

1. arccos ‘/1 - x2 = arcsin x ; 2., arccos Y1 = x2 = « arosin x ;
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2
3. arcoos 1—-—"—-’-‘-2- = 2 arctg x ; 4, arotg x = arcsin —%—
1 +x 1 4+ 12

5. arctg x + arotg 1 = x + arotg I3 .

RieZenie: 1. Pre x€{-1, 0) nemd%e uvedend rovnost platit, pretole vtedy arccosy1 - x=;0>

> arcsin x. Ak x€ {0, 1) , lefia hodnoty arccos Y1 -.xz aj arcsin x v intervale (0, x/2),
Vyutijeme, fs na tomto intervale je funkcia cos prosté, tj. e pre o&, pe(o, x/2) plati
*‘P“" cosd = com P N

V na¥om pripade cos (arccos 1/1 - 12) 01/1 - F- cos {arcsin x) (pozri pr. 60}, teda
pre x€<0, 1) plat{ arccos V1 - x: = arcein x .

62, DokdZte rovnosti

LIS arosinx+aroocsx--§ 3 2. arotgx-rarotg%a—g-sgnx .
» xX_ _-x oX+ o7 %
l Funkcie definované predpismi sh x = ’——23—— (sinus hyperbolickf), ¢h x = 3 {kosid

sh x

: s , ch x
nun hyperbolicky), th x = hx (tangens hyperboligkf) a cth x = eh x (kotangens hyperbolicky)
lea nazyvaju hyperbolické funkcie.

630. DokdZite vzorce

1. ohzx-shzx-1 3 2. ehzx-'-ahzx- ch 2x
3, 3Sh 2x = 2 sh x ch x 3 4.1-th2x-—ha-.
' ch™x

64. Pre hyperbolické funkoie platia vzorce podobné goniometrickjm. Odvodte

nasledu:)\icesl ,
1 8h (x + ¥) 2. ch (x + y) 3
3.ah§; - , 4, ch x + ch y i

5 shx-8hy.

14, Dalsie prikilady

65. Rozhodnite o platnosti vety: ,Nech A,v_ch_ sl neprdzdne mnoiiny, nech plati
¥xeca ¥pro Jyen: Ix- yl>p .
Potom B nie je ohranilené.” Svoje tvrdenie dokdite!
66. Rozhodnite o platnosti vety: ,Nech A, BCR si neprézdne mnofiny, nech plat{
) .‘VP)OM 3 xca 3;;8: lx'-yl>(5.

Potom B nie je ohranidend.” Svoje tvrdenie dokdite!




67.

68,

69.

n.

12,

.
740.
750.
76,
1.

780.

79.
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Nech A, BCR su ohronidené mnofiny, nech AnB ¥ g, Potom ANB je ohranilend mnoiina a
inf (AnB) > max { inf A, inf B) DokdZte; na konkrétnom priklade ukdite, s v uvede-

nom vztahu nemusi plati¥ rovnos?!

Nech A, BCMR si neprdzdne mnoiiny, nech platia nasledujice vyroky:
¥Yxea ¥yeB: x<y ' (%)
¥e>0 Jxea JyeBr y-x<E, (x%)

Potom plat{ sup A = inf B, Dokéite! (Nezabudnite, fe najprv treba ukdzat existenciu &{-
sel sup A, inf B 1) ‘

Nech k€ R, ACR je naprdzdna ohranilend mnolina., nech kA t1= { kx 3 xeA} Dokdite, e
kA je chranilend mnoiim, vyjadrito sup (kA), inf (kA) pomocou sup A, int A {

Nech pre kafdé n€ N je danéd neprdzdna mnoiina A CB, nech B := U A (:*{ %2€ER

3 nem: xeAn} ) je ohranifend mnoZina, Dokéi;o, §e sup B = sup {aup An $ nem}s

Rozhodnite, i plat{ toto tvrdenie: , Ak funkcis f je ohranifend na intervale I, tak

sup £(x) - inf £(x) = sup {It(x) - 2(y)l 3 x, ye I} "
x€I x€I ’

Nech f, g s funkcie ohranilené na R. Dokd%ite nasledujtce nerovnosti

1,° Bup I£(x) + g(x)] € sup l2(x)| + sup lg(x)] ;
x€R x€R x€R

lsup J£(x)l - sup le(x)il € sup l£(x) - g(x)l
x€R : x€R x€R

Zoatrojte funkciu f:R-+R, pre ktori plati: na kafdom intervale ICR je f zhora (zhora
aj zdola) neohraniZend.

Uvedte priklad funkcie, ktord je prostd a ohranilens na R a nie je monotonna na lisdmom
intervale IC R.

Uké.ito, %e funkcie x + con x, sinr‘nia s periodické !
Ak je funkcia sin x + coms ax poriodickt. tnk ac Q. Dokdite!

Existuje funkcia, ktorej periadou je ka.idé kladné iraciondlne &islo a !iadna.kladﬁé ra-
ciondlne?

Nech funkcia £ je definovand na R a £(R) nie je jednoprvkovd nnoiim. Potom existuje
8> 0, ktoré nie je pesriodou funkcie f.

Nech graf funkecie f:R-»R je symetricky vzhladom na bod (a, yo) a na prinmku x = b (aph),.
Potom f je periodickd funkeia,

Funkeia f je definovand na intervals (0, 1). Ndjdite definiZné obory funkcii
1. 2(x?) 4 2. f(sin x) 3 3. £(1n x) .
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Néjdite predpis pre funkeiu f:R-+R, ak

1. f(x*‘l)txz- 3Ix + 2 2. f(x¢.l.)-x2+.1_5 '
x
. o) ez e e 2 oty =

Existuje funkeia fiR-+R tak, %e f(xzj 2T1+x?

1. Zontrojte funkcie £, g:R+R tak, aby boli obidve nekonstantné na kaidom intervale IC
CR a funkcia fog bola konStantnd na B. Mono tieto funkcie zostrojit tak, aby
pre vietky x€R platilo £(x) ¥ g(x) ?

2. Moino naviac pofadovat, aby g bola prostd funkcia?

Ndjdite maximum & minimum funkeiis

2 3
1. f(x) =2 co!lax - 343 cos x - einzx + 53 2, f(x) = 3(x -2)y+8 3

2

3. f(x) =a cos x + b sin x (a%+ b2> 0) 3 4, £(x) = sin x cos x + coa2x .

Vydetrite rast a klesanie funkcie f(x) = 2 iogz (1 + xz) - logg (1 + 12).

Nech f, g, h:R+>R su rastice fugkcie také, e pre kaidé x€ MR plati
f(x) § gl{x) € h(x) .
Potom pre kaidé x€R platf
£(f(x)) € e(g(x)) € n(h(x)).
Dokédite nasledujlice rovnostis
1. arctg x + arctg y = arctg -;-‘—E—xx; + £X ., kde & nadobida jednu z hodndt -1, 0, 1
(xy £ 1)

[ 3
20 arcsin x + arcsin y = (=1) arcsin (x 1/1 -y

kde g-{o -akaQOVX2*Yz$1
8gn x, ak xy > 0 A x2+ y2>1

ey o) eex (Ix1g, 1yle 1),

}

' ¢
j, erccos x + arccos y = (=1) arccos (xy -’/1 - x21/1 - ya) +2e (Ixlg1, lylg 1),

2
kde ¢ =4 00 %K X *+y30
) 1, sk x + y<0

care s , . . . , -1 2 -5x 2.-
NAjdite inverzni funkciu k funkeii f£(x) = 1 + 2 sin L—-—x rargl x€(2 rar>ad ——1&2 racv ).

Rozhodnite o platnosti tohto tvrdenia: ,Nech f je funkcia definovand na R, nech pre
kaidy otvoreny interval ICR plat{ £(I)C I, Potom f£(x) = x, x€ R."




