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Uvod

Tieto skriptéd obsahuju studijné materidly k predmetu Formdlne jazyky a automaty na Fakulte
matematiky, fyziky a informatiky UK. Velké viiéSina pouzitych materidlov pochadza z prednasok
prof. RNDr. Branislava Rovana, PhD., ktoré odzneli v ramci uvedeného predmetu v akademickych
rokoch 1998/99 az 2007/08. Skripta vlastnymi materidlmi doplnil a spisal RNDr. Michal Forisek.

Niektoré casti tychto skript st prevzaté z poznamok z tychto prednésok, ktoré anonymne
spisali v akademickom roku 1998/99 Studenti. Okrem nich patri podakovanie viacerym Studentom
v neskorsich akademickych rokoch, ktori sa pri¢inili o hladanie a opravu chyb v tychto skriptach.
V roku 2011 opravil a doplnil niektoré pasaze Marek Zeman.
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Chybajtce casti

Tu je zoznam chybajtcich casti, ktoré treba dokoncit.
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redukcia k pasok na 2 pre ¢as

vztah P a NSPACE(o(log N))

vztah NLOG a P

pokec o P=NP

pokec o rozhodnutelnosti, rekurzivnosti, A-kalkule a Godelovi

syntax): priklad polozkoveho automatu

syntax): pokec o top-down vs bottom-up parseroch?

syntax): Irk, precedencne gramatiky

Kapitola 8 (syntax): prekladove schemy

INE: opravit velkost fontu v obrazkoch, nech to nehadze tie blbe warningy

INE: po definicii konfiguracie vzdy uviest, ako vyzera zaciatocna konfig. na slove w



Kapitola 1

Zakladné pojmy

1.1 Definicie

Najskor definujeme niektoré pojmy, ktoré st velmi dolezité, pretoZze sa intenzivne vyuzivaju v
celom texte. Ich pochopenie je nevyhnutné pre dalsie pokracovanie v ¢itani.

Definicia 1.1.1 Abeceda je konecnd neprdzdna mnozina symbolov (pismen). Oznacuje sa .

Definicia 1.1.2 Slovo nad abecedou ¥ je konecnd postupnost symbolov z . Prdzdnu postupnost
(prazdne slovo) oznacujeme €.

Poznamka 1.1.1 Pri zdpise slova vynechavame ¢iarky oddelujtce jednotlivé ¢leny postupnosti
(piSeme u = ajas . . . a,, nie u = ay, asz, ..., ay,).

Definicia 1.1.3 DlIzka slova je dlzka postupnosti, ktord ho vytvdra. Dlzku slova w znacime |w).

Definicia 1.1.4 Podslovo slova v = aias...a, je sivisld podpostupnost a;a; 41 ...a;, pricom
plati 1 < i < j < n. $pecidlne podslovd su prefix a sufix. Pre prefix plati i =1 a pre sufix j = n.

Priklad 1.1.1 Nech je dané abeceda ¥ = {a, b, ¢}. Potom slova nad abecedou ¥ st napr. aa, cab, ¢.
Definicia 1.1.5 Jazyk nad abecedou ¥ je lubovolnd mnoZina slov nad abecedou X.

Poznamka 1.1.2 Symboly ozna¢ujeme malymi pismenami zo za¢iatku abecedy (a, b, ¢, ...), slova
pismenami z konca abecedy (u,v,w,...), jazyky najcastejsie pismenom L s vhodnym indexom.
Zapis ¥* zna¢l mnoZinu vSetkych slov nad abecedou X. Znakom #,(w) ozna¢ujeme pocet pismen
a v slove w.

Priklad 1.1.2 Mnoziny L; = {a,b,aa,aba}, Ly = {w € {a,b}* | #,(w) je parny} st jazykmi nad
abecedou {a, b}. Jazyk L; je kone¢ny, Lo je nekoneény. Do Lo patria napr. slové e, bbb, aab, aaaa,
ale nepatria tam slova a ani abaa.

Poznamka 1.1.3 Na jazyk L = {a,ab} sa moZeme divat ako na jazyk nad abecedou {a,b}, ale
aj napr. ako na jazyk nad abecedou {a,b,c}.! Niekedy ma zmysel uvazovat najmensiu abecedu,
nad ktorou je L. Taktuto abecedu budeme znacit Xj,.

1Keby sme chceli zajst do extrému, mohli by sme definovat jazyk ako dvojicu L = (X, W), kde ¥ je koneéna
abeceda jazyka L a W C ¥* mnozina jeho slov.



1.2 Operacie na slovach a jazykoch

Pretoze jazyky st mnoziny, st na nich definované rovnaké operacie ako na mnozinach — zjednotenie,
prienik, rozdiel a v istom zmysle aj komplement. Pri komplemente je problém povedat, ¢o vlastne
je univerzalna mnozina. Zvi¢sa za 1iu pokladdme jazyk ¥7. Okrem tychto operacii definujeme
niekolko dalsich, ktoré sa ndm neskor buda hodit.
zretazenie slov
Nech v = uius ... Up, U = V1Vs ... Uy, POtOM U - U = UIUS3 . .. UpV1V2 .. . Uym. Opericia zreta-
zenia teda pripoji druhé slovo na koniec prvého. Znak zretazenia (bodku) budeme vicsinou
vynechédvat, uvedieme ho len ak by mohlo déjst k omylu.
zretazenie jazykov
Li-Ly={w|ue Ll A ve Ly}

Aj pri zrefazeni jazykov budeme namiesto Li - Lo Gasto pisat L;Ls. Uvedomte si, ze podla
definicie pre Iubovolny jazyk L plati L -0 = (.

Kvoli prehladnejsiemu zépisu definujeme aj zrefazenie slova s jazykom: w - L = {w} - L. (A
analogicky L -w = L - {w}.)
mocnina slova

w=¢, VYn>1; w"=w- -w"!

Teda napriklad a®bca? = aaabaa. Viimnite si, Ze naozaj w' = w. Uvedomte si, Ze (ab)? # a?b®.
mocnina jazyka
LY ={e}, Vn>1; L"=L L}

Vsimnite si, ze LY # () a Ze (vdaka tomu) L' = L. Intuitivne: L’ obsahuje slova, ktoré st
zretazenim nejakych i slov z jazyka L. Zrefazenim 0 slov dostdvame prézdne slovo.
iteracia (uzaver, Kleeneho )

o0 .
L=y L
i=0

L* obsahuje vSetky slova, ktoré dostaneme zrefazenim niekolkych slov z L. VSimnite si, Ze
znacCenie ¥*, ktoré sme uz pouzivali, je konzistentné s touto definiciou.
kladna iteracia (uzaver, Kleeneho +)

Lt=J L
i=1

reverz (zrkadlovy obraz) slova, jazyka
Nech u = uyus . .. Uy, potom u? = u, ... uguy. L% = {uf* | u e L}.

homomorfizmus
Nech h je zobrazenie zo ¥] do X3 (t.j. h zobrazi kazdé slovo nad ¥; na nejaké slovo nad ¥s)
také, ze Yu,v € X5; h(u-v) = h(u) - h(v). Potom h voldme homomorfizmus.

Ak Va € ¥*; h(x) =e¢ <= x = ¢, hovorime, Ze homomorfizmus h je nevymazdvagici.

Obraz jazyka L (L C X7) pri zobrazeni homomorfizmom h je jazyk h(L) = {h(w) | w € L}.
inverzny homomorfizmus

Nech & je homomorfizmus. Zjavne nemusi byt surjektivny ani injektivny, napriek tomu vSak

k nemu vieme definovat zobrazenie h~!, ktoré bude v istom zmysle inverzné. Toto zobrazenie

budeme volat inverzny homomorfizmus.

Obraz slova v inv. homomorfizmom h~! bude jazyk (nie slovo!) h=1(v) = {u | h(u) = v}.
Teda h~! zobrazi slovo v na jazyk tych slov, ktoré h zobrazi na v.

Obraz jazyka L pri zobrazeni inverznym homomorfizmom h~! je jazyk h=1(L) = User h=1(v) =
{u | h(u) € L}. Teda je to jazyk tych slov, ktoré h zobrazi na slovo z L.

Poznamka 1.2.1 Z definicie homomorfizmu vyplyva, Ze pre lubovolny homomorfizmus h : ¥ —
X5 a IubovoIné slovo u = ujus ... u, € X plati: h(u) = h(ugug ... up) = h(u1) - h(uz) - ... - h(uy,).
Preto kazdy homomorfizmus je jednoznacne urceny obrazmi jednotlivych pismen zo ;. Teda
homomorfizmus h je nevymazavajuci, ak Va € X; h(z) # e.



Priklad 1.2.1 Nech L; = {e,qa,ab}, L2 = {a,aa}. Potom:
Ly U Ls = {¢,a,aa,ab}

L1 n L2 = {a}

Ly - Ly = {a, aa, aaa, aba, abaa}

Priklad 1.2.2 Nech A je homomorfizmus taky, ze h(a) = 0, h(b) = 101, h(c) = 01. Potom
h(g) = €, h(abac) = 0101001, Ah=1(0101) = {ab, cc}, h=1(1) = 0.

1.3 Automaty

Zéakladnym cielom tedrie formalnych jazykov je formalizovat pojem vypodtu a zaoberat sa tym,
ktoré problémy st z hladiska algoritmickej zlozitosti nakolko tazké. Preto v nasledujucich kapi-
toldch definujeme niekolko typov automatov, ktoré budi mat ¢im dalej, tym vicsiu vipoctovia
silu. Zaverom nasho snazenia bude definicia a skiimanie vlastnosti Turingovych strojov, ktoré sa
povaZzuji za (jednu mozni) formalizéciu klasického pocitaca.

Vsetky spominané automaty buda fungovat na rovnakom principe: ked dostanti vstupné slovo,
nie¢o pocitaju a pripadne ¢asom vyhlasia, Ze slovo je dobré. Jazyk rozpoznavany (akceptovany)
takymto automatom bude mnozina slov, ktoré vyhlési za dobré.

1.4 Gramatiky

Jednu moZnost ako Specifikovat jazyky ndm davaju vysSie spomenuté typy automatov. UkdZeme
si eSte jeden aparat, ktory je velmi podobny deklarativnym programovacim jazykom — gramatiky.
Definujeme si niekolko typov gramatik, neskor sa budeme kazdym z nich podrobnejsie zaoberat a
ukazeme, ako zlozité jazyky je ktory typ gramatik schopny $pecifikovat (a teda ako zlozité problémy
je schopny riesit).

Definicia 1.4.1 Frdzova gramatika je Stvorica G = (N, T, P,c), kde N a T st abecedy neter-
mindlnych a termindlnych?® symbolov (N N'T = ), 0 € N je zaciatocny netermindl a P Cpop
(NUT)*N(NUT)* x (NUT)* je konecnd mnoZina prepisovacich pravidiel.

Poznamka 1.4.1 Fakt, ze (u,v) € P mozeme tieZ zapisovat u - v u ? v, pripadne len

u — v (ak vieme, o aki mnozinu pravidiel P, resp. gramatiku G ide). Pravidla u — v1, u — va,
...u = v, s rovnakou lavou stranou zapisujeme skratene v — vy | ve | ... | vp.

Definicia 1.4.2 Krok odvodenia v gramatike G je bindrna reldcia = na (NUT)* definovand

takto: x = y prdve vtedy, ked existuji slovd wi, w2 a pravidlo u — v € P také, Ze x = wiuws a
Y = wivws.

Definicia 1.4.3 Jazyk generovany gramatikou G je mnozina L(G) = {w € T* | o =G>* w}.
Poznamka 1.4.2 Ak bude jasné, o aki gramatiku ide, budeme namiesto symbolu :G> pisat =

Poznamka 1.4.3 Uvedomme si, Ze = je binarna reldcia. M4 zmysel uvazovat jej mocniny, pri-
padne tranzitivny a reflexivno-tranzitivny uzaver: Napr. u =2 v, ak Jw také, ze v = w a w = v.
Znacenie u =2 v teda znamena, Ze z vetnej formy u vieme na 2 kroky odvodif vetnt formu v. Po-
dobne napr. znacenie u =* v znamena, %e z u vieme v vygenerovat kone¢nym poctom krokov. (Po-
dobne ako napr. u uzdverov jazykov symbol =7 oznacuje tranzitivny a =* reflexivno-tranzitivny
uzaver relacie =.)

Definicia 1.4.4 Odvodenie 0 = w; = wy = ... = w, je postupnost krokov odvodeni. DIZka
odvodenia je pocet takiychto krokov.

2termindlny = koncovy



Definicia 1.4.5 Vetnd forma je slovo z (N UT)*, ktoré mozeme ziskat odvodenim zo zaciatoc-
ného netermindlu.

Definicia 1.4.6 Hovorime, Ze gramatiky G1, Go st ekvivalentné, ak L(G1) = L(G2).

Priklad 1.4.1 Majme nasledovni gramatiku: G = ({0}, {a,b},{oc — aob, 0 — €},0). Ak za-
éneme zo zaciato¢ného symbolu o a postupne prepisujeme podla zadanych pravidiel, dostaneme
nasledovné odvodenie: 0 = acb = aacbb = aaacbbb = ... V kazdom kroku sme mohli pomocou
pravidla o — & ukonéit prepisovanie, ¢ize je zrejmé, ze L(G) = {a™b" | n > 0}. Toto tvrdenie
teraz poriadne dokazeme.

C: Treba ukazat, ze kazdé w € L(G) je tvaru a™b". Pouzijeme matematickt indukciu vzhladom
na dlzku odvodenia. Indukény predpoklad (IP) je: kazd4 vetna forma odvodend na m krokov
je tvaru a’b® alebo a‘cbt.

1° Na m = 0 krokov vieme odvodit len vetnta formu o, pre ti tvrdenie plati.

2° Nech IP plati ¥m < k, dokézeme, Ze plati aj pre m = k + 1. Nech 0 =F wj, = wyy1.
Podla IP je wy tvaru a’b’ alebo a’ob’. KedZe odvodenie este mohlo pokracovat, nutne
wg = a’ob’. Ak sme v (k + 1). kroku pouzili pravidlo o — ¢, tak wyy1 = a’b’. Ak sme
pouzili pravidlo ¢ — aob, tak wy,1 = a’Tlob’L. Pre obe tieto vetné formy dokazované
tvrdenie plati.

U

: Potrebujeme dokézat, Zze pre kazdé n vieme vygenerovat slovo tvaru a"b". Toto odvodenie
vieme priamo zostrojit: n-krat pouzijeme pravidlo o — acb a nésledne raz pravidlo o — ¢.
Dostavame odvodenie o =" a"gb™ = a™b".

Skor nez definujeme Specidlne triedy gramatik, spomenime jednu doleziti skutoénost. Kedze
gramatika je objekt, ktory mozno zapisat na koneény kus papiera (lebo vSetky mnoZiny tvoriace
gramatiku, hlavne mnozina pravidiel, st kone¢né), mozno gramatikdm jedno-jednoznaéne priradit
prirodzené disla, a teda roznych gramatik je spocitatelne vela.

Na druhej strane lahko nahliadneme, ze mnoZina {a,b}* je nekoneénd spocitatelnd, a teda
mnozina jej podmnozin (jazykov nad abecedou {a, b}) je nespocitatelnd. Roznych jazykov je teda
nespocitatelne vela.

To znali, Ze k drvivej viicSine jazykov neexistuje gramatika, ktord ich generuje. AvSak také
jazyky su velmi zlozité a je velmi fazké ich definovat. Pre Tubovolny jazyk, ktory si viete v tejto
chvili predstavit, existuje frazova gramatika, ktora ho generuje. Az ked budeme mat vybudovany
dostato¢ny aparat, ukazeme niekolko jazykov, pre ktoré frazova gramatika neexistuje.

Pozrime sa teraz na rozne obmedzenia, ktoré moézeme klast na gramatiky.

Definicia 1.4.7 Kontextova gramatika je takd frazovd gramatika, v ktorej pre kazZdé pravidlo
u — v platd |u| < |vl.

Poznamka 1.4.4 V povodnej Chomského definicii mali pravidla tvar ufv — wwv, kde u,v €
(NUT)*, w e (NUT)T, £ € N. (Teda neterminal £ sa mohol prepisat na w len vtedy, ak sa
vyskytoval v spravnom kontexte — odtial ndzov kontextova gramatika.) D4 sa ukazat, Ze tieto dve
definicie st ekvivalentné.

Definicia 1.4.8 Bezkontextova gramatika je takd frazovd gramatika, v ktorej navyse plati P C
N x (NUT)*.

Poznamka 1.4.5 Bezkontextova gramatika mé teda pravidld, ktorych lava stranu tvori prave
jeden netermindl. Nazov ,bezkontextova“ pochadza teda zo skutocnosti, ze prislusny neterminal
mozeme prepisat bez ohladu na kontext (okolie), v ktorom sa nachédza.

Definicia 1.4.9 Reguldarna gramatika je takd frdzova gramatika, v ktorej navyse plati P C
N x T*(N U{e}).

Poznamka 1.4.6 Regularna gramatika ma navysSe (oproti bezkontextovej) obmedzend aj pravi
stranu pravidiel — t4 moZe obsahovat najviac jeden neterminal a ten musi byt posledny. Uvedomte
si, ze vdaka tomu reguldrna gramatika generuje slovo ,zlava doprava‘“.
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1.5 Triedy jazykov

Trieda jazykov (family of languages) je zauzivané oznacenie pre mnozinu jazykov.? Niekolko ,roz-
umnych® tried jazykov uz vieme definovat. PredovSetkym je to trieda vSetkych kone¢nych jazykov.
Navyse kazdy typ gramatik, ktory sme si definovali, ndm urcuje jednu triedu jazykov. Pre tieto
triedy sa zauzivali nasledujtce nazvy:
frazové (rekurzivne vyéislitelné, recursively enumerable) jazyky
ZrEe ={L | existuje frazova gram. G také, ze L = L(G)}
kontextové (context sensitive) jazyky
Kvoli naSej definicii kontextovej gramatiky (pravad strana kazdého pravidla musi byt asponi
tak dlhd ako lavd) nevie ziadna kontextovd gramatika vygenerovaf prazdne slovo. Preto za
kontextové jazyky budeme povazovat nielen jazyky generované kontextovymi gramatikami, ale
aj jazyky, ktoré z nich dostaneme pridanim prazdneho slova.
Lrcs ={L, LU{e} | existuje kontextova gram. G také, ze L = L(G)}

Ak budeme chciet hovorit Specidlne o jazykoch, generovanych kontextovymi gramatikami, po-
uzijeme znacenie Zcg:
Zos ={L | existuje kontextovd gram. G taka, ze L = L(G)}
bezkontextové (context free) jazyky
Zor = {L | existuje bezkontextova gram. G také, ze L = L(G)}
regularne (regular) jazyky
R ={L| existuje reguldrna gram. G taka, ze L = L(G)}

Poznamka 1.5.1 Tieto triedy tvoria tzv. Chomského hierarchiu — totiz plati, ze Zrr 2 ZLrcs 2
Zcer O R.

Prva a tretia inklazia s zjavné z definicie prislusnych gramatik, druha vyplyva z lemy o
uprave bezkontextovej gramatiky na e-free tvar, ktort dokézeme v Casti 3.4. Neskér tiez ukazeme,
7e vSetky inkluzie s ostré, t.j. ani v jednom pripade neplati rovnost.

1.6 Jazyk ako problém

Celd tato ¢ast bude prudko neformélne rozpravanie o niektorych vyznamoch tedrie formalnych
jazykov. Struéne vysvetlime, Ze na jazyky sa moZzeme divat ako na problémy (a naopak, kazdému
problému bude zodpovedat nejaky jazyk). Rozhodovanie prislusnosti slova do jazyka bude ekvi-
valentné rieSeniu prislusného problému. Problém bude tym lahsi, éim ,slabsi ndstroj“ ndm bude
stacit na jeho riesenie.

Definicia 1.6.1 Rozhodovaci problém mozeme definovat ako jazyk Y (nad pevne zvolenou
abecedou) — mnoZinu tych vstupov, pre ktoré je odpoved kladnd.

Priklad 1.6.1 UkéZeme, Ze algoritmické tilohy, ktorych rieSenim je odpoved &no/nie, vieme for-
mulovat ako rozhodovaci problém napriklad nad abecedou {0, 1}. Sta¢i jednoducho zobrat ako Y’
bindrne zépisy tych vstupov problému, pre ktoré mé byt odpoved ano.

Napr. pre ulohu ,Zistite, ¢i dany retazec u nad abecedou {a, b, ¢} obsahuje podretazec abbaca.*
vieme kazdy retazec u Tahko zakédovat do postupnosti nill a jednotiek. Potom Y bude jazyk kédov
tych refazcov u, ktoré naozaj obsahuji abbaca. V nasledujicej kapitole nahliadneme, Ze tento
problém je reguldrny, a teda Tahko riesitelny.

Poznamka 1.6.1 Programéator Tahko nahliadne, Ze pri rieSeni rozhodovacieho problému ide o
néjdenie algoritmu, ktory pre kazdy ,vstupny stibor“ (slovo nad abecedou {0,1}) rozhodne, ¢i je
dobry alebo nie.

83Uz samotny jazyk je mnozina slov, preto sa zvolil tento odli¥ny nazov. Formalna definicia triedy jazykov
pozaduje, aby trieda jazykov obsahovala aspon jeden neprazdny jazyk — kvoli zlym vlastnostiam tried 0 a {0}.
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Nasim cielom v tedrii formalnych jazykov bude zaoberat sa tym, pre ktoré jazyky (=problémy)
je ako tazké rozhodovat prislusnost don. Napriklad trieda reguldrnych jazykov bude obsahovaft
tie rozhodovacie problémy, ktoré sme schopni vyrieSit v linedrnom ¢ase s koneénou pomocnou
paméfou. Jednym z cielov, ku ktorym ¢asom dospejeme, bude ukézat, Ze trieda frazovych jazykov
obsahuje prave v8etky algoritmicky (aspoii ¢iasto¢ne) riesitelné problémy a Ze existuju problémy,
ktoré algoritmicky riesit nevieme, nech by sme mali k dispozicii lubovolne vela ¢asu a nekoneéne
velki pamét.

Na to ale najskor potrebujeme vybudovat dostato¢ne silny aparat a forméalne definovat vsetky
pojmy z predchadzajiceho odseku. V nasledujtcich kapitoldch definujeme niekolko typov automa-
tov, najsilnej$i z nich bude uz spomenuty Turingov stroj ako formélny model pocitaca. Budeme
sktmat silu a vlastnosti nami definovanych modelov.
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Kapitola 2

Regularne jazyky

2.1 Deterministicky koneény automat

Najskor si zavedieme najjednoduch$i druh automatu pomocou Styroch nasledujtcich definicii.
Tento isty postup budeme v budiicnosti pouzivat pri definicii zlozitejSich typov automatov. Deter-
ministicky koneény automat bude jednoduché zariadenie, ktoré si mozeme predstavit nasledovne:
Sklad4 sa z &itacej hlavy a vstupnej pasky. Citacia hlava sa moéze nachadzaf v jednom z koneéne
vela stavov. Idic po vstupnej paske ¢ita vstupné slovo a podla prec¢itanych symbolov meni svoj
stav. Jej stav po doditani slova rozhoduje, ¢i bolo slovo dobré alebo zlé.

Definicia 2.1.1 Deterministicky koneény automat A je pitica (K,X,0,qo, F), kde K je ko-
necnd mnozina stavov, ¥ je konecnd vstupnd abeceda, qo € K je zaciatocny stav, FF C K je
mnoZina akceptacnych (koncovych) stavov a 6 : K x ¥ — K je prechodovd funkcia.

Definicia 2.1.2 Konfigurdcia deterministického koneéného automatu je prvok (q,w) € K x ¥*,
kde q je stav automatu a w je nespracovand cast vstupného slova.

Poznamka 2.1.1 Konfigurdcia ndm vlastne udéva jednoznaény popis situdcie, v ktorej sa auto-
mat A v danom okamihu vypoc¢tu nachadza. Na zaklade jeho konfiguracie budeme vediet povedat,
ako bude vypocet pokracovat dalej. (Analégia s redlnym poéitacom: konfiguricia automatu v is-
tom zmysle zodpovedd obsahu celej pamiite poéitaca — na jeho zéklade vieme povedat, ¢o sa moze
diat dalej.)

Definicia 2.1.3 Krok vgpoctu deterministického koneéného automatu A je reldcia -4 na kon-
figurdcidch definovand (q,av) Fa (p,v) <= p=14d(q,a).

Poznamka 2.1.2 Krok vypocétu teda hovori, v akej konfigurdcii sa bude A nachadzat v nasle-
dujiicom kroku vypoctu, ak vieme, v akej sa nachddza teraz. Vypocet automatu teda mdzeme
formélne zapisat ako postupnost konfigurécii, pricom kazdé dve po sebe nasledujiice konfiguracie
su v relacii ,krok vypoctu®.

Vypocet automatu si mdzeme predstavit tak, Ze automat postupne ¢&ita pismend vstupného
slova a v stave si prenasa kone¢nu informaéciu.

Definicia 2.1.4 Jazyk akceptovany deterministickym konecnym automatom A je mnoZina
L(A) ={w | 3gr € F; (qo0,w) i (qr,€)}-

Poznamka 2.1.3 Podobne ako pri gramatikich =* aj tu F* je reflexivno-tranzitivny uzaver
relacie . Znacenie ()1 % @2 teda znamenad, ze automat A prejde z konfiguracie ()1 do konfiguracie
Q> na lubovolny koneény podet krokov.

Poznamka 2.1.4 Deterministicky koneény automat oznacujeme skratene DKA, pripadne DFA
(z anglického deterministic finite automaton).
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Poznamka 2.1.5 Koneény automat (resp. jeho d-funkciu) zvykneme zapisovat aj prechodovou
tabulkou alebo prechodovym diagramom (vid priklad 2.1.1). Prechodova tabulka by mala byt
intuitivne jasna, zastavme sa pri prechodovom diagrame. Jednotlivé stavy automatu sa kreslia
kruznicou, do ktorej sa pise ndzov stavu. Ak sa jedna o koncovy stav, kreslime ho dvojitou kruz-
nicou. Na zadiatoény stav v diagrame ukazuje Sipka. Ak v automate plati §(¢,a) = p, potom v
diagrame nakreslime $ipku vedtcu z vrcholu ¢ k vrcholu p a oznaéime ju symbolom a. (Kazdy
DKA teda vieme reprezentovat vhodnym ohodnotenym orientovanym grafom.)

Poznamka 2.1.6 Uvedomte si, ze d-funkcia predstavuje akysi jednoduchy program koneéného
automatu. Preto hlavnou éastou konstrukcie koneéného automatu pre dany jazyk bude prave
konstrukcia vhodnej prechodovej funkcie.

Priklad 2.1.1 A= ({q07q1}7 {a’a b}a 5a qo0, {CIO})’ 6(q17 a/) = (41—, 6(Ql7b) =4 (pre (XS {07 1})
Tento automat zistuje, ¢i méa vstupné slovo parny pocet pismen a, ¢ize akceptuje jazyk L =
{w | w e {a,b}* N #4(w) je parny}. Pre vstupné slovo abaaba bude vyzerat vypocet takto:

(qo, abaaba) F (g1, baaba) F (q1,aaba) b (qo, aba) - (q1,ba) F (g1, a) F (qo, €)

Dokézeme teraz formdlne, ze L(A) = L. Matematickou indukciou od i dokézeme tvrdenie:
Nech (qo, uv) * (gz,v). Potom o = #,(u) mod 2.

1° Pre ¢ = 0 zjavne plati, lebo nutne u = €.

2° Nech (qo,ucv) F* (gs,cv) = (gy,v). Z indukéného predpokladu z = #,(u) mod 2. Ak ¢ = a,
tak z d-funkcie vyplyva, ze y = 1 —x. Ale aj (#4(uc) mod 2) = 1 — (#4(u) mod 2) a tvrdenie
plati. Analogicky pre ¢ = b.

Z préave dokéazaného tvrdenia vyplyva, Ze vypocet na slove w skonéi v stave qu, (w) mod 2, @ teda
A akceptuje prave slova z L, qg.e.d.

A:la b
dgo | 91 Qo
g1 | 90 ¢

Prechodova tabulka pre tento DKA.

b

b
- @
Prechodovy diagram pre tento DKA.

Cviéenie 2.1.2 Bolo by vhodné, aby ¢itatel skor, nez bude ¢itat dalej, ziskal predstavu o sile
koneénych automatov. Odporucame skusit si zostrojit DKA pre nasledujtce jazyky (nad abecedou
{a,b}):

prazdny jazyk

jazyk {e,a,aba}

jazyk {ba’ | i > 2}

jazyk {a® | 3k > 0; = = 6k + 2}

jazyk slov obsahujtcich aspon 4 symboly a

jazyk slov obsahujacich podslovo aaa

jazyk slov obsahujacich podslovo ababb

jazyk slov obsahujucich podslovo ababb a parny pocet symbolov a

jazyk slov, ktorych tretie pismeno je a a predposledné je b

jazyk slov, ktorych tretie pismeno je a alebo predposledné je b

jazyk {a'b’ | i > 0}
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2.2 Nedeterministicky kone¢ny automat

Definicia nedeterministického kone¢ného automatu pozostéava z rovnakych Styroch casti ako pri
DKA, pricom sa meni len definicia automatu a kroku vypoc¢tu. Tato zmena bude podstatnd —
umoznime automatu rozhodovat sa. Teda na jednom slove bude moznych viacero roznych vypoc-
tov. Bude nés zaujimat, ¢i existuje postupnost ,spravnych rozhodnuti“, ktora dovedie vypodcet do
uspes$ného konca.

Definicia 2.2.1 Nedeterministicky koneény automat A je pitica (K,%,0,qo, F), kde K je
konecénd mnoZina stavov, X je konecnd vstupnd abeceda, qo € K je zaciatoény stav, F C K je
mnoZina akceptacnijch (koncovijch) stavov a & : K x (XU {e}) — 2% je prechodovd funkcia.

Poznamka 2.2.1 Detail k znaceniu: 2% je mnozina vsetkych podmnozin mnoziny X. (Niekedy
sa tiez zvykne oznacovat P(X).)

Definicia 2.2.2 Krok vypodtu nedeterministického konecného automatu A je reldcia F4 na
konfigurdcidch definovand (q,an) Fa (p,n) <= p € d(q,a).

Poznamka 2.2.2 Nedeterministicky koneény automat sa oznacuje skratene NKA, pripadne NFA
(z anglického non-deterministic finite automaton).

Poznamka 2.2.3 Hlavny rozdiel medzi deterministickym a nedeterministickym automatom je,
Ze u nedeterministického automatu je (g, a) mnozina stavov, ktord méze obsahovat viac stavov,
pripadne byt aj prazdna. Vyraz §(¢q,a) = {p1,pa2,...,pn} potom chipeme tak, ze automat sa v
stave ¢ pri ¢itani symbolu a moZe rozhodnit, do akého stavu sa dostane po posune ¢itacej hlavy.
Na danom slove méze teda prebiehat viacero réznych vypoctov, pricom niektoré vypocty na danom
slove mozu byt akceptacné a niektoré nie. Slovo akceptujeme, ak aspoil jeden vypocet na fiom je
akceptacny.

NKA mé navySe eSte aj moznost robif kroky (a rozhodovat sa) bez toho, aby musel ¢itat
pismeno zo vstupu. Takymto krokom budeme hovorit ,kroky na e“.

Poznamka 2.2.4 Rovnako ako DKA, aj NKA vieme znézornit vhodnym orientovanym grafom.
Jediny rozdiel bude v tom, Ze z kazdého vrcholu (=stavu) moze vychddzat lubovolne vela hran,
oznacenych tym istym pismenom.

Priklad 2.2.1 Uzasnt silu, ktort nam pontika nedeterminizmus, si ukédZeme na jednoduchom
priklade. Skuste si najskor zostrojit DKA pre jazyk {w | w obsahuje podslovo ababbababa}. Kon-
Strukcia je neprijemne komplikovana, v principe si musime v stave pamitat dizku najdlhsieho
sufixu precitanej casti slova, ktory je prefixom hladaného podslova.

NKA pre jazyk {w | w obsahuje podslovo u} bude omnoho jednoduchsi. Nech |u| = k, potom
NKA A = ({qu tey Qk}a %, 57 q0, {qk})) kde:

6(q0,x) > qo (VxeX)
§(gi,uiv1) 2 gy (Vi€ {0,....k—1})
§(gr,z) > q (VzeX)

Ak vstupné slovo hladané podslovo neobsahuje, akceptacény vypocet neexistuje. Ak vstupné slovo
hladané podslovo obsahuje, akcepta¢ny vypocdet existuje a nedeterminizmus ho akoby za nas ndjde
a vstupné slovo akceptuje.

a,b a,b

b N e N b O b O a;O
*8 ) e e ) -

NKA pre jazyk {w | w obsahuje podslovo babba}.
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Poznamka 2.2.5 Predchadzajuci priklad ndm poniika nasledovny pohlad na nedeterminizmus:
Zatial ¢o v pripade deterministického automatu sme museli pomocou kone¢nej paméte zistit, ¢
vstupné slovo patri do daného jazyka, v pripade nedeterminizmu méame k dispozicii vSevediacu vilu
Amalku, ktord nds chce presvedcit, ze vstupné slovo do jazyka patri, ukdze ndm dokaz (=poradi
spravne volby, ktoré vedu k akceptaénému vypoctu, ak existuje) a my ho musime v konecnej
pamiiti overit, aby ndm nepodstréila aj zlé slova.

Na vypodcet nedeterministického automatu sa teda moézeme divat ako na akusi hru, ktort hra
vila Amalka na nasom NKA. Dame jej vstupné slovo a ona ndm najde (ak existuje) vypocet, ktory
toto slovo akceptuje. Moznych vypoctov mdze byt nekonecne vela, to ale vievediacej vile Amalke
problémy nerobi.

Poznamka 2.2.6 Iny, pri prvom stretnuti s nedeterminizmom trochu prirodzenejsi pohlad je
,Alibaba a nekonecno zbojnikov*. Alibaba posle svojich nekone¢no zbojnikov cez vstupnit branu
(zadiatoént konfiguraciu) do jaskyne (priestoru konfiguracii) hfadat poklad. Zbojnici idd po chod-
bach (krokoch vypoétu) a vzdy, ked narazia na krizovatku (viac moZnosti na nasledovny krok
vypoctu), rozdelia sa na prislusny pocet nekoneéne velkych skupin a neruSene pokracuju dalej.
Akondhle niektord skupina najde poklad (akceptaént konfigurdciu), zakri¢i to ostatnym, poklad
vynesu von a vyhrali. Ak v jaskyni poklad je, v koneénom c¢ase ho najdu. Ak tam poklad nie je,
bud zistia, Ze presli celt jaskynu a ni¢ nenasli, alebo buda chudéci hladat na veky vekov.

Na nedeterministicky automat sa teda moZeme divat aj tak, Ze naraz skSa vSetky moZné
vypocCty a akceptuje, akonahle akceptuje niektory z nich.

2.3 Ekvivalencia DKA a NKA

Zjavne ku kazdému DKA existuje ekvivalentny NKA. Opa¢nym smerom to uz nie je az také zjavné
— ako uz vieme, nedeterministicky automat ma moznost robit kroky bez ¢itania pismena zo vstupu
a vie akoby naraz sktat viac moznosti. V tejto éasti ukézeme, ze napriek tomu ho vieme simulovat
oby¢ajnym deterministickym automatom (aj ked za cenu nérastu poctu stavov).

Cvicenie 2.3.1 Zostrojte DKA s ¢o najmenej stavmi pre jazyk L = {a® | z je delitelné 7 alebo
13}. Zostrojte NKA s ¢o najmenej stavmi® pre jazyk L.

Veta 2.3.1 K lubovolnému nedeterministickému koneénému automatu A ezistuje nedeterminis-
ticky koneény automat A’ bez e-prechodov (CiZe taky, Ze ¥Vq € Kar; da/(q,e) = 0), pre ktory
L(A") = L(A).

Dokaz. Zamyslime sa najskor, ako vyzera akceptaény vypocet A na w = ws ... w,. MbZeme si
ho znazornit nasledovne:

€ e, w1 € e wa € ,

N4s automat A’ bude maf na tomto slove k dispozicii len n krokov. Preto ho musime zostrojit
tak, aby v jednom kroku simuloval niekolko krokov A — okrem kroku na prave preéitané pismeno
aj niekolko okolitych krokov na e. To ale nebude ni¢ zlozité.

Oznaéme [g]l: = {p | (¢,¢) I’ (p,e)}. Teda [g]c (tzv. epsilonovy chvost stavu ¢) je mnozina
tych stavov, do ktorych sa z ¢ vieme v A dostat bez ¢itania pismena. VSimnite si, Ze aj ¢ € [¢le.

Nech sa A nachadza v stave ¢q. V8imnime si kus vypocétu: ,A chodi na e, spravi krok na x a
dalej chodi na £“. Prvu ¢ast skonéi v nejakom stave r € [¢]., druht v nejakom s € §(r, ), tretiu
v nejakom ¢ € [s].. Ak tento kus vypoctu chceme odsimulovat v A’ jednym krokom, musi mat
moznost prejst zo stavu ¢ na pismeno x do stavu t.

Formélne zapiSme vyssie uvedent konstrukciu. Bude A’ = (K, X, 0’, qo, F'), kde

ted(qz) < 3IrnseK;relge N se€d(r,z) Ate]s

1D4 sa ukazaf, ze DKA ich potrebuje 91. Pre NKA nam ich staéi 21. Ako?
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Zjavne kazdému kroku vypoctu A’ zodpoveda ¢ast nejakého vypoctu A, a teda kazdému ak-
ceptacnému vypoctu A’ zodpovedd akceptacny vypocet A na danom slove. A naopak, akceptacny
vypodet A lahko rozdelime na cCasti, v ktorych ¢ita po jednom pismene a kazdej z nich vieme
priradit krok v A’. Preto naozaj L(A) = L(A’) a zjavne A’ nepouZiva prechody na e. Alebo nie?

Nuz, jeden detail ndm zatial unikol — prazdne slovo e. Zatial ¢o A mohol na slove ¢ spravit
niekolko krokov (a pripadne prist do akcepta¢ného stavu), novy automat A’ nemdze spravit ani
jeden krok. Preto sa moze stat, ze € € L(A), ale ¢ € L(A').

Toto ale Tahko oSetrime. Jednou moznostou je vhodné tprava mnoziny akceptaénych stavov.
(T4 si ukdZeme v pozndamke 2.3.1.) Teraz ukazeme ind moznu konstrukciu — zavedieme Specidlny za-
¢latoény stav, ktory bude akceptacny prave ak ¢ € L(A). Bude teda A” = (KU{q}},%,8", 45, F"),
kde ¢ je novy stav,

F'=FU{q) | e€ L(A)} = FU{q) | Fnlgl # 0}

Vg€ K; Yo e % §"(q,2) = 0'(q, @)
Vz € %; 6"(qp, ) = ' (qo, )

Poznamka 2.3.1 Predchddzajuci dokaz je mierne naro¢ny na algoritmické zostrojenie A’ z da-
ného A. Mézeme si trochu ulahéit pracu vhodnou volbou toho, ktoré kroky na ¢ budeme kedy
simulovat. Asi najrychlejsie je zostrojitelny A’, v ktorom kazdj krok simuluje niekolko krokov na
€, jeden krok na pismeno a dost. Potom ale ndm chyba simulécia krokov na & po docitani slova.
Ta ale nahradime tym, Ze vSetky stavy, z ktorych sa v A dalo na e dostat do akcepta¢ného, budi
v A’ akceptacné.

Formdlne bude A’ = (K, X%, 4, qo, F’), kde:

§'(qx)= | do(p.x) F'={q| Fnlg #0}

PElqle

Veta 2.3.2 K lubovolnému nedeterministickému konecnému automatu A existuje deterministicky)
konecny automat A’ taky, e L(A) = L(A).

Dékaz. BUNV? predpokladajme, Ze A neobsahuje e-prechody. Zostrojme A’ = (K, %', &', b, F')
takto: K/ =25 % =% ¢f = {q}, ' ={X | XNF # 0} ad(Q,a) = Uyeo 9(g; @). Myslienka
tejto konsStrukcie spodiva v tom, Ze A’ si v svojom stave pamiitd vSetky stavy, v ktorych sa A
mohol nachddzat po spracovani prislusnej ¢asti slova. Slovo akceptujeme, ak sa po jeho docitani
A mohol nachadzat v akceptacnom stave.

Potrebujeme teraz formélne dokézat, ze L(A) = L(A’). Matematickou indukciou vzhladom na
dlzku w Tahko dokéZeme nasledovné tvrdenie: Nech ({go}, w) F*, (Q, ). Potom Yq € K (qgo,w) %
(g,6) <= ¢ € Q. (Slovom: Na slove w vie automat A skoncit prave v stavoch z Q.)

Z toho uz je jasné, ze ak w € L(A'), tak ({qo},w) F%, (Q,¢€), kde Q € F'. To ale znamen4, ze
Jqr € F N Q. Potom podla vyssie uvedenej lemy (go,w) F% (qr, ), a teda w € A.

Analogicky, nech w € L4, zoberme akceptacny vypocet (o, w) F* (¢r,€). Automat A’ skondi
svoj vypocet v nejakom stave Q. Podla vysSie uvedenej lemy gqr € Q, preto Q € F’ a teda
w € L(A").

Poznamka 2.3.2 Deterministicky koneény automat sa niekedy definuje tak, ze je to NKA bez
prechodov na ¢, v ktorom Vg € K, Vx € &; [§(q,z)| < 1.

D4 sa lahko ukézat, Ze tato definicia je ekvivalentna s nasSou. Ligia sa v tom, Ze takto definovany
DKA nemusi mat z niektorého stavu na niektoré pismeno definovany prechod, a teda sa moze
pocas vypoctu zaseknit. Lahko ho upravime na DKA spliajtci nasu definiciu — staéi pridat novy
sodpadovy* stav a dodefinovat vSetky chybajice prechody tak, aby viedli doii.

Vyhoda novej definicie DKA je v TahSej kon$trukcii ku konkrétnemu jazyku — nemusime sa
zaoberat slovami, o ktorych sme uz pocas vypoctu zistili, Ze do nasho jazyka nepatria.

?bez ujmy na vSeobecnosti
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2.4 Normalne tvary kone¢nych automatov
a regularnych gramatik

Ku kazdému jazyku existuje celd trieda gramatik, ktoré ho generuju, resp. automatov, ktoré ho
akceptuju. Toto je vyhodné, ak médme k danému jazyku nejaki gramatiku, resp. automat zostrojit
— méme na vyber z vela moznosti, sta¢i ndm néjst Tubovolni jednu z nich. (Neskor ukdzeme, ze
obdas si mdZme eSte pomdct tym, Ze definujeme novy typ automatu & gramatiky, ktory bude

Akonéhle mame o nejakom objekte (gramatike ¢i automate) nieco dokézat, pripadne ho nejako
upravit, hodi sa nam, aby bol ¢o najjednoduchsi. A toto dokdZzeme zabezpecit pomocou réznych
viet 0 normalnom tvare. Uvedieme jeden priklad:

Priklad 2.4.1 Ku kazdému NKA A = (K, X, 6, qo, F) existuje ekvivalentny® NKA, ktory neob-
sahuje prechody na ¢ a pre ktory plati Vg € K, Vo € X; |d(¢, x)| = 1.

Spoznévate? Tato vetu sme v podstate dokdzali v prechadzajucej ¢asti. Hovori tolko, Ze ku
kazdému NKA existuje ekvivalentny DKA. Na DKA sa teda mozeme divat ako na normdlny tvar
nedet. koneéného automatu. A skutoc¢ne plati to, ¢o sme pred chvilou o normélnych tvaroch uviedli:
Ak mame nejaky kone¢ény automat zostrojit, fahsie zostrojime NKA (porovnajte si napr. NKA a
DKA pre jazyk {uababbv | u,v € {a,b}*}). Na druhej strane, pri dokazoch radsej pouzijeme DKA,
v ktorom existuje na kazdom slove prave jeden vypocet.

Priklad 2.4.2 UkéZeme si eSte jeden priklad normdlneho tvaru (tentokrat reguldrnej gramatiky)
aj s poriadnym doékazom.

Najjednoduchsia tprava gramatiky spociva v odstraneni pravidiel tvaru £ — . Tieto pravidla
urcite neposunt vypocet nijako dopredu, ba ani inym smerom. Po pouziti takéhoto pravidla do-
staneme v odvodeni t11 ist(l vetni formu ako sme mali pred jeho pouzitim. MoZeme teda tvrdif
nasledovné:

Lema 2.4.1 Nech G je reguldrna gramatika a nech Gy = (N, T, Py, o) je gramatika, pre ktord
plati Po = P\ {¢ — ¢ | £ € N}. Potom L(Gyp) = L(G).

Doékaz. Dokazeme dve inklazie rovnosti L(Gp) = L(G).

C: Z predpokladu w € L(Gq) vyplyva, ze 3 odvodenie slova w v Gg: o ? Ug ? Us G:
0 0 0

e ? u, = w. Toto odvodenie je zaroven aj odvodenim slova w v G, lebo Py C P.
0

U

: Z predpokladu w € L(G) vyplyva, Ze 3 odvodenie slova w v G. Potrebujeme najst odvodenie
slova w v Gy. UkaZeme si trik, ktory sa v dokazoch dé ¢asto vyuzit. Kedze existuje (aspoii
jedno) odvodenie w v G, tak zjavne* existuje (aspoti jedno) najkrat$ie odvodenie w v G. V
tomto odvodeni sa nemohlo pouzif Ziadne pravidlo tvaru £ — &, inak by sme vedeli ndjst
kratsie odvodenie. Preto je toto odvodenie aj odvodenim v Gy, g.e.d.

Lema 2.4.2 (, Prasiatkovg“ normdlny tvar NKA.) Ku kaZdému NKA A existuje NKA A’ taky, Ze
L(A) = L(A"), A’ md prdve jeden akceptacény stav, podas vipodtu sa nikdy nevrdti do zaciatoéného
stavu a zastane okamZzite po dosiahnuti akceptacného stavu.

N\

A’ O

Zdovodnenie nazvu prasiatkovy normdlny tvar.

3T.j. akceptujuci rovnaky jazyk
4Lebo dizka odvodenia je prirodzené &islo a kazda podmnozina prirodzengch ¢isel ma minimalny prvok.
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Dokaz. Nech A = (K, %,0,qo, F). Bez ujmy na vSeobecnosti nech A neobsahuje prechody na e
(teda je v normdlnom tvare z prikladu 2.4.1).

Potom zostrojime A’ nasledovne: Nech ¢, ¢f st nové stavy. Bude A’ = (KU{q}, dr}, 2,9, ¢, {dr}),
kde ¢’ definujeme nasledovne:

8(g,a) = 6(q,a) (Vqe K, VaeX)
"(ap,€) = {ao}
6/(%175) = {qu} (an € F)

Do automatu A sme pridali novy za¢iatoény stav ¢j. Kedze ten nie je nikde na pravej strane
d', zjavne sa A’ pocas vypocétu do zaciatoéného stavu nevrati. Podobne z akceptacného stavu nie
st definované Ziadne prechody, preto ak ho A’ dosiahne, uz neméze dalej poditat.

Okrem toho sme pridali novy akceptaény stav a zo vSetkych byvalych akcepta¢nych stavov
e-hrany doii. Lahko ukdzeme, Ze takto upraveny automat akceptuje rovnaky jazyk ako A. (Z ake.
vypodétu A na w lahko zostrojime akc. vypocet A’ na w. Naopak, v akc. vipocte A’ na w vieme
ako vyzeral prvy a posledny krok, potom ale zvySok tohto vypoc¢tu zodpoveda akc. vypoctu A na
w)

Lema 2.4.3 K lubovolnej reguldrnej gramatike G existuje requldrna gramatika G’ takd, Ze P' Cyon
N x (TU{e})(NU{e}) a L(G) = L(G"). (Cize kaZdi reguldrnu gramatiku vieme upravit tak, aby
v kazdom kroku generovala najviac jeden termindl.)

Dokaz. Kazdé pravidlo, ktoré generuje viac ako jeden terminal rozbijeme na viac pravidiel, ktoré
generuju po jednom termindle. Pridanim novych netermindalov zabezpec¢ime, aby sme nové pravidla
museli pouzit v spravnom poradi a dosiahnut rovnaka vetnt formu ako v povodnej gramatike.

Formalna konstrukcia: Bude G’ = (N',T, P’,0). Oznalme k najvicsi pocet termindlov na
pravej strane pravidla gramatiky G. Pre kazdé pravidlo budeme pridévat niekolko novych neter-
mindlov. BUNV nech §,; (kde p € P, i € {1,...,k —1}) st nové netermindly, t.j. zatial nepatria
do N.5

Polozme N' = NU{§.,: | p € P A i€ {1,...,k — 1}}. Niektoré z novych netermindlov
v skuto¢nosti nepouZijeme, ale je pohodlnejsie N’ definovat takto ako oSetrovat rozne okrajové
pripady. Novi mnozinu pravidiel zostrojime nasledovne:

Nech p € P je pravidlo. Ak p € (TU {e})(NU{e}),takpe P'. Ak p=(n = a1...anp), tak
do P’ dame pravidla n — a1&p1, €p1 = a2ép2, - - -5 Epn—1 — angp. Analogicky nahradime pravidla
tvarun — ap...ap.

Formalny dokaz oboch inkltzii rovnosti L(G) = L(G’) je trividlny, prenechdvame ho ¢itatelovi.

Lema 2.4.4 K lubovolnej reguldrnej gramatike G existuje requldrna gramatika G’ takd, Ze P' Cyon
Nx(TUT(N\{c})) U {0 —e}.

Dokaz. Uvedieme len naznak dokazu, kedze vyuziva viacero konstrukcii, ktoré na tomto mieste
nechceme rozoberaf.

Jedna moznost je upravit gramatiku do normélneho tvaru z lemy 2.4.3 a postupne odstréanit
pravidla £ — 7 (odstranenie chain rules, vid ¢ast 3.6) a & — ¢ (odepsilonovanie, vid ¢ast 3.4). Ina
moznost je pomocou konstrukceii z nasledujticej ¢asti previest gramatiku na NKA, ten na DKA a
ten spéf na novi reguldrnu gramatiku, ktort nésledne potrebujeme len odepsilonovat.

2.5 Ekvivalencia kone¢nych automatov
a regularnych gramatik
Uz sme si v8imli, Ze kazda vetnd forma odvoditené v regulérnej gramatike je bud terminéalne slovo,

alebo obsahuje prave jeden neterminal, a to na konci. Reguldrna gramatika teda slovo generuje
wzlava doprava®, pricom jediny sposob, ako si moZe prenasat informadcie je zmenou neterminélu.

5Aanido T...
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Takmer okamzite vidime paralelu s koneénymi automatmi — zatial ¢o kone¢ny automat slovo
yzlava doprava® ¢Gita a pamétd si koneénu informéciu v stave, gramatika ho ,zlava doprava®
generuje a pamétani koneénd informéciu predstavuje neterminél na konci vetnej formy. V dalsom
texte ukdzeme, ze tato paralela naozaj plati a Ze konecné automaty akceptuji prave reguldrne

jazyky.

Veta 2.5.1 K lubovolnému deterministickému konecnému automatu A existuje requldrna grama-
tika G taka, Ze L(G) = L(A).

Dokaz. Gramatiku zostrojime tak, aby generovanie slova simulovalo vypocet A. Chceme dosiah-
nut, aby netermindl na konci uz vygenerovanej ¢asti slova zodpovedal stavu, v ktorom sa A bude
nachédzat po preéitani tejto Casti slova. Odvodenie sa mozeme rozhodnif ukoncit, ak aktudlny
neterminal zodpoveda akceptacnému stavu.

Formélna konstrukcia: Nech A = (K, %, 0, qo, F'), potom G = (K, X, P,qp), kde P = {{ —
an | 8(&,a) =} U {€ — < | E€ F).

Matematickou indukciou od dizky vypoétu A Tahko dokdzeme lemu, ze A na slove w skonéi v
stave g vtedy a len vtedy, ak v G vieme odvodit slovo wgq. Formalne: Yw; (go, w) F% (g,¢) <=
Go =" wg.

Z lemy uz rovnost L(A) = L(G) priamo vyplyva. (Ak vypocet na w je akceptaény, konéi v
nejakom ake. stave ¢r, potom ale v G vieme podla lemy odvodit wqr a nasledne w. Ak vieme
odvodit w, vSimnime si posledny krok. Pred nim sme museli matf vetni formu wqp, kde gr je
nejaky akc. stav A. Potom ale podla lemy (qo,w) % (¢r,€), a teda A akceptuje w.)

Poznamka 2.5.1 Skor nez vyslovime a dokdzeme vetu o konverzii gramatiky na automat, uve-
domme si, v éom je (jediny) problém. Gramatika vie v jednom kroku vygenerovat vela znakov,
zatial ¢o automat ich musi ¢itat po jednom. Tento problém vyrieSime tak, Ze na konverziu pouzi-
jeme regularnu gramatiku vo vhodnom norméalnom tvare.

Veta 2.5.2 K lubovolnej requldrnej gramatike G existuje nedeterministicky konecny automat A
taky, zZe L(A) = L(G).

Dokaz. Vdaka leme 2.4.3 mozeme BUNV predpokladat, ze G mé pravidla v uvedenom tvare (t.j.
v kazdom kroku odvodenia vygeneruje najviac jeden terminal). Zostrojme ekvivalentny NKA A
takto: A = (K = NU{qr},T,96,0, F = {qr}), pricom

VEeN, Ve e TU{e}; 6(&x)={n|(—an)e P} U {qr|(—2)eP}

Dokaz spravnosti tejto konstrukcie je takmer izomorfny s dékazom vety 2.5.1 o konstrukcii
opa¢nym smerom, preto ho nebudeme uvadzat.

2.6 Uzaverové vlastnosti triedy regularnych jazykov

Definicia 2.6.1 Hovorime, Ze trieda jazykov £ je uzavretd na bindrnu operdciu o, ak pre vietky
jazyky L1, Lo € £ plati, Ze L1 o Ly € L.

Poznamka 2.6.1 Definicia sa lahko rozsiri aj na n-arne operécie, n > 1 (teda vratane unarnych).
Veta 2.6.1 R je uzavretd na zjednotenie.

Dokaz. Myslienka dokazu: Z reg. gramatik pre povodné jazyky zostrojime reg. gramatiku pre ich
zjednotenie. T4 bude fungovat tak, Ze v prvom kroku odvodenia sa rozhodne, ¢i vygeneruje slovo
z L1 alebo z L.

Majme L1, Ly € R. K nim existuji reguldrne gramatiky G1, Go také, ze L; = L(G;). Nech
G1 = (N1,T1, P1,01), Go = (N2, Ty, P1,01). BUNV mozeme predpokladat, Zze mnoziny Ny, Ny a
Ty U T, st po dvoch disjunktné (netermindly vieme vhodne preznadit).
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Zostrojme reguldrnu gramatiku G nasledovne: Nech o je novy symbol, potom G = (N7 U Ny U
{J},Tl UTQ,Pl UPQ U{O’ — 01, 0O — 0'2}70).
Dokéazeme, ze L(G) = L1 U L.
Nech w € Ly U Ly. Ak w € L, existuje v G; odvodenie o ?* w. Jemu ale zodpoveda
1

odvodenie o =0 :G>* w v gramatike G, preto w € L(G). (Pripad w € Ly analogicky.)

Nech teraz w € L(G). V prvom kroku odvodenia sme museli pouzit jedno z pravidiel o — o1,
o — 0y. Opit rozoberieme len prvy pripad. Indukciou od dlzky odvodenia Iahko ukézeme, Ze
vBetky vetné formy odvoditelné v G zo oy su tvaru T (N; U {e}, a Ze pri kazdom dalSom kroku
odvodenia sme museli pouzit pravidlo z P;.5 Potom ale odvodenie o :G>* w v G je aj odvodenim

v G;. To ale znamen3, ze w € L(G1), a teda w € L1 U Lo, g.e.d.
Veta 2.6.2 R je uzavretd na zretazenie.

Dokaz. Tentokrat podame dokaz pomocou automatov. Nech teda L;, Lo st regularne jazyky.
PodTla lemy 2.4.2 k nim existuji NKA v , prasiatkovom norméalnom tvare*. Ozna¢me tieto automaty
A; = (K;, 2, 6;, qoi, {qri}). Nech navyse BUNV maja disjunktné mnoZiny stavov, t.j. K1 N Ky = ().

Zostrojme potom automat A = (K3 U K3, %,0,q01, {qr2}), kde & obsahuje obe d; a navyse
definujeme 6(gr1,€) = {qo2}-

Zjavne naozaj L(A) = L(A;1)L(As). Pri formalnom dokaze jednej inkltzie by sme ukazali,
ako z akc. vypoctov A; na slove w; a Ay na slove wy zostrojit akc. vypodet A na wyws (stadi
pridat jeden krok vypoctu). Druhd inkltzia analogicky: plati vdaka tomu, ze ak A akceptuje w,
tak pocas vypoctu zjavne préave raz prejde z gp1 do qgo2. Ale potom A; akceptuje uz preditani a
Aj eSte neprecitant cast w.

\
Al AQ O

Konstrukcia NKA pre zrefazenie dvoch regulédrnych jazykov.
Veta 2.6.3 R je uzavretd na iterdciu.

Doékaz. Dékaz vyzera analogicky ako vo vete 2.6.2 — zoberieme automat pre L v prasiatkovom
normalnom tvare a priddme mu e-hranu z akceptacného stavu do pociato¢ného.

Poznamka 2.6.2 Kedze LT = L - L*, z viet 2.6.2 a 2.6.3 vyplyva uzavretost R aj na kladna
iteraciu.

Veta 2.6.4 R je uzavretd na komplement.

Dokaz. Stadéi struéne uviest myslienku: Ak A = (K, 3, 4, qo, F') je DKA akceptujuci jazyk L, tak

A= (K,X,0,q, K\ F) je DKA akceptujtci jazyk LY = ¥* \ L. Totiz ak v A vypocet na w nebol
akceptacny, v A’ bude a naopak.

Poznamka 2.6.3 Uvedomte si, Ze ak by A bol nedeterministicky, tdto konstrukcia by nemusela
fungovat.

Veta 2.6.5 R je uzavretd na prienik.

Dékaz. Tvrdenie vyplyva napr. z de Morganovych zékonov. Totiz Ly N Ly = (L§ U LS)¢ a uz
vieme, ze R je uzavreta na zjednotenie a komplement.

Ukazeme ale eSte jeden dokaz, tzv. konstrukciu kartézskym staéinom, kvoli tomu, ze tato mys-
lienku eSte v budicnosti pouzijeme. Koneény automat vie naraz simulovat viacero inych koneénych

6Toto plati vdaka predpokladu, ze N1 N Ny = 0.
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automatov — jednoducho tak, ze si v svojom stave pamita stavy vSetkych simulovanych automatov.
(Uvedomte si, ze moznych stavov ndsho automatu je len konecne vela.)

Formélna konstrukcia: Nech Ly, Ly € R, nech A; = (K, %, d;, qoi, F;) sa DKA také, ze L(A;) =
L;. Potom zostrojme automat A = (K, X, 8, qo, F'), kde K = K x Ka, qo = [qo1, qo2], F = F1 X F»
2 3((42+ ), @) = [01 (4 ), 82(ay ).

Indukciou lahko dok4Zeme tvrdenie, Ze A je po precitani w v stave [q,, g,] iff” A1 je po precitani
w v stave ¢, a Ay v g,. Odtial uz je zjavné, ze L(A) = L(A1) N L(A2).

Poznamka 2.6.4 Analogickl konstrukciu sme mohli pouzit aj pri dokaze uzavretosti na zjed-
notenie. Tam vSak bolo pohodlnejsie spolahnif sa na nedeterminizmus, ktory si spravne tipol,
do ktorého jazyka dané slovo patri. Pri prieniku ndm nedeterminizmus nepomoéze — tak ¢i tak
potrebujeme overit, ¢ slovo patri do oboch jazykov.

Veta 2.6.6 R je uzavretd na homomorfizmus.

Dokaz. Myslienka dokazu: Pravidla reg. gramatiky pre dany jazyk upravime tak, ze kazdy ter-
minal nahradime jeho homomorfnym obrazom. Vysledné gramatika bude generovat homomorfny
obraz pévodného jazyka.

Majme L € R, h : T* — S* nech je [ub. homomorfizmus. Vieme, Ze existuje regularna gra-
matika G = (N, T, P,o) takd, ze L(G) = L. Definujme novy homomorfizmus h’ nasledovne:
Ve e N; h'(§) =¢ aVe € T;h(z) = h(z). (Homom. h' teda funguje rovnako ako h, len navyse
vie zobrazit aj netermindly naSej gramatiky a nechéva ich na pokoji.)

Zostrojme reg. gramatiku G’ nasledovne: G' = (N, S,h'(P),0). (Mnozina h'(P) st vSetky
pravidla z P zobrazené homomorfizmom h’, teda h/'(P) = {{ = h/(w) | £ = w € P}.)

Tvrdenie L(G’) = h(L) sa lahko dokédze, dokaz nebudeme uvadzat.

Veta 2.6.7 R je uzavretd na inverzny homomorfizmus.

Dokaz. Majme L € R, nech A = (K,X1,6,qo, F) je DKA akceptujtci L. Nech h : ¥5 — X7 je
Tub. homomorfizmus. Uk4Zeme, ako zostrojit NKA A’ pre h=1(L).

A’ mé o kazdom slove w, ktoré dostane na vstupe, zistit, ¢ h(w) € L. Nech k = max,ex, |h(z)|.
Kazdé pismeno w ndm teda h zobrazi na najviac k pismen. N4S automat si bude paméitat v stave
slovo kone¢nej velkosti < k. Vzdy, ked precita pismeno zo vstupu, naplni si tito paméf obrazom
precitaného pismena. Na pismendch tohto obrazu simuluje A (bez toho, aby ¢ital zo vstupu). Ked
sa mu pamiit vyprazdni, precita dalSie pismeno.

Formalne bude A" = (K’, 32,9, [qo, €], F'), kde:

K' = {lguw]|¢eK N weZ A |w| <k}

F' {lgr,€] | qr € F}
§'([g,awl,e) = {[d8(q,a),w]} (Vg€ K, Vae Sy, Vwe )
J(lg.el,z) = {lg.h(@)]} (Vg€ K, Vo€ %)

Zjavne kazdému vypoctu A’ na w zodpovedd vypocet A na h(w) a naopak, preto naozaj
L(A") = h=1(L).

Veta 2.6.8 R je uzavretd na reverz.

Dokaz. Myslienka: Staci zobrat NKA v prasiatkovom normélnom tvare, vymenit akceptacény stav
so zaGiatoénym a obratit smer Sipok. Vypocet v takto upravenom NKA bude zodpovedat vypocétu
povodného NKA na reverze vstupného slova.

Formalne: Nech L € R, L = L(A), kde A = (K, %, 4, qo,{qr}) je v prasiatkovom normélnom
tvare. Potom zostrojme A’ = (K,%,0',qr,{q0}), kde p € ¢'(¢,2) < ¢ € §(p,z). Potom
L(A") = L(A)E.

7iff = if and only if = vtedy a len vtedy
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Totiz Tahko overime, ze v A’ existuje vypodcet

(qrywi .. wn) F* (qiy, wa - own) B (gi, .y wn) F* (o, €)

prave vtedy, ked v A existuje vypodcet

(90, Wy - w1) F* (Qiyy gy Wn—1 o w1) B (i, w1) B (gr, €)
Inymi slovami, pre lubovolné w = w; ... w,, plati: w € L(A’) += wf € L(A).

Poznamka 2.6.5 Pri dokaze kazdej z uzaverovych vlastnosti sme pouzili jeden z modelov (auto-
mat alebo gramatiku), ktory sa ndm zdal vhodnej$i. Rozmyslite si, ako by tieto dokazy vyzerali,
ak by sme pri nich pouzili opacné modely.

2.7 Kleeneho veta
Lema 2.7.1 KaZdy konecny jazyk je reguldrny.

Dékaz. Nech L = {wy,...,w,}. Potom L = L(G), kde G = ({¢},X, P, o), pri¢om
P={oc—wy, 0 > wy, ..., 0wy}

Zhrnme si, ¢o uz vieme povedat o triede R. Musi obsahovat vSetky koneéné jazyky. V casti 2.6
sme dokézali, ze musi byt uzavreta na vSetky zékladné operacie. Teraz ukazeme, ze R je najmensia
trieda jazykov s tymito vlastnostami.

Veta 2.7.2 (Kleene) R je najmensia trieda jazykov, ktord obsahuje vsetky koneéné jazyky a je
uzavretd na zjednotenie, zretazenie a iterdciu.

Poznamka 2.7.1 Pri dokaze pouzijeme techniku, zndmu v oblasti efektivnych algoritmov pod
nazvom dynamické programovanie. Presne rovnakt myslienku ako nas dékaz méa napriklad algo-
ritmus od Floyda a Warshalla na spoéitanie dizok najkratsich ciest v ohodnotenom grafe.

Dodkaz. Vieme, Zze R obsahuje vSetky konecné jazyky a je uzavretd na vysSie uvedené operacie.
Potrebujeme dokdzat, Ze kazdy regularny jazyk vieme vyrobit z koneénych jazykov pomocou konec-
ného poétu spominanych operacii. (Z toho bude vyplyvat, 7e kazda trieda, ktora spliia podmienky
zo znenia vety obsahuje vSetky regularne jazyky, a teda je nadmnozinou R.)

Nech teda R € R je lub. reguldrny jazyk, A nech je DKA taky, ze L(A) = R. BUNV nech
K ={q,-..,qn}- Budeme sa snazit zostrojit mnozinu vsetkych slov, ktoré A akceptuje. Keby sme
pre kazdé ¢, j vedeli zostrojit mnozinu L; ; slov, na ktoré sa A dostane zo stavu ¢; do stavu gj,
vyhrali sme — lahko zostrojime L = Uj;q,-eF L.

Zostrojit priamo mnoziny L; ; nie je také lahké, preto si pomodzeme drobnym trikom: Nech Rﬁ j

.....

ako k. Formalne:
Rf’j ={a1...an | (¢, 01...an) Fa (@my,02...an) Fi (@1, 0n) Fa (gj,€) A Vaymg <k}

Zjavne R}, = L;; (lebo podmienka Vz;m, < n je splnend pre Iubovolné stavy). Budeme
postupne zostrojovat mnoziny Rﬁ ; 8 rastacim k.

Pre k = 0 je situacia jednoduché. Vypocet nemodze prechddzat cez ziadne stavy, preto moze
mat najviac jeden krok. Teda pre i # j je R?,j ={z | 0(¢i,x) =g}, v R?,z’ je navyse aj €. VSetky
mnoziny R?) ; st zjavne konecné.

Nech uz vieme zostrojit mnoziny Rf’;-l (pre v8etky i, j). UkdZzeme, ako zostrojit mnozinu Rﬁ -
Zaujimaju nas tie slova, na ktoré A prejde z g; do g; a ide cez stavy s ¢islom najviac k. Rozoberieme
dve moznosti, ako tento vypocet vyzera:
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Cez stav qi neprechadza. Potom ale prechadza cez stavy s ¢islom najviac k—1. Takyto vypocet
teda mohol prebehntf prave na slovich z Rfj_l

Cez stav ¢ prechadza. Rozdelme vypocet (a slovo) v miestach, kedy A bol v stave gi. V prvej
Casti vypoctu sme presli z ¢; do gy, v poslednej z g;, do g;, medzitjm sme niekolkokrat presli z ¢; do
qr- Dolezité je uvedomit si, Ze v kazdej ¢asti uz vypodcet prechédza len cez stavy s ¢islom mensim
ako k. Pre kazdu dast vypoctu teda uz vieme zostrojif mnoZinu slov, na ktoré mohol prebehnut.
Z mnich teraz poskladdme mnoZzinu slov, na ktoré mohol prebehnut cely uvazovany vypocet.

Dostavame teda, ze plati:

*
ko _ k—1 k—1 k—1 k—1
RE, = BT U R (REGY) RE

Pomocou vyssie uvedeného rekurentného vztahu vieme ku kazdému DKA A zostrojit L(A)
z koneénych jazykov len pomocou zrefazenia, itericie a zjednotenia. Preto kazd4 trieda jazykov,
ktord obsahuje vSetky konecné jazyky a je uzavretd na zrefazenie, iterdciu a zjednotenie, obsahuje
vSetky regularne jazyky, q.e.d.

2.8 Pumpovacia lema pre regularne jazyky

Priklad 2.8.1 Jazyk L = {a"b" | n > 0} nie je reguldrny. Totiz keby bol, musel by existovat DKA
A, ktory ho akceptuje. VSimnime si stavy, v ktorych je A po prec¢itani slova a® (prei € {0,...,|K|}).
Z Dirichletovho principu musia existovat j, k (j # k) také, ze A je po precitani a’ a a*
stave. Ale kedze A akceptuje slovo a’b’, musi akceptovat aj slovo a*b?, ¢o je spor.

v rovnakom

Nasledujtica veta ndm dé moznost ukazat o niektorych jazykoch, Ze nie st regularne. Budeme sa
snazit vystihnif podstatu prikladu 2.8.1 tak, aby sa tento postup dal pouzif aj na iné neregularne

jazyky.

Veta 2.8.1 (pumpovacia lema) Ku kaZdému reguldrnemu jazyku L existuje ¢islo p také, Ze pre
kazdé slovo w € L také, Ze |w| > p existuji u, v,z také, Ze plati:

1. w=uvx

2. Juv| <p

3. v >1

4. Vi>0; wiz €L

Poznamka 2.8.1 Podla vlastnosti 4 sa tato veta nazyva pumpovacou, lebo tato vlastnost pripo-
mina akési napumpovavanie strednej c¢asti slova.

Dokaz. Nech L je reguldrny jazyk a A je DKA, ktory ho akceptuje. Dokdzme, ze p = |K 4|
vyhovuje tvrdeniu vety. Nech ajas...a; =w € L, [ > p a nech

(o, a1a2...a;) F (q1,a2...a1) F* (gp, apy1-..ar) F* (qi,€)

je akcepta¢ny vypocet A na w. Podla Dirichletovho principu® musia existovat é&sla 4, j (0 < i <
j <p)také ze ¢; = ¢;. Nechu=a1...0;, v =ai41...0j, T=aj+1...4.

Polahky nahliadneme, Ze slova uz, uv?z, uvz, ...na$ automat akceptuje, a teda patria do L.
(Totiz na slovo v prejde A zo stavu ¢; do ¢;. Tato ¢ast vypoctu teda mozeme fubovolne vela krat
zopakovat.)

Priklad 2.8.2 Dokéazeme, ze jazyk L = {w | #4(w) = #4(w)} nie je regularny. Sporom. Nech je
regularny. Potom podla pumpovacej lemy existuje p také, ze kazdé slovo z L dlhsie ako p sa déa
nejako rozdelit a napumpovat. Aby sme dospeli ku sporu, najdeme slovo z L, ktoré je dlhsie ako
p, ale nech ho rozdelime, ako chceme, napumpovat sa neda.

8 Ak rozmiestnime n + 1 holubov do n holubnikov, existuje holubnik s aspoii 2 holubmi. V nasom pripade ked
zoberieme postupnost prvych p + 1 stavov pocas vypoctu A na w, existuje stav, ktory v nej je asponi dvakrat.
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Takéto slovo je napriklad w = a?b?. Nech ho rozdelime, ako chceme, vdaka podmienke 2 buda
slova u, v obsahovaf iba pismena a. Bude teda u = a*, v = o/, x = a?~*77bP pre vhodné i > 0,
j > 0. Potom ale slovo uv?z = aP7bP nepatri do L, ¢o je hladany spor.

Poznamka 2.8.2 Jediné miesto, kde treba pri dokaze tvrdenia ,L nie je regularny“ rozmyslat,
je volba slova w. Musime najst také slovo, ktoré sa skutocne rozdelit a napumpovat nedd. Navyse
volbou vhodného slova si ¢astokrat mozeme uSetrit pracu: Mame vlastne ukézaf, Zze ziadnym
pripustnym spdsobom rozdelené slovo sa nedd napumpovat. Preto sa oplati vybrat slovo, ktoré sa
dé pripustne rozdelit mélo spésobmi.

Poznamka 2.8.3 Uvedomte si, ze podmienka 4 hovori: Vi > 0; uv’z € L. Presnejsie: aj slovo
0

uv?z musi patrit do L. Toto sa ndm niekedy moze hodit, ako ukédZzeme v nasledujicom priklade.
Priklad 2.8.3 DokaZeme, 7e jazyk L = {a’b’ | i > j} nie je regularny. Sporom. Nech je regularny.
Potom podla pumpovacej lemy existuje p také, ze kazdé slovo z L dlhsie ako p sa d4 nejako rozdelit
a napumpovat. Aby sme dospeli ku sporu, opit najdeme slovo z L, ktoré je dlhsie ako p, ale nech
ho rozdelime, ako chceme, napumpovat sa neda.

Takéto slovo je opif napriklad w = aPbP. Nech lubovolne rozdelime w, budu sice pre i > 1
slové uv'x patrif do L, ale slovo uv®z = uz do L patrif nebude, ¢o je hladany spor.

Poznamka 2.8.4 Nezabudnite, Ze pumpovacia lema je len implikicia. To, Ze L spliia podmienky
z pumpovacej lemy, este neznamend, ze je regularny. Inymi slovami, pomocou pumpovacej lemy
sa da iba ukdzat, ze L reguldrny nie je.

2.9 Myhill-Nerodova veta

V tejto casti dokazeme vetu, ktora presne charakterizuje vsetky regularne jazyky a navyse hovori
o minimalnom DKA akceptujicom dany regularny jazyk. Najskor ale definujeme potrebné pojmy.

Definicia 2.9.1 Bindrna reldcia Q na X* sa nazgva sprava invariantnd (vzhladom na operdciu
zretazenie), ak plati:
20y <= Vou; zv0yv

Definicia 2.9.2 Pocet tried reldcie ekvivalencie nazgvame index. Ak je tento pocet konecny,
hovorime, Ze relacia je koneéného inderu.

Priklad 2.9.1 Zmysel tejto definicie je nasledujici: Namiesto ,slova z, y s v relacii O“ hovorme:
wslova x, y st (vzhladom na Q) nerozliSitelné“. Potom skuto¢nost, Ze reldcia Q je sprava invariantnd
znamend tolko, ze ak zoberieme dve nerozliSitelné slova x, y, tak nech za ne doplnime cokolvek,
vzdy dostaneme op#f dve nerozliitelné slova.

Teda napriklad ak abQbaa (a © je sprava invariantnd), tak nutne aj abca®baaca.

V dalSom texte tejto ¢asti definujeme k danému DKA A reléaciu ekvivalencie — dve slovd budeme
povazovat za nerozliSitelné, ak A po ich precitani skonéi v tom istom stave. Zjavne tato relacia
bude sprava invariantnd — ak A skond¢i v rovnakom stave na x a y, tak zjavne skon¢i v rovnakom
stave aj na slovach zv a yv (pre fubovolné v). Tato jej vlastnost neskor vyuzijeme.

Veta 2.9.1 (Myhill-Nerode) Majme jazyk L C ¥*. Nasledujice turdenia si ekvivalentné:

1. L je reguldrny jazyk

2. L je zjednotenim niekolkych tried ekvivalencie nejakej sprava invariantnej reldcie ekvivalencie
konecného indexu

3. Reldcia Ry definovand uRpv <= (Yx; ux € L <= wvx € L) je reldciou ekvivalencie
konecného indezxu.

Dokaz. Ukazeme niekolko implikécii, z ktorych bude vyplyvat platnost dokazovaného tvrdenia.
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1=2:

2=3:

3=1:

Nech L je regulérny jazyk. Zoberme DKA A = (K, X, 4, qo, F), ktory ho akceptuje. Hladant
relaciu ekvivalencie definujeme tak, ze dve slova st ekvivalentné prave vtedy, ak na nich
A skonéi v tom istom stave. Zjavne ide o relaciu ekvivalencie. Kazda trieda ekvivalencie
zodpovedda jednému stavu automatu, preto nasa relacia ekvivalencie je kone¢ného indexu.
Je sprava invariantnd, lebo ked na slove u aj v automat A skonéi v tom istom stave g, tak
pre lubovolné ux a vz skonéi v tom istom stave (v tom, do ktorého sa z g dostane na slovo
z). No a L je zjednotenim tych tried ekvivalencie, ktoré zodpovedaji akcepta¢nym stavom
automatu A.

Este raz formdlne. Prikladom hladanej reldcie ekvivalencie je reldcia © definované nasle-
dovne:
uQv <= Elp € K7 (quu) Fj& (pa 6) A (quv) F*A (pa 6)

Prv, nez pristapime k dokazu je potrebné si uvedomit, Ze tato implikacia hovori len o relaciach
ekvivalencie, a teda by sa mala dat dokézat bez toho, aby sme ¢osi vedeli o koneénych
automatoch. A teraz uz k samotnému dokazu.

Nech teda L je zjednotenim niekolkych tried ekvivalencie nejakej relacie ekvivalencie Q, ktora
splia podmienky zo znenia vety. Nie je tazké nahliadnut, ze Ry, je vidy relaciou ekvivalencie
(t.j. je reflexivna, symetricka a tranzitivna). Pojde teda o to, ¢i bude kone¢ného indexu, teda
¢i ma konecny pocet tried ekvivalencie.

Ukézeme, Ze kazd4 trieda ekvivalencie Ry, je zjednotenim niekolkych tried ekvivalencie relacie
©. Z toho uz priamo vyplyva, 7ze aj Ry, méa konecne vela tried ekvivalencie (najviac tolko
ako Q).

Nech u, v st lubovolné slova také, ze uQv. Rozmyslite si, Ze staéi ukazat, ze uRv. (Potom
totiz lubovolna trieda ekvivalencie Ry, obsahuje spolu s Tubovolnym slovom w aj vSetky slova,
ktoré st s nim v relacii O, teda celd prislusnt triedu ekvivalencie reldcie ©.)

Kedze © je sprava invariantné, pre vSetky x plati uxQuz. Jazyk L je zjednotenim niekolkych
tried ekvivalencie relacie ©, teda pre Tubovolné x bud obe slovd ux, va do L patria, alebo
don nepatri ani jedno z nich. To ale znamena, ze uRpv, q.e.d.

Na zéklade existencie Ry, treba zostrojit koneény automat A pre jazyk L. Zamyslime sa
najskor nad relaciou Ry. Nie je tazké nahliadnut, ze Ry, je vzdy reldciou ekvivalencie (t.j. je
reflexivna, symetrickd a tranzitivna). Co ndm ale tato relacia hovori?

Vsimnime si dve slova u, v, ktoré st v tejto relacii. Zoberme definiciu Ry, a dosadme = = ¢.
Dostévame, ze u € . <= v € L. Teda v L bud st obe slovéa, alebo ani jedno. Potom ale L
je zjednotenim niekolkych tried ekvivalencie Ry. (Majme lubovolnu triedu ekvivalencie. Ak
niektoré slovo z nej patri do L, musia tam podla vyssie uvedeného tvrdenia patrif vsetky.)

Teraz si vsimnime dve slova u, v, ktoré v tejto relacii nie si. To ale znameni, Ze existuje x
také, ze BUNV uzx € L a va ¢ L. Majme Tubovolny DKA A akceptujuci jazyk L. Potom po
precitani slov u a v musi skonéit v roznych stavoch. Totiz ak by skoncil v rovnakom stave,
potom by v rovnakom stave skonéil aj pre slovd uxz a vx — ale jedno z nich mé akceptovat a
druhé nie.

Relécia Ry ndm teda hovori: Kazdy DKA pre jazyk L musi mat aspon tolko stavov, kolko
mé Ry tried ekvivalencie. Trividlne z toho vyplyva, ze ak Ry nie je kone¢ného indexu, L nie
je regularny.® Ukazeme, 7e ak Ry je kone¢ného indexu, tak existuje DKA pre L, ktory mé
rovnako stavov, ako tried ekvivalencie.

Na zéklade znalosti Ry, teda zostrojime minimdiny DKA pre L nasledovne:'® Automat si

bude v stave pamitat, do ktorej triedy ekvivalencie R, doteraz prec¢itané slovo patri. Ak po
precitani celého slova sme v triede ekvivalencie, ktord je podmnozinou L, akceptujeme.

9Ak mé Ry, nekone¢ne vela tried, musel by mat aj lubovolny DKA pre L nekoneéne vela stavov — kazdy DKA
vsak mé stavov len koneéne vela.

10 Aby sme boli presni: Zostrojime ho na zéklade znalosti relacie Ry, a toho, zjednotenim ktorych jej tried ekvi-
valencie je L.
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Formélne: Nech [u] = {v | uRpv} je trieda ekvivalencie obsahujuca u.

Bude A = (K, X, 4, [¢], F), kde:

K ={[u] | w € £*} je koneénd mnozina tried ekvivalencie Ry,

F ={[u] | uw € L} je koneénd mnozina tych tried ekvivalencie, ktoré st podmnozinou L
3([u], ¢) = [uc]

Musime ukézaf o naSej o-funkcii, Ze je to skutocne funkcia, teda Ze jednému prvku je
priradeny préave jeden prvok. Ukadzme, Ze nasu §-funkciu sme zadefinovali korektne, teda
7e funkénd hodnota nezavisi od volby reprezentanta u triedy ekvivalencie [u]. Nech teda
[u] = [v], teda uRpv. Potom Vz € ¥£*; uz € L <= wvx € L. Preto aj Ve € X, Vz €
¥*; ucx € L <= wvcx € L. Preto aj slova uc a ve st v relacii Ry, a teda [uc] = [vd], q.e.d.

Tiez zjavne plati, ze ([¢], w) F* ([w],¢) a [w] € F <= w € L, preto naozaj L(A) = L.

Priklad 2.9.2 Jazyk L = {w | w € {a,b}* N #4(w) = #p(w)} nie je regularny. Tvrdenie
dokazeme Myhill-Nerodovou vetou. Ukézeme, %e Ry, nie je koneéného indexu. Ku slovam u = a’ a
v=a’ (prei # j) totiz existuje slovo z = b?, ktoré ich odlisuje — je ux € L, ale v ¢ L, a teda u a
v nie st v relacii Ry. Nasli sme teda nekonec¢ne vela slov, z ktorych Ziadne dve nie st ekvivalentné,
a teda Ry, naozaj nie je konecného indexu.

(Ingmi slovami, nasli sme nekoneéni mnozinu slov takych, Ze kazdy DKA pre L nesmie na
Ziadnych dvoch z nich skonéif v tom istom stave.)

Priklad 2.9.3 Trieda R je uzavretd na komplement.
Nech L je reguldrny jazyk. Potom je zjednotenim niekolkych tried ekvivalencie vhodnej relacie
ekvivalencie. Potom ale L je zjednotenim zvysnych jej tried, a teda je regularny.

Priklad 2.9.4 Trieda R je uzavretd na zjednotenie a prienik.

Nech L, Lo st regularne jazyky, nech R;, Rs st zodpovedajice relacie ekvivalencie z druhého
bodu M-N vety. Definujme novia relaciu ekvivalencie ©, pricom uQu iff uRjv aj uRgov. Zjavne
nové relacia ekvivalencie je tiez sprava invariantnd a konecného indexu. Totiz ak R; ma t; tried
ekvivalencie, © ich mé zjavne najviac t; x to — kazd4 trieda ekvivalencie je prienikom jednej triedy
ekvivalencie R; a jednej triedy Ry (a niektoré tieto prieniky mozu byf prazdne).

A zjavne ako L1 U Lo, tak aj L1 N Ls je zjednotenim vhodnych tried ekvivalencie naSej novej
relacie.

(Myslienka za touto konstrukciou je nasledovné: vysledna relacia zodpoveda DKA, ktory si-
muluje naraz oba pévodné DKA. Na dvoch slovich skon¢ime v tom istom stave iff skon¢ili v tom
istom stave oba pévodné DKA. Vhodne dodefinujeme mnozinu akceptacnych stavov.)

Myslienku predchadzajuceho prikladu vieme graficky znézornit:

Obdlznik predstavuje ¥*, riadky st triedy ekvivalencie relacie Ry, stipce st triedy ekvivalencie
R,. Vysrafované riadky tvoria L, vysrafované stlpce tvoria Lo. Policka st triedy ekvivalencie
novej relacie O, jazyky L1 U Ly a L1 N Ly dostaneme ako zjednotenie vhodnych polic¢ok.
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2.10 Regularne vyrazy

Ukézali sme si zatial dve moZnosti, ako zadat Tubovolny reguldrny jazyk — konefné automaty a
regularne gramatiky.!! Teraz si ukaZeme tretiu moznost — reguldrne vyrazy. Ich vyhodou bude
jednoduchsi zapis v porovnani s automatmi aj gramatikami.

Definicia 2.10.1 Reguldrny vgraz mozZeme rekurzivne definovat nasledovne:

0 je reguldrny vyraz, predstavujici jazyk .

e Nech x € X, potom T je requldrny vyraz, predstavujici jazyk {x}.

e Nech Ry, Ry st requldrne vyrazy, predstavugice jazyky L1, Lo, potom (Ry + Rg) je requldrny
vyraz, predstavujici jazyk L1 U Lo.

e Nech Ri, Ry st requldrne vyrazy, predstavujice jazyky L1, Lo, potom RiRs je reguldrny
vyraz, predstavujict jazyk Ly - Lo.

e Nech R je reguldrny vijraz, predstavujici jazyk L, potom (Ry)* je requldrny vyraz, predsta-
vujict jazyk Li.

e Nic¢ in€ nie je requldrny vyraz a Ziaden reguldrny vyraz nepredstavuje Ziaden iny jazyk.

Priklad 2.10.1 Reg. vyraz ((a + b)) * baa((a + b))+ predstavuje jazyk L = {ubaav | u,v € {a,b}*}.
Veta 2.10.1 Kazdy requldrny vyraz predstavuje reguldrny jazyk.

Dokaz. Zjavné — jazyky 0 a {x} (pre € X) si regularne, reguldrne jazyky st uzavreté na
zjednotenie, zretazenie a iterdciu.

Veta 2.10.2 Ku kaZdému reguldrnemu jazyku existuje regularny vyraz, ktory ho predstavuge.

Doékaz. Ku kazdému reguldrnemu jazyku existuje DKA, ktory ho akceptuje. Lahko upravime
postup z dokazu Kleeneho vety (veta 2.7.2) tak, aby ndm postupne zostrojil reguldrne vyrazy pre
vsetky jazyky Rf e

Poznamka 2.10.1 Sila reguldrnych vyrazov spociva v tom, Ze nimi vieme jednoducho popisaft
niektoré reguldrne jazyky. Mnohé programy (obzvlast na Unix-like platforméch) preto pouzivaju
upraveni verziu reguldrnych vyrazov pri vyhladdvani ¢i nahrddzani vzoriek. Za vSetky spomeiime
grep, sed, vim a perl. PopiSeme teraz, ako vyzeraju tieto upravené reguldrne vyrazy (regexpy).
NasSa definicia bude jemne zjednodusSend, jej cielom nie je uvadzat vSetky technické detaily ale
predviest priblizny vzhlad regexpov.

Ak slovo w bude patrit do jazyka predstavovaného regexpom R, budeme hovorit, ze R matchuje
slovo w.

Regexp je retazec, zloZzeny z niekolkych vetiev, oddelenych znakom |. Regexp matchuje
tie slova, ktoré matchuje asporti jedna vetva. (Znak | teda plni funkciu logického or, zjednotenia
jazykov, resp. + z nasej formalnej definicie.)

Vetva je retazec, zlozeny z niekolkych €asti. Vetva matchuje prave vSetky slovd, ktoré st
zrefazenim slov matchujucich jednotlivé casti.

Cast je atém, ktorj moze byt nasledovany jednym znakom *, + alebo ?. Nech atém matchuje
slova z L. Potom: Atém nasledovany znakom * matchuje slova z L*. Atém nasledovany znakom
+ matchuje slovd z LT. Atém nasledovany znakom ? matchuje slova z L U {}.

Atém je bud (R) (kde R je opét regexp), alebo znak x (ktory matchuje retazec x), alebo jeden
zo Specidlnych znakov ., =, $. Znak . matchuje jeden lubovolny znak. Znak ~ matchuje zaciatok
slova, znak $ matchuje koniec slova.

Priklad 2.10.2 Regexp ~aab matchuje vSetky slova, zac¢inajice aab.

11V oboch pripadoch nam stadi na popisanie Iubovolného regularneho jazyka kone¢na informdcia. Myhill-
Nerodova veta sice hovori, ze kazdy regularny jazyk vieme zadat ako zjednotenie niekolkych tried ekvivalencie
vhodnej relacie ekvivalencie — nehovori ale o tom, ako tato reldciu koneéne popisat!
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Priklad 2.10.3 Regexp babalaabaa matchuje slova, ktoré obsahuji podslovo baba alebo aabaa.

Priklad 2.10.4 Regexp ~ ((a*b) (axb))*a*$ matchuje slovd nad abecedou {a, b}, ktoré obsahuju
parny pocet b.

Priklad 2.10.5 Regexp baba.*aabaal|aabaa.*baba matchuje slovd, ktoré obsahuji nepretina-
jace sa vyskyty podslov baba a aabaa.

2.11 Zovseobecnenia konec¢nych automatov

Ako vieme, kone¢né automaty akceptuji prave regularne jazyky. V nasledujicom texte sa budeme
venovat ich roznym zovSeobecneniam a pozrieme sa na ich vypoctov silu. UkéZeme, Ze niektoré z

.....

regularnosti niektorych jazykov.

2.11.1 Automaty s pruznou hlavou

Reguldrna gramatika mohla v jednom kroku vygenerovat viac terminalov. Definujeme teraz auto-
mat, ktory bude schopny v jednom kroku precitat viac symbolov zo vstupu. Lisit sa bude len v
definicii samotného automatu a kroku vypoc¢tu. Jedind zmena pri definicii kroku vypoctu spociva
v tom, Ze ¢itané slovo moze byt z X* (nie len z ¥ U {e}).

Definicia 2.11.1 Nedeterministicky konecény automat s pruZnou hlavou je 5-ica A =
(K,%,6,q0, F), kde vsetko je rovnaké ako u NKA, len § : K x ¥* — 2K je koneénd prechodovd
funkcia. (Teda mnoZina tych dvojic (q,w), pre ktoré 6(q,w) # 0 je konecnd.)

Lema 2.11.1 NKA s pruznou hlavou akceptuju prdave requldrne jazyky.

Dokaz. Zjavne ku kazdému klasickému NKA existuje ekvivalentny NKA s pruznou hlavou. Na-
opak, ked méme NKA s pruznou hlavou, lahko zostrojime s nim ekvivalentnt regularnu gramatiku.

Poznamka 2.11.1 Ind moznost je zostrojit priamo koneény automat, ktory by vzdy precital
niekolko pismen, tie si pamital v stave (podobne ako automat pre h='(L), vid vetu 2.6.7) a
nasledne spravil na e prislusny krok.

2.11.2 Viachlavé automaty

Ako sa hovori, viac hldv — viac rozumu. V nasledujicom texte tito Iudovi mudrost formélne
dokazeme.

Definicia 2.11.2 Viachlavy NKA je 6-ica A = (K,X%,0,q0, F, k), kde K, ¥, qo, F sd ako pri
NKA, k > 0 je pocet hldv a § : K x (XU {e})* — 25 je prechodovd funkcia.

Definicia 2.11.3 Konfigurdciou viachlavého NKA nazveme (k + 1)-ticu (q,w1,...,wg), kde
q € K je aktudlny stav a w; € X* je cast slova, ktori este neprecitala i-ta hlava.

Definicia 2.11.4 Krokom vypocdtu viachlavého NKA A nazveme bindrnu reldciu &4, defino-
vantd na mnozine konfigurdcii nasledovne:

(¢, a1w1, ... ,apwi) Fa (p,wy,...,w;) < p€E€lga,...,ar)
(kde p,q € K, a; € (EU{e}), w; € &%)
Definicia 2.11.5 Jazyk akceptovany viachlavym NKA A je mnoZina
L(A) ={w | Jqr € F; (qo,w,...,w) % (qr,&,...,€)}
—_——— ——

k k
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Poznamka 2.11.2 Iny spdsob definicie pouzivany v literatire je taky, Ze na konci vstupného
slova pridame Specidlny znak oznacujuci koniec slova. Takto modifikovany automat teda vie spoz-
nat, ktoré jeho hlavy uz doditali vstup. Rozmyslite si, ¢i je takto definovany k-hlavy automat
ekvivalentny s automatom z nasej definicie.

Poznamka 2.11.3 Analogicky vieme definovat aj deterministické viachlavé konecné automaty.
Bude pri nich zdlezaf na tom, ¢i vieme zistit, Ze je hlava na konci vstupného slova?

Poznamka 2.11.4 Podobne sa daji definovat aj dvojsmerné viachlavé automaty, a pripadne
vieme definovat viachlavé automaty, ktoré vedia spoznaf, ze niektoré dve hlavy sa nachadzaji na
tom istom mieste vo vstupnom slove. Tymito modelmi sa uz zaoberat nebudeme, vysta¢ime si s
jednoduchymi jednosmernymi viachlavymi automatmi, ktoré sme definovali vysSie.

Podme sa teraz zaoberat otdzkou, aké je vypoctova sila viachlavych koneénych automatov vo
vzfahu k zndmym triedam jazykov. PredovSetkym si uvedomme, Ze ich sila nie je mensia, ako
sila oby¢ajnych koneénych automatov (s jednou hlavou). Naopak, uz dvojhlavy automat dokaze
akceptovaf napr. jazyky L1 = {a"b" | n > 0} a Ly = {w#w | w € {a,b}*}, ktoré nie st reguldrne,
ba dokonca aj jazyk Lz = {a"b™c"™ | n > 0}, ktory nie je ani bezkontextovy.

Lahko ale nahliadneme, 7e jazyk Ly = {w#w® | w € ¥*} nedokdzeme akceptovat k-hlavym
NKA pre zZiadne k.

Na podobnej myslienke st zalozené nasledujice jazyky:

L, = {wl#wg# .o HWo, ‘ Vi; (’LUl S {a, b}* N w; = w2m+1_i}

Da sa dokézat, ze pre jazyk L,, existuje k-hlavy deterministicky kone¢ny automat prave vtedy,
ak plati m < k(k —1)/2.

Nasu kratku exkurziu medzi viachlavé kone¢né automaty teda uzavrieme nasledujicim zhrnu-
tim: trieda jazykov, rozpoznavana viachlavymi automatmi, je:
— ostrou nadmnozinou regularnych jazykov
— neporovnatelna s triedou bezkontextovych jazykov
— ostrou podmnozinou (rozsirenych) kontextovych jazykov

Navyse plati, Ze pre kazdé k je trieda jazykov, pre ktoré existuje k-hlavy konecny automat, je
vlastnou podmnozinou triedy jazykov, pre ktoré existuje (k 4 1)-hlavy koneény automat.

2.11.3 Dvojsmerné automaty

Na rozdiel od viachlavych automatov, dvojsmerné automaty prekvapivo nebudii znamenat narast
vypoctovej sily automatov. Dokaz tohto tvrdenia nebude patrit k najtrividlnej$§im. Na druhej
strane jeho vyznam je znacny — v prvom rade pri dokazovani, ze niektoré jazyky st regularne.

Priklad 2.11.1 Nech L € R. Rozmyslite si, ako (resp. ¢i vobec) vieme zostrojit NKA akceptujuici
jazyk VL = {w | ww € L}. Zostrojit dvojsmerny automat pre tento jazyk je trividlne.

Zékladnou myslienkou dvojsmernych automatov je, ze na zaklade informacie o stave, v ktorom
sa nachadza a precitaného symbolu prejde do iného stavu a ¢itacia hlava sa moze posunut doprava,
dolava alebo zostat na mieste. Teda mozeme sa v pripade potreby vratit spit k pismenam, ktoré
sme uZ ¢itali. Aby automat vedel povedat, Ze sa uz nachédza na zaciatku, resp. na konci slova,
budeme na zaciatku a konci slova mat zardzky ¢ a $. Tieto zardzky nebude smiet prekrocit.

Definicia 2.11.6 Dvojsmerngm (nedeterministickym konecnym) automatom (2NKA)
nazjvame S-icu A = (K,3%,8,q0,F), kde K, ¥, qo, F st rovnaké ako pri DKA, ¢,$ € 3,
§: K x (ZU{¢,8}) — 254101} e prechodovd funkcia, pricom plati:

Vg € K; 6(q,¢) € K x {0,1}
Vg e K; 6(¢,8) C K x {—1,0}

(Teda ok je automat na niektorom konci slova, nesmie ho prekrocit.)
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Definicia 2.11.7 Konfigurdciou 2NKA A nazgvame trojicu (q,¢w$, ), kde ¢ € K je aktudlny
stav, w € * je vstupné slovo a i € {0, ..., |w|+ 1} je pozicia hlavy.

Poznamka 2.11.5 Uvedomte si, Ze konfigurdciu musime definovat ind¢ ako u klasického konec-
ného automatu — totiz pri klasickom konecnom automate konfiguricia neobsahuje uz precitana
cast slova. (Niekedy hovorime, Ze koneény automat ¢ita vstup destruktivne.)

Definicia 2.11.8 Nech w; je i-ty znak slova w, pricom definujeme wo = ¢ @ w41 = $. Potom
krokom wvypocdtu 2NKA A nazjvame bindrnu reldciu -4 na mnoZine konfigurdcii definovani
nasledovne:

Definicia 2.11.9 Jazyk akceptovany 2NKA A je mnoZina
L(A) ={w | 3qr € F;(q0,¢w$,1) 3 (qr, ¢wS, lw[ + 1)}

Poznamka 2.11.6 Analogicky vieme definovat aj deterministické dvojsmerné automaty (2DKA).
Veta 2.11.2 Ku kazdému DKA A existuje ekvivalentny 2NKA A'.
Dokaz. Vyzera identicky, len é-funkcia navysSe vracia vzdy 1, teda pohyb doprava.

Lema 2.11.3 Ku kazdému 2NKA A existuje ekvivalentny 2NKA A’, ktory v kazdom kroku vijpoctu
pohne hlavou a do akceptacéného stavu vie prejst len na znaku $.

Doékaz. Kazdy riadok d-funkcie, ktory hovori 2NKA A, Ze mé zostaf na mieste vieme zavedenim
nového stavu rozdelif na dva riadky, pri prvom spravi ,krok tam* a pri druhom ,krok spiat“. Z
povodnych akceptacnych stavov priddme krok do stavu, v ktorom A’ prejde na koniec slova a aZ
tam prejde do nového akceptacného stavu.

Priklad 2.11.2 Nech n je konkrétne prirodzené ¢islo. Skonstruujeme 2DKA pre jazyk L, =
{w#w | w € {a,b,c}"}. Navyse tento 2DKA bude spliiaf podmienky o normalnom tvare podla
lemy 2.11.3.

Vsimnite si, Ze kedZe n je nejakd dopredu zvolend konsStanta, jazyk L, je koneény, a teda
regularny. Klasicky DKA pre tento jazyk by si v . momente prechodu cez mriezku potreboval v
stave pamitat informdciu o celom slove w. (Premyslite si, Ze to znamen4, ze kazdy DKA pre tento
jazyk musi maf aspon 3" stavov. Vidite stvis medzi touto tvahou a Myhill-Nerodovou vetou?)
Dvojsmerny automat sa dokéze k prvej casti slova vratif, éim sa zbavuje potreby pamiitat si celé
slovo w naraz. Tomu bude zodpovedat aj rddovo mensi podet potrebnych stavov.

N4&s automat bude overovat rovnost slov pred mriezkou a za mriezkou po jednom pismene. Tento
cyklus zopakuje n-krat. V i-tom opakovani si pozrie i-te pismeno na lavej strane a zapaméita si
ho v stave. Potom prejde hlavou do pravej ¢asti vstupu a tam skontroluje rovnost s i-tym znakom
za mriezkou. Co vsetko si potrebuje pamiitat v stave? Okrem overovaného pismena a pocitadla
vykonévaného cyklu este poziciu, kde v slove sa nachadza ¢itacia hlava, aby rozpoznal, Ze je nad
spravnym pismenom. Stav [i, j, z] bude znamenat, Ze overujeme rovnost i-tych znakov slov pred
a za mriezkou, nachadzame sa na j-tej pozicii vstupného slova a aktualne overované pismeno je x
(pripadne $pecidlny znak ?, ak sme tento znak eSte nepreéitali). Znak ¢ oznac¢ime ako nulty. Nech
Y ={a,b,c,#}.

Formalne, n48§ automat bude A, = (K,%,4,[1,0,7], {gr}), kde:

K = {[i,j,z]|ie{l,...,n},7€{0,....2n+1},2 € {a,b,¢c,?}}
U {dspat,i | 1 € {1,....n = 1}} U{qr, Qronicc, Qronicc2 }
Fo= {gr}
5[4, 7,9, 2) = ([i,7+1,y,1) (G#4,j#n+1,j#n+i+1,z€{a,b,c},y€ {a,b,c,?})
6([ti,n+ Lyl #) = ([i,n+2,9,1) (y€{abd,c})
0([¢,4,7),x) ([i,i+1,2],1) (te{1,...,n},z € {a,b,c})
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S(ft,n+i+1,2],2) = (gspati,—1) (G €{l,....,n—1},z € {a,b,c})
0(gspat,i») = (Gspati,—1) (G€{l,....,.n—1},z €X)
§(gspatin¢) = ([+1,1,7,1) (ie{l,....,n—1})

0([n,2n+ 1, z],2) = (Qroniec,1) (x € {a,b,c})
(qroniec,$) = (roniec2, —1)
6(qroniec2, ) = (qp,1) (z € {a,b,c})

Slovné vysvetlenie jednotlivych riadkov d-funkcie: Prvy riadok je vSeobecné situacia — ak sme na
policku, ktoré néas prave nezaujima, ideme doprava. Druhy riadok overi, ¢i je na pozicii n+1 mriezka
(vzdy, ked cez 1iu prechadza). Treti riadok je ¢itanie pismena, ktoré préve ideme kontrolovat,
a jeho zapamitanie v stave; Stvrty riadok je overenie, ¢i sa takto zapaméitané pismeno rovna
svojmu ,,paru“. Piaty a Siesty riadok opisuju navrat hlavy na zaciatok pasky a prechod na kontrolu
nasledujiceho pismena. Po tispesnom skontrolovani posledného, n-tého paru pride k slovu zvysSok
d-funkcie, ktory este overi, ¢i uz za skontrolovanym slovom ni¢ dalsie nenasleduje. (Rozmyslite si,
7e ak je vstupné slovo kratsie ako 2n + 1 znakov, vypocet sa uz skor zasekne.)

Citatel si iste vimol, Ze niektoré stavy nie st dosiahnutelné, avsak pomahaji prehladnosti
konstrukcie. Pocet stavov je n(2n+2)4+n+ 2, teda pre velké n ich je rddovo menej ako v pripade
jednosmerného deterministického automatu. (Tento pocet stavov rastie polynomiédlne od n, zatial
¢o u DKA réstol exponenciélne.)

Veta 2.11.4 Ku kazdému 2NKA A existuje ekvivalentny NKA A’.

Dokaz. BUNV nech A je v normalnom tvare z lemy 2.11.3, zjednodusi to nasu konstrukciu.

Vsimnime si, ako moze A vyuZit to, ze sa moze vracat spit. Kolkokrat sa moze vratit na t1 istt
poziciu na péaske? Samozrejme, Ze potencidlne nekonecne vela krat. VSimnime si v8ak najkratsi
akceptacny vypocet. PoCas neho sa urcite nenachadza dvakrat na tej istej pozicii v tom istom
stave — zodpovedajtci kus viypodétu by sme mohli vynechat. Automat A’ sa teda bude snaZit najst
taky akceptaény vypocet A, pri ktorom A nebol dvakrat v tom istom stave na tej istej pozicii.

Vsimnime si eSte raz nejaky akceptacny vypocet A. Kazdému policku na paske mozeme priradit
postupnost dvojic (s,d), kde s je stav, v ktorom sa A nachédzal, ked mal hlavu na tomto policku
a d je smer, ktorym odisiel. TUto postupnost budeme volat prechodovd postupnost. Ak A nebol
dvakrat v tom istom stave na tej istej pozicii, kazd4 prechodova postupnost méa dizku najviac |K|.
Taktto prechodovii postupnost si A’ vie pamitat v stave (bude mat radovo 2/%!|K|! stavov).

A’ bude pracovat nasledovne: Na zaciatku si tipne prechodovti postupnost pre ¢. Citajtc vstup,
ku kazdému pismenu vstupu si nedeterministicky tipne prechodovi postupnost, ktora bude ,,pa-
sovat“ na predchadzajicu — t.j. taki, aby sa prechody medzi tymito postupnostami naozaj mohli
na preéitané symboly uskutocnit.'? Uvedomte si, Ze ked pozname J, vieme pre fubovolné dve pre-
chodové postupnosti (a zodpovedajice dva symboly) algoritmicky rozhodnut, ¢i na seba pasuji —
a teda zostrojit 6’. Na konci vipoétu si uz nads NKA len tipne prechodovii postupnost pre $, ktord
bude ,pasovat® na predchadzajicu. Poslednym ¢lenom tejto postupnosti by mal byt akceptacny
stav.

V celej konstrukeii uvazujeme normalny tvar podla lemy 2.11.3, v ktorom automat vzdy pohne
hlavou a preto je hodnota smeru posunu 1 alebo -1. Z akceptacného stavu na konci vstupu uz ale
nevykonavame Ziadne kroky, preto v tomto $pecidlnom pripade mézeme uvazovat dvojice (¢, 0)
pre gr € F.

A’ teda akceptuje, ak posledny ¢len poslednej prechodovej postupnosti pre $ je (¢r,0), kde
qr € F. (Teda F’ tvoria tie prechodové postupnosti, ktoré splitaji tito podmienku.)

Priklad 2.11.3 Konstrukcia z prikladu 2.11.2 je v norméalnom tvare podla lemy 2.11.3. Uvazujme
automat As rozpoznédvajuci jazyk Lo z prikladu 2.11.2 a vstupné slovo ab#ab. Ak oznadime u =
¢ab#ab$, potom je akceptaény vypocet nasledovny:

12Pre prvy symbol to navyse znamend, #e prvy &len postupnosti ma byt (qo, £1).
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[1,0,7],u,0)

( F([1,1,7,4,1) F ([1,2,a],u,2) - ([1,3,a],u,3) -
([1,4 al,u,4) -
(q =

( F

(

((Ispat 1,U 3) F (qspat,lvuv 2) F ((Ispat,laua ]-) F

(12,17, u,1) = ([2,2,7],u,2) F ([2,3,0], u,3)

([2’ 9, b], U, ) = (Qkonieca u76) = (Qkoniec2a u, 5) = (qF,U76)

Qspat,1, U 0)

[2,4,0], u,4)

Tomuto vypocétu zodpovedajii nasledovné prechodové postupnosti na jednotlivych znakoch:

¢ ([1,0,?},1)7([%;;@ 171)

a ([171a?]71)a(QSpat,17 1),([2717?]71)
b | ([1,2,al,1), (gspat,1,—1),([2,2,7],1)
# ([1,3,@],1) (qspat,17_1)7([273’b]71)
a | ([1,4,a],-1),([2,4,0],1)

b ([2 ]7 ) (Qkonzec271)

$ (qkonzecv_ )a(quo)

Skuste si ruéne overit, Ze postupnosti pre # a po nej nasledujtce a na seba ,pasuju“. Rozmyslite
si, ako by sa takéto overovanie robilo mechanicky.
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Kapitola 3

Bezkontextové jazyky

Ako nazov kapitoly napoveda, budeme sa v nej zaoberat vyluéne bezkontextovymi jazykmi, preto
ked v texte tejto kapitoly hovorime o gramatike, myslime tym bezkontextova gramatiku (ak nebude
explicitne uvedené inac).

Pripomenime si, Ze bezkontextové gramatiky sa frazové gramatiky, ktorych pravidla st pod-
mnozinou N x (N UT)*.

3.1 Redukované bezkontextové gramatiky

V tejto Casti definujeme, ktoré netermindly si v bezkontextovej gramatike zbytoéné a ako ich
odtial odstrénit.

Definicia 3.1.1 Gramatika G = (N, T, P, o) je v redukovanom tvare, ak pre vietky netermindly
¢ plati: (Fu,v € (NUT)*; o0 =* ubv) A (Jw € T*; & =* w). Povedané slovami, kaZdy netermindl
must byt dosiahnutelny (vyskytovat sa v niektorej odvoditelnej vetnej forme) a must sa dat z neho
odvodit (aspori jedno) termindlne slovo.

Priklad 3.1.1 Nech je dand gramatika G = (N = {0, 4, B},T = {a,b}, P,0), kde

P={oc — ocA|ob|aa
A — adA| AB
B — aB|bb}

Vsimnime si, Ze mozeme odstranit netermindl A (a teda vSetky pravidld, ktoré ho obsahuju).
Akonéahle sa totiz vo vetnej forme vyskytne A, uz z nej uréite nedokdZeme odvodif termindlne
slovo. Jeho odstranenim zjavne nezmenime jazyk, ktory G generuje. Zostane nam gramatika G’ s
N' ={0,B} a P ={0 — ob, ¢ = aa, B— aB, B — bb}.

Potom ale neterminal B aj so vSetkymi svojimi pravidlami je tiez tiplne zbytoc¢ny, lebo Ziadna
vetnd forma odvoditelnd v G’ neobsahuje B. Preto mozeme odstranit aj B (a opit aj vSetky
pravidla, ktoré ho obsahuji). Zostala nam gramatika G” = ({0}, {a,b},{c — ob, 0 — aa},0),
ktora generuje rovnaky jazyk ako G a je v redukovanom tvare.

V dalsom texte ukdZeme, ako k danej bezkontextovej gramatike zostrojit ekvivalentn v redu-
kovanom tvare.

Lema 3.1.1 Nech G = (N, T, P,o) je bezkontextovd gramatika. Hladand mnoZinu dosiahnutel-
ngch netermindlov oznaéme H. (Teda H = {£ | Ju,v € (NUT)*; o =" uv}.)
Definujme induktivne nasledujice mnoZiny:

Hy={o}, Hix1=H;U{{|Ine H; Ju,ve (NUT); (n— uév) € P}
Potom H = H|n|_1-
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Dokaz. Nie je fazké nahliadnut, Ze Hj; je mnozina neterminalov, ktoré sa mozu vyskytnut vo
vetnej forme gramatiky G po najviac k krokoch odvodenia. Zjavne Vk; Hy, € Hyyq a H = J,~ o Hy.

Vsimnime si, ze ak pre nejaké m je H,, = H,, 11, tak aj Hy,+1 = Hypyo, Hypo = Hypys, - .- Takéto
m zjavne existuje, lebo netermindlov je len konec¢ne vela. A takisto zjavne je H = UZ’:O H, =H,,.
Zoberme najmensie mozné m. Potom H,, 2 H,,_1 2 ... 2 H; 2 Hy. To ale znamend, ze

|Hp| > |Hm-1|+1> ... > |Hi|+ (m —1) > |Ho| + m=m+ 1. Ale H,, C N, preto |H,,| <n, a
teda m <n —1. Potom ale H = H,, = H,,_1.

To isté eSte raz slovami: Vsimajme si velkost mnozin H;. Akondhle v niektorom kroku nendj-
deme ziaden novy dosiahnutelny netermindl, mozeme skondif, lebo vieme, Ze aktualna mnoZina
H; je uz H. Kolko krokov mozeme najviac urobit? Mame |N| — 1 netermindlov, ktoré v Hy nie st.
V kazdom kroku musi do aktudlnej H; pribudnif aspon jeden z nich, preto krokov bude najviac
|N|—1.

Poznamka 3.1.1 Uvedomte si, Ze tato lema ndm déva ndvod ako hladanti mnozinu H efektivne
zostrojit.

Lema 3.1.2 Nech G = (N, T, P,o) je bezkontextovd gramatika, nech H je mnoZina dosiahnutel-
nych netermindlov v G. Zostrojme gramatiku G' = (H,T,P' = PN (H x (HUT)*),0). Potom
L(G) = L(G").

Dokaz. Inkluzia L(G') C L(G) je zjavna, lebo P’ C P, a teda kazdé odvodenie v G’ je aj
odvodenim v G. DokadZeme opac¢nt inkltziu. Zoberme odvodenie nejakého slova w v G. V tomto
odvodeni sa nemohol vyskytnat Ziadny netermindl z N \ H (lebo by bol dosiahnutelny, a teda mal
patrit do H). To ale znamen4, Ze toto odvodenie je aj odvodenim v G'.

Lema 3.1.3 Nech G = (N, T, P,0) je bezkontextovd gramatika. Nech S = {¢ | Jw € T*; & :G>*

w} je mnoZina tych netermindlov G, z ktorych sa dd odvodit (aspori jedno) termindlne slovo. Nech
u =G>* v, kde v € T*. Potom u € (SUT)*.

Doékaz. Sporom. VSimnime si slovd z (N U T)* také Ze nepatria do (S UT)*, ale vieme z nich
odvodit termindlne slovo. Nech u je to (Tubovolné) z nich, z ktorého vieme odvodit termindlne
slovo na najmensi mozny pocet krokov. Slovo u obsahuje (aspoil jeden) netermindl £ ¢ S. Nech
u = u1€us. Neterminalu ¢ sa musime niekedy! zbavit — prepisat ho pouzitim nejakého pravidla
& — w. VSetky netermindly z w st (vdaka volbe slova u) v S, preto z kazdého z nich vieme odvodit
terminélne slovo. Potom ale vieme odvodif terminalne slovo aj z &, ¢o je spor s £ & S.

Tato lema vlastne hovori, ze akonahle sa vo vetnej forme vyskytne neterminal, ktory nepatri
do S, uz sa ndm z nej nepodari odvodit terminalne slovo.

Lema 3.1.4 Nech G = (N, T, P, o) je bezkontextovd gramatika, nech S je vyssie definovand mno-
Zina netermindlov G, z ktorych sa dd odvodit termindine slovo. Definujme induktivne nasledujice
mnoziny:

S():{E | HUET*; §§U}, S¢+1:S73U{§ | HwG(SiUT)*; (gﬂw)EP}
Potom S = S|n|-1-

Dokaz. Tvrdenie sa ukédze rovnako ako lema 3.1.1. Ked neskdr definujeme stromy odvodenia,
lahko nahliadneme, Ze mnozina S; predstavuje tie netermindly, pre ktoré existuje strom odvodenia
s hibkou najviac i pre nejaké terminalne slovo.

Lema 3.1.5 Nech G = (N,T, P, o) je bezkontextovd gramatika, nech S je vyssie definovand
mnoZina netermindlov G, z ktorych sa dd odvodit termindlne slovo. Zostrojme gramatiku G' =
(S, T,P'=PnN(Sx(SUT)*),0). Potom L(G) = L(G").

D4 sa dokonca ukazaf, ze u € T*{€}T™*, a teda & prepiseme hned v prvom kroku, ale nepotrebujeme to.
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Doékaz. Toto tvrdenie sa dokaze analogicky ako lema 3.1.2. Jedna inklizia je zjavna, pri dokaze
druhej zoberme TubovoIné odvodenie lubovolného slova w v G. Idtc od jeho konca vieme o kazdom
netermindle ukazat, ze patri do S. (Ak sme pouzili pravidlo £ — w, o vSetkych neterminaloch v
w vieme, Ze patria do S, preto aj £ € S.) Preto toto odvodenie je aj odvodenim v G'.

Veta 3.1.6 K lubovolnej bezkontextovej gramatike G = (N, T, P, o) existuje redukovand gramatika
G’ s miou ekvivalentnd.

Dokaz. Z gramatiky G najskor podla lemy 3.1.5 odstranime neterminaly, z ktorych nevieme
odvodit termindlne slovo, z vyslednej gramatiky G podla lemy 3.1.2 odstranime nedosiahnutelné
netermindly. Tvrdime, Zze takto ziskand gramatika G5 je redukovana.

Kazdy netermindl £ € Ng, je v Gy dosiahnutelny v nejakom odvodeni o =* uév. Toto od-
vodenie je zjavne aj odvodenim v G2 (odstranili sme len nedosiahnutelné netermindly, ktoré sa v
fom nevyskytuji), preto £ je v G2 dosiahnutelny.

Analogicky Iubovolny neterminal £ € N¢, patri aj do N¢,. To znamend, Ze v G preii existovalo
odvodenie nejakého terminélneho slova. Toto odvodenie je podla lemy 3.1.3 aj odvodenim v Gj.
Potom ale z rovnakého dovodu ako vyssie? je to aj odvodenie v G. Preto z £ vieme v G odvodit
terminalne slovo, q.e.d.

Poznamka 3.1.2 Keby sme poradie krokov vymenili, vyslednd gramatika este nemusi byt redu-
kovand. Vysktsajte si to napr. na priklade 3.1.1. Ak si nevieme zapamiitat spravne poradie, staci
striedavo odstranovat zlé neterminély jedného a druhého typu az kym nedostaneme redukovant
gramatiku. (V lepSom pripade to bude po druhom, v hor§om po tretom kroku.)

Poznamka 3.1.3 Uvedomte si, ze dokaz vety 3.1.6 mohol vyzeraf nasledovne: Striedavo z gra-
matiky odstraniujeme zlé netermindly jedného a druhého typu. Kazdé tspesné odstranenie nam
zmensi pocet neterminélov. Preto po koneénom pocte krokov dostaneme gramatiku, ktora neobsa-
huje z1é neterminaly ani jedného typu. Nas dékaz navyse hovori, Ze redukovant gramatiku nasim
postupom ziskame ,,takmer hned*.

3.2 Stromy odvodenia

Definicia 3.2.1 Induktivne definujme strom s vrcholmi z mnoZiny M :

— Lubovolny symbol x € M je strom.

— Pre lubovolny symbol x € M, lub. k > 0 a stromy Ty, Ts, ..., T aj x(T1)(T2) ... (Tk) je strom.
— Nic¢ in€ nie je strom.

Definicia 3.2.2 Nech G = (N, T, P,o0) je bezkontextovd gramatika, potom kaZdému odvodeniu
E=*w (kde £ € (NUT U{e}), we (NUT)*) v G vieme jednoznaéne priradit strom s vrcholmi
z M = N UT U/{e} nasledovnym induktivnym? postupom:

Odvodeniu & =° ¢ priradime strom &. Odvodeniu € = ¢ priradime strom &().

Nech teraz € = uy ... ux =* v (kde k > 0) je nejaké odvodenie. Vimnime si u; (to je termindl
alebo netermindl). Ked teraz budeme prechddzat nase odvodenie a vyberat len tie kroky odvodenia,
v ktorijch prepisujeme cast vetnej formy, ktord vznikd z u;, dostaneme odvodenie u; =* v;. Pritom
zjavne v = v1...v;. Nech sme odvodeniu u; =* v; priradili strom T;. Potom nd$smu odvodeniu
priradime strom £(T1) ... (Tk).

Takto zostrojeny strom voldme strom odvodenia.

Poznamka 3.2.1 Strom odvodenia si moZete predstavit nasledovne: x je samostatny vrchol,
x(Ty) ... (Tk) je vrchol x, pod ktorym visia (v poradi zlava doprava) stromy T, ..., T}.

Vrcholy stromu, pod ktorymi ni¢ nevisi, volame listy. Indukciou* sa lahko dokaze, ze ked
zoberieme lubovolny strom odvodenia, tak symboly v listoch (¢itané zlava doprava) predstavuji
odvodent vetnu formu.

2Uz vieme, #e ¢ je dosiahnutelny, preto st dosiahnutelné aj vetky neterminaly v tomto odvodenti.
3Alebo ak sa vam viac paci pohlad z opaénej strany, rekurzivnym.
4Napriklad od dizky odvodenia.
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Analogicky sa d4 ukazat, ze strom odvodenia vieme zostrojovat spolu s odvodenim: Jednoducho
ked mame pouzif pravidlo & — wy ... wy, ndjdeme list obsahujici prepisované £ a zavesime pod
neho k vrcholov, obsahujtcich wy, ..., wg. (Resp. jeden vrchol obsahujuci € ak k = 0.)

Poznamka 3.2.2 Uvedomte si, Ze strom odvodenia sme definovali pre jedno konkrétne odvo-
denie v jednej konkrétnej gramatike. Strom odvodenia este neurcuje gramatiku, ba ani odvodenie.
Jednému stromu odvodenia moze zodpovedat viacero roznych odvodeni (lisiacich sa poradim po-
uzitia pravidiel). Toto je vlastne dovod, preco stromy odvodenia definujeme — dve odvodenia v
bezkontextovej gramatike budeme povazovat za rovnaké, ak maji rovnaky strom odvodenia.

Priklad 3.2.1 Nech G = (N = {0,5},T = {a,b},P,0), kde P = {0 = gac |aa | B | e, B —
b}. V tejto gramatike vieme odvodit napr. slovo aaaba. Jedno mozné odvodenie je nasledujtice
(prepisovany netermindl je podé¢iarknuty):

g = oag = cagao = gaflac = aaafag = aaafa = aaaba

Tomuto odvodeniu zodpoveda nasledujici strom odvodenia:

Definicia 3.2.3 Hovorime, Ze bezkontextovd gramatika G je viacznaéng, ok v L(G) existuje
slovo s aspori dvoma réznymi stromami odvodenia. Inak hovorime, Ze G je jednoznacénd.

Priklad 3.2.2 Prikladom viacznaénej gramatiky je G = ({c}, {a, b}, {oc — cacbo | €}, 0). Napri-
klad pre slovo abab lahko nijdeme dva rozne stromy odvodenia. Prikladom jednozna¢nej gramatiky
je G = ({o},{a,b},{oc = acb | },0).

Priklad 3.2.3 Aj gramatika z prikladu 3.2.1 je viaczna¢nd — slovo aaaba vieme odvodit aj nasle-
dovne: g = gao = cgacaoc =* aaaba. Tomuto odvodeniu zodpoveda iny strom odvodenia ako ten
uvedeny v priklade 3.2.1.

Definicia 3.2.4 Hovorime, Ze bezkontextovy jazyk L je jednoznacény, ak ezistuje jednoznacnd
bezkontextovd gramatika G, takd, Ze L = L(G). Inak hovorime, Ze L je vnidtorne viacznaény.

Priklad 3.2.4 Prikladom vntitorne viacznaéného jazyka je jazyk L = {a'b’cF | (i = j) vV (j = k)}.

Poznamka 3.2.3 Idea dokazu, Ze tento jazyk je naozaj vnitorne viacznacny: Kazda z dvoch ¢asti
L si vyzaduje svoj sposob odvodzovania. Ale slova tvaru a™b"c" sa potom daji odvodit dvoma
spOsobmi, lebo nevieme kontrolovat, ¢i nastali obe rovnosti naraz.
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Definicia 3.2.5 Howvorime, Ze odvodenie wy = o = w1 =* w,, je lavgm krajngm odvodenim,
ak plati, Ze v kaZdom kroku odvodenia prepisujeme najlavejsi netermindl vetnej formy. Formdine
povedané, musi platit:

Vi; JteT*, £€N, u,we (NUT); ((E—>w)eEP A w; =tlu A wip1 = twu

Poznamka 3.2.4 Uvedomte si, Ze kazdému stromu odvodenia prislicha prave jedno lavé krajné
odvodenie. (Inymi slovami, jeden strom zodpoveda vela odvodeniam a préve jedno z nich je Tavé
krajné.) Odtial Tahko nahliadneme, ze kazdé slovo z L(G) mé v G (aspon jedno) Tavé krajné
odvodenie. NavySe mozeme podatf alternativnu definiciu jednoznacnej gramatiky: Gramatika je
jednoznacnd, ak kazdé slovo mé jednoznacéné lavé krajné odvodenie.

Priklad 3.2.5 Odvodeniu (a stromu odvodenia) z prikladu 3.2.1 zodpoveda lavé krajné odvodenie

g = gao = aaao = aaacac = aaafac = aaabac = aaaba

3.3 Chomského normalny tvar

Definicia 3.3.1 Hovorime, Ze gramatika G = (N, T, P,c) je v Chomského normdlnom tvare,
ak PC N x (NNUTU{e}).

Poznamka 3.3.1 Motivacia za Chomského norméalnym tvarom: Kazdému odvodeniu v grama-
tike, ktora je v Chomského normalnom tvare, prislicha striktne bindrny strom odvodenia. (Bud
pouzijeme pravidlo tvaru N — NN a dostaneme dva podstromy, alebo pravidlom N — (T'U {e}
vetvu ukonéime.) Ako to uz pri norméalnych tvaroch byva, tato vlastnost sa moze hodit pri doka-
zoch a konstrukciach.

Veta 3.3.1 Ku kaZdej bezkontextovej gramatike G existuje gramatika G’ s riou ekvivalentnd, ktord
je v Chomského normdlnom tvare.

Dokaz. Nech G = (N, T, P,o). Zostrojme najskor gramatiku G; ekvivalentni s G, ktora bude
mat na pravej strane kazdého pravidla bud len (najviac jeden) termindl, alebo len neterminély.
Nech &, | © € T s nové netermindly, nech h je homomorfizmus, ktory je na N identita a Va €
T; h(z) =&,. Potom

Gi=(NU{&, |2 e T}HT, P,o)

P={n—=hw)|(n—>w)eP} U{{—zx|zeT}

Na pravej strane pravidiel G sme teda terminaly nahradili novymi netermindlmi a pridali sme
pravidla, ktorymi ich prepiSeme na povodné termindly. Lahko nahliadneme, ze L(G1) = L(G).
Teraz uz len potrebujeme upravit pravidla, ktoré maji na pravej strane neterminaly, na spravnu
dizku. Pouzijeme konstrukciu podobnii ako v dokaze lemy 2.4.3 o norméalnom tvare reg. gramatik.

Nech k je maximum spomedzi dlzok pravych strdn pravidiel. Nech & a 1, ; (pre p € P,
i€{1,...,k—1}) s nové neterminély. Bude

G = (N.T,P,o0)
N = Nlu{gs}U{LZJp’i|p€P1,i€{1,...,k—1}}

Pritom P’ bude obsahovat pravidld {£, — = | x € T} a {, — . Kazdé pravidlo (n — w) € P,
kde w € NT, nahradime v P’ niekolkymi pravidlami — ak |w| = 2, pravidlo je dobré a nechdme
ho, ak |w| = 1, nahradime ho pravidlom n — wé,, ak |w| > 2, rozdelime ho na niekolko pravidiel
pomocou novych netermindlov ), ;.
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Formélne:

P’ {fe_Hf}

{{s =2 |2zeT}

{n— & | (n— )€ P}

{n—= 192 | (1 = p12) € P11}

= el mr=Mm—=¢1...0o0) €PL A k>2}

{Vri = Pix1Vnip1 | T=M—=01...05) €EPL N E>2 AN ie{l,....k—3}}
{Yr 2 = Gr_1pr | T=M—01...08) €EPL N k>2}

CcC C C CccCccCc

Zjavne G’ je v Chomského normélnom tvare. Dokaz tvrdenia L(G') = L(G) prenechdvame
Citatelovi.

Poznamka 3.3.2 D4 sa definovat aj tzv. prisny Chomského normdlny tvar. Gramatika G =
(N, T, P, o) je v prisnom Chomského normélnom tvare, ak P C {oc = e} U (NxT) U (N x N'N’")
(kde N’ = N\ {¢}). Teda na pravej strane pravidla st bud dva neterminaly alebo jeden termin4l.
(A navySe mame pravidlo o — ¢, ktorym mo6zeme v prvom kroku odvodenia vygenerovat prazdne
slovo.)

Previest dani bezkontextovii gramatiku do prisneho Chomského normaélneho tvaru je o dost
zlozitejSie. Zacneme zavedenim neterminalov &, a £, ako v povodnom dokaze. Vysledna gramatiku
musime odepsilonovat (vid ¢ast 3.4, vratane poznamky 3.4.2). Potom z nej odstrénit chain rules
(vid cast 3.6). Jediny problém potom tvoria pravidld, ktoré maji na pravej strane viac ako dva
netermindly, tie nahradime rovnako ako v pé6vodnom dokaze.

3.4 Bezepsilonové gramatiky

Definicia 3.4.1 Bezkontextovd gramatika G je v bezepsilonovom tvare (je e-free), ak P C
Nx (NuT)*.

Poznamka 3.4.1 Pravidlu £ — & hovorime tieZz epsilonové. Gramatike v bezepsilonovom tvare
skratene hovorime bezepsilonova gramatika.

V tejto Casti ukdzeme, Ze ku kazdej bezkontextovej gramatike existuje ,takmer ekvivalentna®,
ktord nepotrebuje vymazéivat — t.j. neobsahuje epsilonové pravidla. Ekvivalentni gramatiku ne-
musime vediet zostrojit preto, Ze bezepsilonova gramatika nevie vygenerovat slovo € — toto vSak
bude jediny problém.

Veta 3.4.1 K lubovolnej bezkontextovej gramatike G = (N, T, P, o) existuje bezepsilonovd bezkon-
textovd gramatika G’ takd, Ze L(G) \ {e} = L(G").

Dokaz. Nech H = {¢ | ¢ :G>* e} je mnozina vymazédvajacich netermindlov v G. (Lahko ju

zostrojime podobne, ako napr. mnozinu dosiahnutelnych netermindlov v leme 3.1.1.) Upravime
pravidla gramatiky G tak, aby mala moznost tieto neterminély nevygenerovat — to bude mat
rovnaky efekt, ako keby ho vygenerovala a nésledne zmazala.

Napr. ak by sme v G mali pravidld ¢ — 7388 a 8 — &, mdZeme pridat pravidld o — 73 a
o — 7, éim sa pravidlo § — ¢ stane zbytoénym — ked 8 nechceme, nevygenerujeme ju a nemusime
ju potom vymazévat.

Formdlne: Bude G’ = (N, T, P, o), kde
P = {a—>ﬂ1...6k k>0 A Bi€ (NUT)* A Bi...Br#e A

1,1 € Hy (o= BimiBayz - e—18k) € P}
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Ku kazdému pravidlu z P, ktoré méa na pravej strane vymazavajice neterminaly, pridame
vietky jeho verzie, v ktorych niektoré z nich chybaju. (Jediny Specidlny pripad, ktory si treba
uvedomit, je Ze nikdy nepriddvame nové pravidlo £ — €. Toto by nds mohlo napadnif, ak méme
pravidlo tvaru £ — w, kde w € H™. Potom ale aj £ € H, a teda pravidlo £ — ¢ nepotrebujeme
pridat — neterminalu £ sa tieZ vieme zbavit ,0 krok skor®.)

Formélny dokaz, ze L(G) \ {¢} = L(G’) by mohol vyzerat priblizne nasledovne: Nech w # ¢,
w € L(Q). Zoberieme odvodenie w v G. Jemu prislicha strom odvodenia. Ozna¢me v om vsetky
listy obsahujice € a aj vsetky vrcholy, zodpovedajtice netermindlom, z ktorych sa odvodilo slovo
¢. Teraz odstranme vSetky oznadené vrcholy. Dostaneme strom odvodenia w v G'.

Naopak, nech w € L(G"). Zjavne w # . Zoberme odvodenie w v G'. Budeme postupne podla
neho zostrojovat odvodenie w v G. Vzdy, ked sme v G’ pouzili pravidlo w, v G pouzijeme pravidlo,
z ktorého 7 vzniklo. Tym sa ndm moZno vo vetnej forme objavi navySe niekolko neterminélov z
H, tie ale vieme koneénym poc¢tom krokov vymazat a pokracujeme v odvodeni.

Poznamka 3.4.2 Kvoli rieSeniu problémov so slovom ¢ sa niekedy zvykne definovat, ze grama-
tika je e-free, ak mé zaiatoény netermindl o a jej pravidld st podmnozinou {oc — ¢} U N X
((N\{c})UT)". (Teda gramatika bud v prvom kroku vygeneruje ¢, alebo sa sprava ako bezep-
silonové gramatika z nasej definicie.) Takto definované e-free gramatiky zjavne tvoria norméalny
tvar bezkontextovych gramatik.

3.5 Greibachovej normalny tvar

Definicia 3.5.1 Hovorime, Ze bezkontextovd gramatika G = (N, T, P, o) je v Greibachovej nor-
madlnom tvare, ok plati PC N X T(N\{c}UT)* U {0 — ¢}.

Poznamka 3.5.1 Definicia sa d4 jemne sprisnif — mdzeme pozadovat, aby pravidla boli pod-
mnozinou N x T(N \ {c})* U {o — €}. Takyto tvar pravidiel z ndsho dosiahneme nahradenim
termindlov neterminalmi &, (pre x € T') rovnako ako pri konstrukcii Chomského normélneho tvaru.

Poznamka 3.5.2 Motivacia za Greibachovej normalnym tvarom: Ak mame gramatiku v Greiba-
chovej norméalnom tvare, v kazdom kroku odvodenia urcite vygenerujeme aspon jeden terminalny
symbol. Z toho okrem iného vypljva, Ze vieme zhora odhadnif dizku odvodenia Iubovolného slova
w € L(Q).

Definicia 3.5.2 Ak £ je netermindlom gramatiky G = (N, T, P, o), potom &-pravidlom nazveme
kazdé pravidlo (¢ — w) € P. (Teda kaZdé pravidlo s lavou stranou & a lubovolnou pravou stranou.)

Lema 3.5.1 Nech G = (N,T,P,0), nech m = (§( = nw) € P. Nechn — uy | ... | u, su vietky
n-pravidla. Potom G' = (N,T,P’,0), kde P = (P\{r})U{¢ = v;w | 1 <i < n} je ekvivalentnd
sG.

Lema 3.5.2 Nech G = (N, T, P,o) je gramatika, Nech Pe = {§ — w; | 1 < i < n} je mnoZina
vetkych &-pravidiel, ktorych pravd strana zacina netermindlom &. Nech {£ — u; | 1 < j <m} si
zvysné &-pravidld. Nech n je novy netermindl. Potom G' = (N U{n},T, P’ o), kde

P =P\P)U{—um|1<j<m}u{n—-wn|l<i<n}U{n—w |1<i<n}

je ekvivalentnd s G.

Poznamka 3.5.3 Ddkaz oboch liem je trividlny. Ich pouzivanim vo vhodnom poradi upravime
dana bezkontextovi gramatiku do pozadovaného tvaru.

Veta 3.5.3 Ku kaZdej bezkontextovej gramatike G existuje ekvivalentnd gramatika G’ v Greiba-
chovej normdlnom tvare.
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Doékaz. BUNV nech G je v e-free tvare (pozndmka 3.4.2). Ak ¢ € L(G), pravidlo ¢ — € nateraz z
G odstranime, na konci ho do G’ spiif pridame. Prava strana kazdého pravidla v G mé teda dlzku
aspon 1.

Nech G = (N ={&1,...&,}, T, P,o). (Teda Tubovolnym spdsobom si oé¢islujeme neterminély v
G.) Potrebujeme z G odstréanit pravidlé, ktorych pravé strany za¢inaji netermindlom. To spravime
v dvoch fazach. Najskor sa zbavime pravidiel tvaru § — &w, kde 7 > j, nésledne odstranime aj
zvysné zlé pravidla.

Predpokladajme, Ze pravidl4, ktoré maju na lavej strane jeden spomedzi neterminélov &1, ...,
&1 uz s v pozadovanom tvare (vSetky pravé strany &;-pravidiel za¢inaji netermindlom alebo
termindlom s vy$$im éislom). Upravme teraz &;-pravidld do tohto tvaru.

Pomocou lemy 3.5.1 sa postupne zbavime vsetkych pravidiel tvaru & — &w, & — Sw, ...,
&x — &x_1w. Rozmyslite si, Ze ked odstraniujeme pravidlo &, — &w, vietky &;-pravidla uz maji na
zafiatku pravej strany terminal s vy$sim ¢islom alebo neterminal. Preto ked postupom z lemy 3.5.1
odstranime pravidlo &, — &;w, nevzniknt ziadne nové pravidla typov, ktoré sme uz odstranili.

Este potrebujeme odstranit pravidld tvaru & — £pw. Nech &, je novy neterminal, ktory
priddme pri pouziti lemy 3.5.2 na ich odstranenie. (Uvedomte si, ze vSetky &j_,-pravidla, ktoré
pouzitim lemy vznikni, maji na zaciatku pravej strany bud terminél, alebo povodny neterminal.
Tieto pravidl4 teda uz st poZadovaného tvaru.)

Teraz uz jediné z1¢ pravidld v nasej gramatike st tvaru & — ;, kde ¢ < j. Na ich odstrénenie
opit pouZijeme lemu 3.5.1. Lemu postupne pouzijeme na vSetky &,_i-pravidla, &, o pravidla,
atd. (Vsetky &,-pravidla st v poriadku. Ked nahradzame pravidlo & — &;w, vSetky &;-pravidla
uz maju na zaciatku pravej strany termindl, lebo i < j. Po dosadeni teda vzniknid opiit len dobré
pravidl4.)

3.6 Retazcové pravidla (Chain rules)
Definicia 3.6.1 Refazcovym pravidlom (chain rule) nazgjvame kazdé pravidlo z N x N.

Poznamka 3.6.1 Je pomerne lahké zbavit sa chain rules — stac¢i zaviest novy netermindl &, tym
,doplnit* pravu stranu kazdého chain rule a pridat pravidlo £, — . Na takomto rieSeni sa ndm
nepaci okrem iného to, ze pridd do gramatiky epsilonové pravidlo. Pre viacero konstrukcii by bolo
dobré vediet sa zbavit chain rules tak, aby sme gramatiku ,¢o najmenej porusili“. Budeme sa
preto zbavovat chain rules tak, Zze budeme iba vhodne ,,dosddzat® jedno pravidlo do druhého.

Poznamka 3.6.2 Vysvetlime, ¢o sme mysleli slovom ,,dosddzat“ a ukézeme, preco treba dosadzat
vhodne. Nech sa chceme zbavif pravidla & — 1. Jeden mozny sposob je zobrat vSetky pravidla
1 — w; a ,dosadit” ich do pravej strany pravidla & — 1. Dostaneme teda nové pravidla & — w;
a Tahko nahliadneme, Ze pravidlo & — v je uz zbytocné.

Nestad¢i vSak tymto spoésobom v Iubovolnom poradi po jednom odstratiovat chain rules, dosade-
nim nam totiz moézu vzniknit nové a dokonca sa mozeme zacyklif. Vysktsajte si to na gramatike
s pravidlami o — &, £ — 1, ¥ — £. (Odstranenim o — £ nam pribudne o — 9, odstranenim toho
ndm opit pribudne o — £.)

Veta 3.6.1 K [ubovolnej bezkontextovej gramatike G existuje ekvivalentnd bezkontextovd grama-
tika G', ktord neobsahuje chain rules a navyse pravd strana kazdého pravidla v G’ je pravou stranou
niektorého pravidla v G.

Dokaz. Ukazeme konstrukciu zalozend na tedrii grafov. Zostrojme orientovany graf, ktorého vr-
choly sl netermindly nasej gramatiky. Kazdé pravidlo & — 1 znazornime orientovanou hranou z

£ do .
Teraz nech Mg = {¢ | z £ je dosiahnutelny ¢}. Z grafu Tahko zostrojime M pre kazdy £ € N
prehladdvanim (napr. do $irky) v smere hran. Zostrojime G’ = (N, T, P’, o), kde

P={—w|écN AwgN A e M (¥ — w) e P}
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Namiesto kazdého pravidla 1) — w mame teda v G’ pravidla £ — w pre vSetky &, z ktorych sa
(pouZivanim chain rules) dalo odvodit . Chain rules st teda uz zbytoéné — vsetko, ¢o sme vedeli
z Tubovolného netermindlu ¢ odvodit tak, Ze sme ho niekolkokrit prepisali pomocou vhodného
chain rule a potom spravili dalsi krok odvodenia vieme teraz odvodif z £ priamo na jeden krok.
Formalny dokaz spravnosti konstrukcie prenechavame éitatelovi.

Poznamka 3.6.3 Predchadzajicu konstrukciu vieme spravit aj ina¢, navyse v pripade, Ze gra-
matika obsahuje cyklické chain rules sa ndm podari zredukovat pocet jej neterminélov.
Mnozinu neterminalov M budeme volat mnoZina ekvivalentngch netermindlov, ak

Ve e M, Yu,v € (NUT)"; 0 =" ubv <— o =" uv

Zjavne jazyk generovany (G sa nezmeni, ak vSetky netermindly nejakej mnoziny ekvivalentnych
neterminalov nahradime jednym novym neterminalom.

V naSom grafe ndjdeme silno suvislé komponenty. Zjavne kazdy silno suvisly komponent S je
mnozina ekvivalentnych neterminalov — totiz

V& eS =Y AN =T E

Neterminaly z kazdého silno suvislého komponentu teda nahradime jednym novym neterminalom
a nasledne z gramatiky odstranime vSetky pravidla tvaru £ — &.

Takto dostaneme gramatiku G’. Jej zodpovedajuci graf chain rules je uz acyklicky. Na odstra-
nenie zvy$nych chain rules sta¢i spractvat vrcholy ,,odspodu“ v topologickom usporiadani. Aby
sme sa zbavili pravidla & — v, stadi ,dosadit” pravidla z uz spracovaného neterminalu 1. Teda
priddme pravidld £ — w (kde (¢ — w) € P’) a vyhodime pravidlo £ — .

3.7 Zasobnikové automaty

Najvicsim obmedzenim kone¢ného automatu bola jeho konecéné paméit. Pokiisme sa ho ,vylepsit“
tak, ze mu dame k dispozicii jeden nekoneény zasobnik.’

Definicia 3.7.1 Nedeterministicky zdasobnikovy automat je 7-ica A = (K, 3, T, 6, qo, Zo, F),
kde K je konecnd mnoZina stavov, 3 je konecnd abeceda vstupnych symbolov, I' je konecnd abeceda
zdsobnikovych symbolov, Zy € T' je symbol, ktory je v zasobniku na zaciatku vypoctu, FF C K je

mnozina akceptaénych stavov a 6 : K x (LU {e}) xI' — 2kKOle* je prechodovd funkcia.

Poznamka 3.7.1 2%  je mnozina vSetkych koneénych podmnozin mnoziny X. V nafom pripade
to znamenad, ze v lubovolnej situdcii ma automat len koneéne vela moznosti, medzi ktorymi sa musi

rozhodniit.

Poznamka 3.7.2 Vsimnime si, Ze podla nasej definicie §-funkcie bude zdsobnikovy automat mu-
siet v kazdom kroku ¢itat pismeno zo zasobnika. To ale znamend, Ze ak sa mu niekedy pocas
vypoctu zasobnik vyprazdni, automat sa zasekne. Zaciatoény zasobnikovy symbol Z; je teda v
zasobniku (aj) preto, aby sa automat nezasekol hned na zaciatku vypoctu.

Definicia 3.7.2 Konfiguraciou nedeterministického zdsobnikového automatu nazgvame trojicu
(¢, w,s), kde g € K je aktudlny stav, w € ¥* nepreditand cast vstupného slova a s € T'* obsah
zasobnika.

Definicia 3.7.3 Krokom vypocdtu nedeterministického zdsobnikového automatu A nazgvame re-
laciu F4 na mnozZine konfigurdcii definovani takto:

(¢,au,sZ) Fa (p,u,st) < (p,t) € 6(q,a,2)
kdep,ge K,ae X U{e}, Z€T, s,teI™

5Datova struktira s operaciami push (vloz prvok) a pop (vyber najneskér vlozeny prvok).
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Poznamka 3.7.3 Automat teda funguje tak, Ze v jednom kroku vypoctu vyberie jedno pismeno
zo zasobnika, precita najviac jedno pismeno zo vstupu, podla prislusnej ¢asti 6-funkcie sa rozhodne,
ako zmeni stav a aké symboly vlozi na vrch zasobnika.

Poznamka 3.7.4 V literature vladne nejednotnost ohladom toho, ¢i vrch zasobnika pisat vlavo
alebo vpravo. My pouzivame notaciu, v ktorej je vrch zasobnika vpravo.

Na rozdiel od koneénych automatov mdme na tomto mieste dve moznosti, ako definovat jazyk
akceptovany zasobnikovym automatom. Prva z nich je rovnaka ako u kone¢nych automatov, t.j.
povazovat za akceptované slovo také, po preéitani ktorého sa automat vie dostat do akcepta¢ného
stavu. Druhd moznost je taka, Ze za akceptované slovo povazujeme také, po preéitani ktorého sa
vyprazdni zasobnik.® Neskor dokazeme, Ze rozhodnutie, ktort z tjchto definicii pouzit neovplyvni
silu nedeterministického zasobnikového automatu.

Definicia 3.7.4 Jazyk akceptovany zdsobnikovym automatom A akceptacéngm stavom je mno-
Zina L(A) ={w | 3gr € F, s €T*; (qo,w, Zo) F% (qr.€,9)}

Definicia 3.7.5 Jazyk akceptovany zdsobnikovym automatom A prdézdnou pamdtou je mno-
Zina N(A) ={w | 3¢ € K; (qo0,w, Zo) % (q,¢,¢)}.

Poznamka 3.7.5 Niekedy sa pouziva konvencia, ze ak F' # (), tak L(A) je jazyk akceptovany
stavom, ak F' = (), tak L(A) je jazyk akceptovany prazdnou paméitou.

Z definicie zasobnikovych automatov priamo vyplyva, zZe ich sila nie je mensia ako sila ko-
neénych automatov. Zatial vSak eSte nevieme ani to, ¢ je vicSia. Nasledujuci priklad ukazuje, ze
ano.

Priklad 3.7.1 Zostrojime zdsobnikovy automat pre jazyk L = {a™b™ | n > 0}, o ktorom vieme,
Ze nie je regularny.
Nag automat bude akceptovat L prazdnou pamiitou. Bude

A= (K = {qa7qb}72 = {a7b}7F = {Zv A},(S,QmZ,F = Q))

6(gara, X) 2 (ga, XA) (VX €T)
6(¢a:0,4) > (av,¢)

6(qv:0,4) > (av,€)

6(q,,2) > (g,¢) (Vg€ K)

Myslienka: V stave ¢, ¢ita pismend a a na zésobnik ddva symboly A. Ked pride prvé b, zmeni
stav na gp. Vzdy, ked chce precitat zo vstupu b, musi zo zdsobnika vyhodif jedno A. Ked mé na
vrchu zasobniku Z, moZze ho vymazat. Ak vymaze Z skor ako na konci slova, zasekne sa. Aby ho
ale mohol vymazat na konci slova (a teda akceptovat), zjavne musel precitat najskor niekolko a,
potom tolko isto b.

Poznamka 3.7.6 Zisobnikové automaty budeme oznacovat skratkou PDA (z anglického push-
down automaton). Nezabudajte, ze nami definovany PDA je nedeterministicky. (Ked neskor defi-
nujeme aj deterministicky zasobnikovy automat, budeme ho oznacovat DPDA. Ak by mohlo dojst
k omylu, budeme o PDA hovorit ako o ,nedeterministickom PDA“.)

6Keby sme chceli byt puntickari, je tu este tretia moznost — automat musi sicasne vyprazdnit zasobnik a prejst
do akceptac¢ného stavu.
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3.8 Ekvivalencia medzi akceptaciou prazdnou pamifou a
akceptaé¢nym stavom

V tejto chvili sa dostdvame na miesto, kde (ako sme slubili) ukdZeme, Ze je v principe jedno, ¢i
akceptujeme prazdnou pamétou alebo akceptujicim stavom.

Veta 3.8.1 K lubovolnému zdsobnikovému automatu A = (K,%,T,0,q0, Zo, F') existuje zdsobni-
kovy automat A’ taky, Ze N(A") = L(A).

Doékaz. Myslienka konstrukcie: Simulujeme A. Ak A akceptoval, prejdeme do nového stavu, v
ktorom vyprazdnime zasobnik.

Nech ¢, je novy stav, Z) novy zasobnikovy symbol. Potom zostrojime automat A’ nasledovne:
Bude A’ = (K' = KU {q.},%,T,¢, qo, Z), F' = 0), kde:
' (q0.2, 24) = { (a0, Z50)}
Vge K, Ve e XU {e}, VZ €T ¢§(q,x,Z) obsahuje 6(q, z, Z)
Yge F,YZ eT; §(q,e,Z) 3 (., Z)
VZ eTl; §(qz¢,Z) = {(gz:¢)}

Ak A akceptoval w stavom, znamend to, Ze existoval vypocet (qo,w, Zo) F% (¢r,¢,x), kde
gr € F a x € I'*. Potom ale v A’ existuje akceptacny vypodet

(Q(),U}, Z(l)) l_A' (QO7wa Z(I)Z0> |_j<4’ (QF7€,Z(/)$> I_A' (q27€a Z(/).I') }_2’ (QZ757€)

Naopak, ak A" akceptoval w prazdnou paméitou, musel skonéit v ¢, (lebo v inom stave nevie
zo zésobnika vyhodit Zj) a docitat vstupné slovo. V okamihu, ked presiel do ¢,, mal prec¢itané
vstupné slovo a bol v stave, ktory je v A akceptacny. Lahko nahliadneme, Ze vypoctu do tohto
okamihu zodpoveda akceptaény vypocet A na w.

Veta 3.8.2 K lubovolnému zdsobnikovému automatu A existuje zdsobnikovy automat A’ taky, Ze
N(A) =L(A).

Dokaz. Analogicky ako v predchddzajicej vete. Uvedieme len myslienku konstrukcie. Opét pri-
déme na spodok zasobnika novy zasobnikovy symbol. Ked teraz A’ vidi na vrchu zdsobnika tento
symbol, simulovany automat A mé prazdnu pamiit. Automat A’ teda prejde do nového akceptac-
ného stavu. Ak uz docital vstupné slovo, akceptuje, inak sa zasekne.

3.9 Ekvivalencia bezkontextovych gramatik
a zasobnikovych automatov

V tejto cCasti vyriesime otazku sily zdsobnikovych automatov — ukdzeme, ze st rovnako silné ako
bezkontextové gramatiky.

Veta 3.9.1 K [ubovolnej bezkontextovej gramatike G = (N, T, P, o) existuje zdsobnikovy automat
A, ktory akceptuje L(G) prdazdnou pamditou.

Doékaz. Myslienka: Automat bude obsahovat iba jeden stav, mnozina zdsobnikovych symbolov
bude N UT. Budeme nedeterministicky hddat a simulovat lavé krajné odvodenie vstupného slova
w v G, priom na zasobniku ,zhora nadol“ budeme maf nespracovant ¢ast vetnej formy. (Na
zaciatku je tam teda netermindl o.) Automat bude pracovat nasledovne: Ak na vrchu zdsobnika
uvidi neterminal £, vyberie ho a nahradi ho reverzom pravej strany uhadnutého &-pravidla. Ak
na vrchu zasobnika je termindl, prekdza nam, lebo nemodzeme pokracovat v odvadzani. Vieme sa
ho ale zbavit. Totiz tento termindl by uz zostal na zaciatku vetnej formy uloZenej v zdsobniku az
do konca odvodenia. To ale znamené, Ze sa musi rovnat prvému doteraz nepreéitanému pismenu
vstupného slova. Ak 4no, automat ho vyhodi a pokracuje v odvadzani dalej. Ak nie, automat sa
zasekne.
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Formélne: Bude A = (K ={¢},X =T, = NUT,d,q,0, F = (), pri¢om:

8(q.€,8) = {(gw")| (€ = w)e P}
0(g,z,x) = {(g€)} (VeeT)

Indukciou by sa lahko dokéazalo, Ze (¢, uv, o) F* (q,v,w) prave vtedy, ked o :G>* uw?. Z toho
uz priamo vyplyva rovnost N(A) = L(G).

Veta 3.9.2 Nech A je zdasobnikovy automat. Potom ezistuje bezkontextovd gramatika G takd, Ze
L(G) = N(4).

Dokaz. Nech A = (K, %, T, 4, qo, Zo, D) je zasobnikovy automat, ktory akceptuje jazyk L prazdnou
pamitou. Ukézeme, ako zostrojit bezkontextovi gramatiku generujacu L.

Potrebujeme vygenerovat mnozinu vSetkych slov, na ktoré mohol v A prebehnuf akceptacny
vypocet. Na to ale potrebujeme presnejsie vediet, ako taky vypocet vyzerd. Pozrime sa na konfi-
guraciu C niekde uprostred akceptacného vypoctu. Sme v nejakom stave g,, na zasobniku méame
alebo sa prave o jedna zmensi. Automat ale akceptuje prdzdnou paméfou, teda skor ¢i neskor
musi vSetkych k znakov zo zdsobnika ,vyzrat“.® Ale vyZierat ich méze iba po jednom. Preto sa
skor ¢i neskor vyskytne konfigurdcia D, kde je prvykrat na zasobniku len k — 1 znakov (a sme v
nejakom stave gy).

Vsimnime si kus vypoctu, ktorym automat presiel z konfiguracie C do konfiguracie D. Tento
isty kus vypoctu moéze prebehnif kedykolvek, ked sme v stave ¢, a na vrchu zdsobnika je Zj.
(Totiz k znakom pod Zj sme sa eSte nedostali.) Vysledok tohto kusu vypoctu bude ten, ze Z
»vyZerieme® zo zasobnika a skon¢ime v stave g, .

A na tomto poznatku zalozime konstrukciu nasej bezkontextovej gramatiky. Jej neterminaly
budu trojice [¢z, Z,qy], kde ¢,q, € K, Z € T'. Pritom budeme chcietf, aby sa z neterminalu
[9s, Z, qy] dali odvodit prave tie slovd w, na ktoré mohol prebehnit vyssie uvedeny kus vypoétu
— na zaciatku sme v stave ¢, na vrchu zdsobniku je Z, na konci sme v stave g, a zasobnik je
prvykrat o jedno nizsi.

Stav ¢y, Z, ¢,] budeme teda ¢itat ,sme v stave ¢,, vyZerieme Z a skonéime v ¢,“.

Ale ¢o s pravidlami, odkial sa vezma? Predsa vzniknu podla d-fcie automatu A. Podme zostrojit
pravidla, na ktorych lavej strane bude neterminél [¢., Z,¢,]. Ako mohol vyzerat hladany kus
vypocétu? V prvom kroku sme museli pouzit niektort z moznosti, ktoré ndm pontka 6(g., Z, s) pre
seXU{e}.

Nech napriklad (q,, ABC) € §(q, Z, a). Potom hladany kus vypo¢tu mohol vyzerat nasledovne:

e Precitali sme a zo vstupu, Z zo zasobnika. Zmenili sme stav na ¢,, na zasobnik sme postupne
vlozili A, B, C. Tieto symboly teraz potrebujeme v nasom kuse vypoctu zo zésobnika vyzrat.

e Preto nasleduje kus vypoctu, kde zac¢iname v ¢, vyzerieme C a skon¢ime v nejakom q;.

e 7 q; vyzerieme B a skonc¢ime v nejakom ¢s.

e No a z g2 vyZerieme A a skonéime v g,, v ktorom méame skonéit. (Neterminal, pre ktory
hladdme pravidla, je [gz, Z, gy, t.j. nas kus vypoétu konéi v g,.)

Preto pre tento ,riadok“ d-fcie dostavame v zostrojovanej gramatike sadu pravidiel

[Qm7Z>Qy] — a[QzaC7 CIl][QlaBa%HCI%A»Qy] (VQ1»Q2 S K)

(Chceme vygenerovat vsetky slova, na ktoré sme z g, mohli vyzrat Z a skonéit v g,. V prvom
kroku odvodenia sa vlastne rozhodneme, ako vyzeral prvy krok vypoctu a cez ktoré stavy sme isli
pri vyzierani toho, ¢o nam ten prvy krok nahadzal na zasobnik.)

Speciélne ak napr. (¢.,¢) € §(q., Z,a), vieme Z vyzrat priamo na jeden krok, pri ktorom ¢itame
a a skonéime v ¢,. Preto ndm v gramatike pribudne pravidlo [¢,, Z, ¢.] — a.

7Vrch zasobnika je napravo, teda na vrchu je Zj.
8Slovo wyzrat je natolko nazorné, ze v dalsom texte ho budeme pouzivaf bez ostychu a tvodzoviek.
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Jazyk L st vlastne tie slova, pre ktoré vieme v stave qg vyzrat zo zdsobnika symbol Z; a
skonéit v Tubovolnom stave. Preto si priddme do naSej gramatiky pociatoény neterminal o a
pravidla o — [qo, Zo, q], kde ¢ € K. V prvom kroku odvodenia sa teda rozhodneme, v akom stave
skon¢ime a nésledne vygenerujeme slovo, na ktoré moze zodpovedajuci kus vypocétu prebehnut.

Formélna konstrukcia: Nech A = (K, 2, T, 4, qo, Zo,?). Potom zostrojime G = (N, T, P, o), kde
N=(KxI'xK)U{c}, T=%Xa

P = {[(I,va]—>5E[T7Zk7Q1][Q17Zk717Q2}---[Qkfhsz]
’ xe(XU{e) ANE>2 AN (rZ1...Z,) €6(q,2,Z) A p,qiEK}
U {[q,Z,p]—)a:[r,Zl,p] ‘ ze(SUfe)) A (n21) (g, Z) A peK}

U {[q,ZJ‘]—)LU ‘ ze (XU{e}) A (T,a)eé(q,x,Z)}

3.10 Uzaverové vlastnosti bezkontextovych jazykov

V tomto odseku sa budeme venovat otdzkam uzavretosti triedy bezkontextovych jazykov na za-
kladné operécie. Uvedomme si, ze pri dokazoch mézeme vyuzivat ako bezkontextové gramatiky, tak
aj zasobnikové automaty. Zopakujme si, ze triedu vSetkych bezkontextovych jazykov oznacujeme
ZLor.

Veta 3.10.1 Lo je uzavretd na zjednotenie.

Dokaz. Analogicky ako vo vete 2.6.1 pre regularne jazyky. Ked médme bezkontextové gramatiky
pre jazyky Li, Lo (s disjunktnymi mnoZzinami neterminélov a so zaciato¢nymi netermindlmi oy,
02), bezkontextovi gramatiku pre ich zjednotenie zostrojime tak, Ze priddme novy zadiatoény
netermindal o, v ktorom sa rozhodneme, ¢i vygenerujeme slovo z prvého alebo druhého jazyka.
(Teda pribudntt ndm pravidld (o — o7 | 02).)

Veta 3.10.2 Zcr je uzavretd na zretazenie.

Dokaz. Myslienka je rovnakéd ako pri zjednoteni, len namiesto pravidla (¢ — o1 | 02) priddme
pravidlo (o — o102).

Veta 3.10.3 Zor je uzavretd na iterdciu.

Dodkaz. Zostavame pri ,,dékazoch na jedno kopyto®. Nech bezkontextova gramatika pre povodny
jazyk je G = (N, T, P, o). Priddme novy zaciatoény neterminél £ a pravidla & — o€ | e.

Lema 3.10.4 Jazyk L = {a"b"c™ | n > 0} nie je bezkontextovy.

Poznamka 3.10.1 Dopustime sa prehresku voc¢i matematickej kultire a toto tvrdenie dokazeme
az v Casti 3.11, ked budeme maft na to dostato¢ny aparat.

Veta 3.10.5 ZLor nie je uzavretd na prienik.

Doékaz. Jazyky L1 = {a'b'c/ | i,5 > 0} a Ly = {a'b’c? | i,j > 0} st zjavne bezkontextové, ich
prienik vSak bezkontextovy nie je.

Veta 3.10.6 Zor je uzavretda na prienik s requldrnym jazykom.

Doékaz. Jeden pohlad na to, kde bol problém pri uzavretosti .-Zcr na prienik je nasledovny: Zasob-
nikovy automat nedokaze (pomocou jedného zasobnika) simulovat dva zasobnikové automaty. Ked
robime prienik bezkontextového a regularneho jazyka, simulované automaty uz maji dokopy len
jeden zasobnik. Preto simulacii uz ni¢ nestoji v ceste. Konstrukcia bude podobna ako pri prieniku
dvoch regularnych jazykov, iba navySe musime simulovat aj pracu so zasobnikom.
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Formalne: Nech A1 = (Kl, E,Fl, 61,Q017F1 je PDA, Ag = (KQ, 2,52, q02, Fg) je DKA. Zostro-
jime PDA A taky, ze L(A) = L(Al) N L(AQ) Bude A = (K, E,F1,57 [qu, qOQ], F), kde:

K = K xK,
F = F| xFy

(a1, g2z, 2) = {([p1,p2),w) | p2 = d2(q2, ) A (p1,w) € 01(q1,2,2)} (Vx € X)

§(la1,2).e.2) = {(lp1,q2sw) | (p1,w) € d1(q1,¢, 2)}

Dokaz, ze naozaj L(A) = L(A;) N L(As) je trividlny — k akceptaénému vypoctu A Tahko
zostrojime zodpovedajiuce akceptacné vypocty v oboch A; a naopak.

Veta 3.10.7 Lcr nie je uzavreta na komplement.

Dodkaz. Sporom. Nech je uzavreta na komplement. Vieme, Ze je uzavreta aj na zjednotenie. Potom
ale vdaka de Morganovym zakonom (L; N Ly = (L U LS)%) je uzavreta aj na prienik, ¢o je spor.

Priklad 3.10.1 Uvedieme aj jeden (moZno prekvapivy) priklad. Z lemy 3.10.4 vieme, Ze jazyk
L ={a™b"c" | n > 0} nie je bezkontextovy. Jeho komplement vSak bezkontextovy je. (Rozmyslite
si, pre¢o. Hint: Nedeterministicky si tipneme, preco vstupné slovo nepatri do L.) Nasli sme teda
bezkontextovy jazyk (LY), ktorého komplement nie je bezkontextovy.

Veta 3.10.8 Zor je uzavretd na homomorfizmus.

Dokaz. Rovnako ako u reguldrnych jazykov — ked mame gramatiku G a homomorfizmus h, zo-
strojime G’ tak, ze kazdy vyskyt termindlu x v pravidlach nahradime slovom h(z). Zjavne bude
L(G") = M(L(G)).

Veta 3.10.9 Zcr je uzavretd na inverzny homomorfizmus.

Dokaz. Opit zafunguje rovnaky postup ako u regularnych jazykov. Nech L je bezkontextovy
jazyk, A PDA, ktory ho akceptuje, h homomorfizmus. Potom PDA A’ pre h=!(L) bude vyzerat
nasledovne:

A’ mé o kazdom slove w, ktoré dostane na vstupe, zistit, éi h(w) € L. Nech k = max,ex, |h(z)].
Kazdé pismeno w ndm teda h zobrazi na najviac k pismen. N4S automat si bude paméitat v stave
slovo konecnej velkosti < k. Vzdy, ked precita pismeno zo vstupu, naplni si tito paméf obrazom
precitaného pismena. Na pismendch tohto obrazu simuluje A (bez toho, aby ¢ital zo vstupu). Ked
sa mu pamiit vyprazdni, preéita dalsie pismeno zo vstupu (zdsobnik pri tomto kroku nezmeni).

Veta 3.10.10 Zcr je uzavretd na reverz.

Dokaz. Ked chceme zostrojit gramatiku pre reverz bezkontextového jazyka L, staci zobrat gra-
matiku pre L a reverznuf v nej vSetky pravé strany pravidiel.

Poznamka 3.10.2 Uvedomte si, Ze pri regularnej gramatike sme si toto nemohli dovolit, vyslednd
gramatika by nebola regularna.

3.11 Pumpovacia lema pre bezkontextové jazyky

Poznamka 3.11.1 Téato veta sa v literatire tieZ oznacuje ako p — g¢-lema, alebo tieZz lema o
vkladani. Podobne ako pri pumpovacej leme pre regulérne jazyky péjde o nastroj, pomocou ktorého
budeme o niektorych jazykoch vediet ukdzat, Ze nie si bezkontextové.

Veta 3.11.1 (pumpovacia lema) K lubovolnému L € ZLeor existuji isla p, q také, Ze pre kaZdé
w € L také, Ze |w| > p existuji u, v, x,y, z také, Ze

1. w=uvzyz
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2. Jvzy| < q
3. Juy| > 1
4. Vi >0; wirylze€ L

Poznamka 3.11.2 Vsimnite si, Ze ak leme vyhovuju hodnoty p, ¢, tak vyhovuju aj hodnoty r,
r, kde r = max(p, ¢). Mohli sme teda aj tito lemu vyslovit s jednou premennou (podobne ako u
reguldrnych jazykov). Z historickych dévodov sa ale zvykne uvadzat v tejto podobe.

Dodkaz. Nech G je bezkontextova gramatika generujica L. BUNV predpokladajme, ze G je e-free
a neobsahuje chain rules. Nech dlzka najdlhsej pravej strany pravidla v G je k. Potom kazdy strom
odvodenia, v ktorom najhlbsi neterminal je v hibke najviac h, je stromom odvodenia nejakého slova
dlzky najviac k"' Inymi slovami, ked zoberieme p = k!Vl, tak (kazdy) strom odvodenia kazdého
slova z L(G) dlhsieho ako p m4 nejaky neterminél v hibke asponi |N|.

Majme teraz pevné w € L(G), |lw| > p a pevny strom jeho odvodenia. Zoberme v fiom [ubovolna
najdlhsiu cestu z korefia do listu. Podme po nej odspodu. Vdaka tomu, Ze obsahuje aspoii [N |+ 1
neterminalov a Dirichletovmu principu sa nam skor ¢i neskor niektory neterminal zopakuje. Nech
& je prvy takyto neterminal.

Vynechajme zo stromu odvodenia podstrom A s koreniom vo vys$Som z najdenych dvoch vy-
skytov £. Dostdvame odvodenie o =* uz. Podobne ked zo stromu A vynechdme podstrom B s
koreriom v nizsom vyskyte z, dostavame odvodenie £ =* v€y. Podstrom B zodpoveda odvodeniu
=" .

Teraz ale vieme zostrojit odvodenia novych slov z L(G). Cast odvodenia ¢ =* v€y totiz moézeme
pouzit Tubovolne vela krat, ¢im vygenerujeme niekolko képii slov v a y. Formalne teda:

o =% ubz = wbyz =% = uw'tytz = wlty'z

i krat
Vdaka tomu, Ze G je e-free a neobsahuje chain rules, slovd v a y nemdzu byt obe prazdne.
Najhlbsi neterminél v strome A je v hibke najviac | N|, preto dlzka slova vzy je najviac ¢ = kVI+1,

Priklad 3.11.1 UkéZeme, ze jazyk L = {a"b"c™ | n > 0} nie je bezkontextovy.

Sporom. Nech teda existuji p, ¢ z pumpovacej lemy. Zoberme slovo w = aPta+7pp+a+7cp+a+7,
Toto slovo je urcite dlhsie ako p. Ale v Tubovolnom pripustnom rozdeleni w na u, v, x,y, z musi
byt |vzy| < ¢. To ale znamen4, Ze vzy nemdze naraz obsahovat znaky a, b aj c. Potom ale v slove
uv?xy?z nemozu byt rovnaké poéty a, b a c, a teda wv?xy?z € L, &o je spor.

Priklad 3.11.2 UkéZeme, ze jazyk L = {w#w | w € {a,b}*} nie je bezkontextovy.

Sporom. Nech teda existuji p, ¢ z pumpovacej lemy. Citatel Tahko overi, Ze staci zobrat slovo
w = agPtatdppratiggpratipptatd To splia podmienku z pumpovacej lemy, ale neda sa nijako
rozdelit a napumpovat, ¢o je hladany spor.

Priklad 3.11.3 Ukézeme, 7e jazyk L = {w | w € {a,b,c}* A #4.(w) = #p(w) = #.(w)} nie je
bezkontextovy.

Opit sporom. Nech L je bezkontextovy. Trieda bezkontextovych jazykov je uzavreta na prienik
s regularnym jazykom, preto musi byt bezkontextovy aj jazyk L' = LN {a’bc* | i,j,k > 0}. Ale
zjavne jazyk L' = {a™b"c" | n > 0} bezkontextovy nie je, ¢o je spor.

Poznamka 3.11.3 Rovnako ako pri regularnych jazykoch je tdto pumpovacia lema len nutnou
podmienkou bezkontextovosti jazyka, nie postacujiucou. Existujua nebezkontextové jazyky, ktoré
podmienky z lemy spliiaji.

Jednym z nedostatkov je skutoénost, Ze niektoré nebezkontextové jazyky maji cast, ktord je
bezkontextova, a teda sa d4 pumpovat. Tento problém scasti riesi silnejsia Ogdenova lema, ktora
nam umozni priblizne $pecifikovat, kde v slove sa ma pumpované ¢ast nachadzat.

Priklad 3.11.4 Zostrojime jazyk, ktory nie je bezkontextovy, ale spliia podmienky z pumpovacej
lemy. Vieme, ze jazyk L = {a™b"c" | n > 0} nie je bezkontextovy. Zoberme teda jazyk L' =
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{a"b"c™d™ | n > 0,m > 1}, ktory zjavne tiez nie je bezkontextovy. Teraz v pumpovacej leme staci
pre Tubovolné slovo w zobrat u = a™b"c", v = d, x = y = € a z rovné zvysku slova. Pridanim
d-¢ok dostaneme opit slovo z nasho jazyka. Kazdé slovo teda vieme napumpovat. Alebo nie?

Kde je problém? My sme zatial ukazali, ze kazdé slovo vieme napumpovat na i-tu, kde ¢ > 0.
Problém je v tom, ze aj slovo uv’xry’z = urz musi patrit do nasho jazyka. A tu s neprijemnym
prekvapenim zistime, ze slovo a™b"c"d ,na nulti“ napumpovat nevieme. Tento drobny nedostatok
musime nejako zaplatat.

Zoberme trochu zlozitejsi jazyk L” = L' U {w | w € {a,b,c}*}. Lubovolné slovo z L’ vieme
napumpovat postupom popisanym vysSie, pri¢om slovd tvaru a™b"c"d napumpované ,na nulta“
teraz padnt do novej Gasti jazyka. A Tubovolné slovo z novej Casti jazyka zjavne zostane v tejto
Casti jazyka, nech ho rozdelime a napumpujeme akokolvek (urcite dostaneme opét nejaké slovo
obsahujtce len pismend a, b, ¢). Pre tento jazyk teda plati pumpovacia lema.

Na druhej strane, tento jazyk nie je bezkontextovy. Vieme, zZe trieda bezkontextovych jazykov
je uzavretd na prienik s reg. jazykom. Keby teda bol L” bezkontextovy, bol by bezkontextovy aj
jazyk L" N {a'bickd | 4,7,k > 0} = {a"b"c"d | n > 0}. Tento jazyk viak bezkontextovy zjavne
nie je. Preto ani L” nie je bezkontextovy, q.e.d.

Veta 3.11.2 (Ogdenova lema) Pre lubovolny bezkontextovy jazyk L existuje ¢islo n také, Ze pre
kazdé w € L, |w| > n a pre kazdé oznacenie n alebo viac symbolov v slove w existuji u,v,x,y, z
take, Ze

1. w = uvzyz

2. vxy obsahuje najviac n oznacenych symbolov
3. vy obsahuje aspornt 1 oznaceny symbol

4. ¥i>0; wizy'z € L

Doékaz. Myslienka je podobna ako pri dékaze pumpovacej lemy. Uvedieme preto len odlisné miesta
dokazu. Kedze L je bezkontextovy jazyk, existuje gramatika G v Chomského normélnom tvare,
ktord ho generuje. Opét si vSimnime strom odvodenia slova w. V flom nazveme vrchol vetviacim
bodom, ak obe jeho podslova obsahujii oznacené pismend. Kedze w obsahuje aspoil n oznacenych
bodov a kazdy vetviaci bod ma prave dvoch synov, existuje cesta z korena do niektorého listu,
na ktorej lezi aspon log, n vetviacich bodov. Ak by sme zvolili 2INIH1 hotom na tejto ceste buda
existovat dva rovnaké netermindly vo vetviacich bodoch. Dalej postupujeme rovnako ako v dokaze
pumpovacej lemy.

Priklad 3.11.5 Zoberme jazyk, o ktorom sme uz ukazali, Ze pumpovaciu lemu splia:
L={a"b"c"d™ | n,m >0} U {w]|we{a,bc}"}

Pomocou Ogdenovej lemy ukazeme, Ze tento jazyk nie je bezkontextovy.

Sporom. Nech existuje n. Zoberme slovo a™b"cd™ a ozna¢me v fiom vsetky pismend a. Uka-
7eme, Ze toto slovo nevieme pripustne rozdelif a napumpovat na druhd, ¢o bude hladany spor.
Totiz: Zjavne ak bude niektord z pumpovanych ¢asti obsahovat dve rézne pismend, po napumpo-
vani na druht ,sa nam pismena pomiesaju“ a zjavne dostaneme slovo, ktoré nepatri do L. Kazdé
z dvoch pumpovanych podslov teda musi byt tvorené len rovnakymi pismenami. Pumpované cast
musi obsahovat aspoii jeden oznaceny symbol a, a teda jedno z dvoch pumpovanych slov je tvo-
rené samymi pismenami a. Preto vo w napumpovanom na druht bude symbolov a viac ako n.
Neméame ale ako zabezpecit, aby aj symbolov b a ¢ bolo rovnako, a teda ani teraz napumpované
slovo nebude patrit do L.

Vsimnite si, Ze na rozdiel od pumpovacej lemy (kde vznikol problém, lebo sa dali pumpovat
symboly d) sme vhodnym oznadenim symbolov ,donttili lemu“ pumpovat ta cast slov, vdaka
ktorej jazyk nie je bezkontextovy.

Poznamka 3.11.4 Vsimnite si, Zze pumpovacia lema je Specidlnym pripadom Ogdenovej lemy.
Dostaneme ju, ak vo vybranom slove oznac¢ime vsetky symboly.
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3.12 Zistenie prislusnosti slova do bezkontextového jazyka

Bezkontextovymi gramatikami ¢asto Specifikujeme syntax programovacich jazykov. Pri kompilécii
programov napisanych v tychto jazykoch je jednou z najdolezitejsich otazok efektivne parsovanie
— pre dané slovo (=program) zistit, ¢i patri do jazyka vSetkych korektnych programov a ak éno,
tak ndjst jeho jedno mozné odvodenie.

Uvedieme algoritmus Cockeho, Youngera a Kasamiho (zndmy ako ,algoritmus CYK*), ktorym
vieme? zistit, ¢ dané slovo w patri do jazyka generovaného danou gramatikou G. Tento algoritmus
pouziva myslienku dynamického programovania.

Ak w = g, iba zistime, ¢i je 0 v mnozine vymazavajicich neterminédlov a skon¢ili sme. Nech teda
W= wi...wy,, kde n > 0. Gramatiku G prevedieme do prisneho Chomského normalneho tvaru.
Budeme postupne vo vhodnom poradi konstruovat mnoziny neterminalov N; ; (kde 1 <i < j <n)
také, ze

ﬁENiJ — =7 Wy - . . Wy

Pritom pri konstrukeii IV; ; budeme vyuzivat skor vytvorené mnoziny.

Mnoziny N; ; budeme zostrojovaf usporiadané podla hodnoty (j — ¢), t.j. neskor zostrojené
mnoziny budi zodpovedat dlhsim podslovam slova w.

Vdaka tvaru gramatiky G vieme lahko zostrojit kazdd mnozinu N;; — je to mnozina tych &,
pre ktoré v G existuje pravidlo £ — w;.

Ako teraz zostrojift mnozinu N, ;, ak uz pozndme mnoziny zodpovedajice vSetkym krat$im
podslovam? Chceme néjst vietky netermindly &, z ktorych sa d4 odvodit slovo w; ... w;. V prvom
kroku tohto odvodenia urcite pouzijeme nejaké pravidlo £ — S, ¢im dostaneme dva netermindly.
Nésledne z prvého odvodime w; . .. wy (pre vhodné k) a z druhého wy41 ... w;. Preto:

Nig={€| 3k € {i..j =1}, B € Nin, ¥ € Nuvags (€ B7) € P}

Slovo w patri do L(G) iff mnozina N; ,, obsahuje zadiatoény netermindl o. Algoritmus sa lahko
d4 upravit tak, aby v pripade w € L(G) nasiel aj jeden strom odvodenia slova w.

9v polynomialnom ¢&ase od velkosti vstupu
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Kapitola 4
ZlozZitejsie modely

V tejto kapitole si ukdzeme dva zlozitejSie modely a rozoberieme ich silu. Prvym bude a-prekladac
ako zovSeobecnenie kone¢ného automatu, druhym deterministicky zasobnikovy automat.

4.1 A-prekladace

V tejto Casti sa zozndmime so zariadenim, ktoré umozni transformovat jazyky. Teda uz nepojde
len o automat, ktory necinne pozerd pasku a potom sa ocitne v nejakom stave, ale budeme mat
zariadenie, ktoré bude schopné vystupu na druha péasku.

Definicia 4.1.1 A-prekladaé (konecne stavovy prekladac s akceptacngmi stavmsi) je 6-tica M =
(K,%1,%9,H,qo, F), kde K je koneénd mnoZina stavov, 31 je koneénd vstupnd abeceda, Yo je
konecnd vystupnd abeceda, qo je zaciatocény stav automatu, F je mnoZina akceptacnych stavov a
H Chon K x X% x ¥4 x K je prechodovd funkcia. (Stvorica (q,u,v,p) € H bude znamenat: ,ak
sme v stave q a precitame slovo u, mézeme zapisat slovo v a zmenit stav na p“.)

Poznamka 4.1.1 A-preklada¢ zadefinujeme dalej rovnakym sposobom, ako sme definovali ko-
necné automaty. Ukazeme potom iny sposob definicie, pomocou homomorfizmov, inverznych ho-
momorfizmov a prienikov s regularnymi jazykmi.

Definicia 4.1.2 Konfigurdciou a-prekladaca nazgvame usporiadand trojicu (q,u,v), kde g € K
je aktudlny stav, u € X neprecitand céast vstupného slova a v € X5 uZ zapisand cast vystupného
slova.

Definicia 4.1.3 Krokom vypoctu a-prekladaca nazjvame relaciu - definovani na konfigurd-
cidch takto:
(¢ zu,v) F (p,u,vy) <= (q,z,y,p) € H

Poznamka 4.1.2 Mozeme si vS§imnut, Ze ¢itanie vstupu je podobné ako pri automate s pruznou
hlavou. A-preklada¢ dokéZze naraz precitat cely tusek slova.

Definicia 4.1.4 Obrazom jazyka L a-prekladacom M nazgvame mnoZinu
M(L)={w | Ju € L; qr € F; (qo,u,&) Fi; (qr,e,w)}

Teraz prichadza ten slubovany okamih, ked si ukdZzeme ind definiciu vypocétu a obrazu v zo-
brazeni a-prekladadom pomocou uz spominanych homomorfizmov, ktoré nam ulah¢ia dokaz nie-
ktorych tvrdeni o a-prekladacoch. Citatel moZe pouvazovat, preco st dané definicie ekvivalentné.

Poznamka 4.1.3 V nasledujtcich tvahéch budeme niekedy chapaf prvok h € H ako nejaky
symbol (pismeno) abecedy H. Verime, Ze to ¢itatelovi nebude robit problémy, ved s podobnym
prikladom sme sa uz stretli napriklad v dékaze ekvivalencie DKA a NKA, kedy stav jedného
automatu predstavoval mnozinu stavov iného.
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Definicia 4.1.5 Homomorfizmy pr;, i € {1,2,3,4} z mnoZiny H* také, Ze pr; ((z1, T2, x3,24)) =
x; nazyvame projekcie. Jednotlivé projekcie maji svoje obrazy postupne v mnozindach K*, ¥7, 5

a K*.

Definicia 4.1.6 Vgpocétom a-prekladaca M nazjvame postupnost hi,hs, ..., hy Stvoric z H
taku, Ze plati:

1. pri(h1) = qo
2. Yi; pra(hi) = pri(hiz1)

Slovne: h; je postupnost ,riadkov® prechodovej funkcie A, ktoré mohli byt postupne pouZité pocas
akceptacného vypoctu. Ak navyse pra(hy) € F, hovorime, Ze vypocet je akceptaény.

Definicia 4.1.7 Jazyk akceptacnych vypoctov a-prekladaca M je jazyk
My ={w | we H* A w je akc. vypocet}.

Lema 4.1.1 Pre lubovolny a-prekladac M je jazyk Iy jeho akceptacnijch vgpoctov reguldrny.

Definicia 4.1.8 Zobrazenim jazyka L a-prekladacom M nazyvame mnoZinu
M(L) = prs(pry ' (L) N 1ILyy).

Poznamka 4.1.4 Vysvetlime tato definiciu: Nech h € H. Na h sa mozeme divat ako na krok
vypoctu. Potom ale pra(h) je Cast slova, ktord pocas tohto kroku precitame a prs(h) je ¢ast slova,
ktort zapiseme. Ked teraz zoberieme nejaky vypocet v € H*, tak analogicky pocas neho precitame
slovo pra(v) a zapiSeme slovo prs(v).

Teda pry 1(L) st vsetky postupnosti ,riadkov“! z H, poéas ktorych sa dokopy precitalo slovo
z L. Z nich prienikom s IIp; vyberieme akceptacné vypocty a-prekladaca M. (Teda ten prienik
zabezpeli, aby na seba nadvizovali stavy v po sebe iducich krokoch, prvy stav bol zaciatocny
a posledny akceptaény.) Zaujima nés tretia projekcia vysledku — slova, ktoré M pocas tychto
vypoctov zapisal.

4.1.1 Zobrazenia a-prekladacom

Veta 4.1.2 Triedy R a Lor s uzavreté na zobrazenie a-prekladacom.

Daokaz. Tvrdenie vyplyva zo skuto¢nosti, ze (podla alternativnej definicie) vieme kazdé zobrazenie
a-preklada¢om poskladat z vhodného inverzného homomorfizmu, prieniku s reguldrnym jazykom
a homomorfizmu. Obe triedy st na tieto operacie uzavreté.

Veta 4.1.3 Ku kaZdému homomorfizmu h : X7 — X5 existuje a-prekladac M taky, Ze VL C
33, M(L) = h(L).

Dokaz. Bude M = (K = {q},%1,%2, H,q, F = {q}), kde H = {(¢, z,h(z),q) | € T1}.

Veta 4.1.4 Ku kaZdému homomorfizmu h : X7 — X5 existuje a-preklada¢ M taky, Ze VL C
¥3; M(L) =h™1(L).

Doékaz. Bude M = (K = {Q}a227217H7q7F = {q})v kde H = {(q,h(m),x,q) | T e E1}

Veta 4.1.5 Ku kaZdému reguldrnemu jazyku R ezistuje a-prekladac M taky, Ze VL C ¥%5; M(L) =
LNR.

Dokaz. Nech A = (K, Xg,d, qo, F') je DKA taky, ze L(A) = R. Bude M = (K, Xg,Xg, H, qo, F),
kde H = {(¢,z,z,0(¢,x)) | ¢ € K, © € ¥r}. Automat M kopiruje vstupné slovo na vystup a
akceptuje len vtedy, ak akceptoval A.

1Pozor, nemusi este ist o vypodcet!
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4.1.2 Normalny tvar a-prekladaca

Veta 4.1.6 Ku kazZdému a-prekladacu M existuje ekvivalentny, ktorého pravidld si podmnoZinou
K x (ZyU{e}) x (B2 U{e}) x K.

Dokaz. Uvedieme len myslienku: Pre kazdé h € Hj; zavedieme nové stavy, pomocou ktorych
najskor po jednom pismene nacitame pra(h), potom po jednom pismene zapiSeme prs(h).

Poznamka 4.1.5 S vyuzitim tohto norméalneho tvaru a-prekladaca sa dé Tahsie dokazat, Ze zo-
brazenia a-prekladacmi st uzavreté na skladanie. Toto tvrdenie ale presahuje ramec nasho textu,
preto ho tu nebudeme uvadzat.

4.1.3 Pouzitie a-prekladacov

Kedze triedy R aj Zcr st uzavreté na zobrazenie a-prekladac¢om, mozeme a-prekladaé pouzit pri
dokaze, ze dany jazyk L nie je regularny, resp. bezkontextovy — ndjdeme vhodny a-preklada¢ M
a ukdZeme o (jednoduchSom) jazyku M (L), zZe nie je regularny, resp. bezkontextovy.

Priklad 4.1.1 UkaZeme, Ze jazyk L = {a'bic'd’ | i,j > 0} U {a,b,c}* nie je bezkontextovy.
Sporom. Keby bol, potom je bezkontextovy aj jazyk M (L), kde:

M = (K,{a,b,c,d}, {a,b,c}, H qq,{qa})
K = {4a,,9c,qa}
H = {(q,a,a,q.),
(qas €58, @),
(qv, 0,0, qp),
(qv, €€, c),
(ges ¢, ¢, 4c),
(4c,d,€,qa) }

Ale Tahko nahliadneme, ze M (L) = {a’b’c’ | i > 0}, ¢o nie je bezkontextovy jazyk.

4.2 Deterministické zasobnikové automaty

Kym v pripade kone¢nych automatov bola sila nedeterministickych a deterministickych automatov
rovnakd, v tomto pripade sa bude sila nedeterministickych a deterministickych automatov lisit.
Taktiez ukdZeme, ze na rozdiel od nedeterministickych PDA nie je jedno, ¢i definujeme akceptaciu
stavom alebo prazdnou pamétou.

Vyznamom tohto modelu je jeho Tahké implementacia na pocitaci. Podrobnejsie sa vyuzitim
deterministickych zésobnikovych automatov budeme zaoberat v kapitole 8, kde uvddzame prehlad
zakladnych pojmov z oblasti syntaktickej analyzy.

Definicia 4.2.1 Deterministickym zdsobnikovym automatom (DPDA) nazveme 7-icu A =
(K, %, T,6,q0, Zo, F), kde vyznam vetkych symbolov je rovnaky ako u nedeterministickych PDA,
§: K x (ZU{e}) xT — (K x T*) U {0} je prechodovd funkcia, spliajica:

Vge K, VZ eT; 6(q,e,2) 0= Nz e€X; §(q,2,Z) =0)

Poznamka 4.2.1 Vsimnite si, Ze DPDA sme definovali tak, aby mal moznost robit kroky na e
(a teda napr. prec¢itat spolu s jednym pismenom zo vstupu viac pismen zo zdsobnika). Navyse
d-funkcia moze byt pre niektoré dvojice (stav, symbol z T') ,nedefinovana® (vracat ).

Aby ale takto definovany automat bol deterministicky, krok DPDA na e povolime len vtedy,
ak v danej situécii nemé moZnost spravit krok na Ziadne pismeno. Automat si teda v Ziadnom
okamihu nemoze vybrat — podla stavu a symbolu na vrchu zasobnika bud vstup ¢ita alebo nie.
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Definicia 4.2.2 Konfiguraciou deterministického zdsobnikového automatu A rozumieme trojicu
(q,w,s), kde ¢ € K je aktudlny stav, w € ¥* nedocditand cast vstupu a s € I'* slovo na zdsobniku.

Definicia 4.2.3 Krokom vypoctu deterministického zdsobnikového automatu A nazveme reldciu
Fa definovani nasledovne:

(qaawa SZ) |_A (paw»SPY) — 5(Q7a72) = (pv 7)

Definicia 4.2.4 Jazykom rozpozndvanym deterministickym zdsobnikovym automatom A nazy-
vame mnozinu

L(A) ={w | Jgr € F,v €T%; (qo,w,Zo) F} (qr,,7)}

Priklad 4.2.1 Zostrojime DPDA akceptujici jazyk L = {w | w € {a,b}* N #q(w) = #p(w)}.

Jediny rozdiel oproti nedeterministickému PDA je ten, Ze v okamihu, ked je zasobnik ,skoro
prazdny“ sa nemodzeme nedeterministicky rozhodnift, Ze prejdeme do akceptacného stavu a skondit.
V akceptacénom stave musime byt vzdy, ked sme dovtedy precitali rovnako pismen a a b. VyrieSime
to tak, Ze ked nie sme v akceptacnom stave a zo zdsobnika ¢itame ,zarazku“, pomocou kroku na
¢ prejdeme do akceptacéného stavu. Pri ¢itani dalSieho symbolu zo vstupu zmenime stav spit na
neakceptacny.

Formélna konstrukcia (konvencia: neuvedené riadky § vracaju 0):

A (K ={¢,p}, X ={a,b},I'={Z,a,b},6,9, Z, {p})
6(¢.e.2) = (p.2)
o(p,x,Z) = (q,Zx) (Vx € {a,b})
§(¢,x,x) = (g,2x) (Vo€ {a,b})
6(¢.zy) = (g,6) (Vz,y€{a,b}, z#y)

Definicia 4.2.5 Jazykom rozpozndvangm deterministickym zdasobnikovym automatom A prazd-
nou pamdétou nazjvame mnoZinu

N(A) - {’UJ ‘ Elq € Ka (QOaw7ZO) Fz (Q767€)}

Poznamka 4.2.2 Triedu jazykov, ktoré dokazu akceptovat deterministické zasobnikové automaty,
oznacujeme Zpppa. Triedu jazykov, ktoré dokézu akceptovat deterministické zdsobnikové auto-
maty prézdnou pamiitou, si ozna¢ime Z.pppa. V dalSom texte ukizeme, ze .Z.pppa Mé pomerne
neprijemné vlastnosti a je vlastnou podmnozinou Zpppa.

4.2.1 Normalny tvar pre DPDA

Lema 4.2.1 Ku kazdému deterministickému zdsobnikovému automatu A existuje DPDA A’ taky,
Ze L(A) = L(A") a A" vZdy doéita vstupné slovo a zastane.

Dokaz. A’ bude samozrejme simulovat A. Ak nastane jedna z dvoch moZnych ,problémovych
situacii*, jednoducho docita vstup a neakceptuje ho. Jednoduchsi problém je ten, ze A sa zasekne
s prazdnym zasobnikom. Toto vieme lahko zistif tak, Ze A’ si na zaciatku na spodok zasobnika
vlozi nova ,zarazku“.

Zlozitejsi problém bude zistif, Ze A do nekone¢na robi kroky na e. A si bude pocitat (okrem
iného) za sebou idice kroky A na e, aby dokazal zistit, kedy sa A zacyklil. Ukdzeme, ze vSetko
potrebné si dokdZe pamitat v stave.

Ak A robi do nekoneéna kroky na e, st dve moznosti: Bud zdsobnik neobmedzene rastie, alebo
sa jeho obsah cyklicky opakuje. V druhom pripade zjavne existuje vyska, ktort zasobnik nikdy
nedosiahne.

Ozna¢me t = |T|, s = |K]|, r dlzku najdlhsieho slova, ktoré vie A v jednom kroku vlozit
na zasobnik. Tvrdime, Ze ak pocas robenia krokov na e vysSka zdsobnika narastie o viac ako
V = rst + 47, tak uz zasobnik porastie do nekonecna.
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Zoberme postupnost vy, .. ., v, vysok zdsobnika od zaciatku robenia krokov na & do okamihu,
kym nenaréstol o viac ako V. Budeme si v§imat tie okamihy 4, pre ktoré plati, ze zdsobnik po
i-tom kroku bol vzdy vyssi ako v;. Postupnost vySok zasobnika spliia podmienky z lemy 4.2.2
(uvedenej za tymto dékazom). T4 ndm hovori, Ze takychto okamihov je viac ako st.

Automat A teda pocas tejto postupnosti krokov na ¢ presiel viac ako st konfiguraciami takymi,
7e od doby tejto konfiguracie sa nikdy nestalo, aby vyska zdsobnika klesla na (alebo dokonca pod)
hodnotu, ktortt mala v tejto konfiguracii.

Potom ale z Dirichletovho principu vyplyva, ze medzi tymito viac ako st konfiguraciami existo-
vali také konfiguracie Ky, K5, ktoré sa zhodovali vo vrchnom symbole zasobnika a stave automatu.
Z predchadzajiceho vieme, Ze v neskorSej z nich (BUNV nech je to K3) je zdsobnik vyssi ako v
skorsej. Ale kedZe A je deterministicky, Tahko nahliadneme, ako bude vypocet pokracovat — bude
sa do nekone¢na opakovat postupnost krokov, vedtuca z K; do K» a zasobnik naozaj porastie do
nekoneéna. (Totiz vzhladom na vyber konfiguracii Ky, Ko vieme, Ze pocas tohto kusu vypoctu
zésobnik bol vzdy vyssi ako v K71, a teda tento kus vypocétu opit prebehne vzdy, ked sa zopakuje
stav a vrchny zasobnikovy symbol z K;.)

Vzdy, ked simulujeme tisek vypocétu, pocas ktorého A robi kroky na &, si budeme v stave
paméitat hodnotu v — v, kde v je sticasna vyska zdsobnika a v,,;, najmensia vyska zdsobnika
pocas tejto casti vypoétu.? Ak by tato hodnota mala prekroc¢it V, prejdeme do nového stavu, v
ktorom len docitame vstup.

Ako ale zistit, Ze nastal pripad, Ze sa A zacyklil, no zasobnik pocas krokov na e nikdy nenarastie
o viac ako V od povodnej vysky? Zisobnik sa urcite nebude zmensovat do nekonecna. VSimnime
si okamih, kedy sa naposledy zmenila hodnota v,,;,. Ak A od tohto okamihu spravi viac ako U =
(IT| + 1)V*2| K| krokov, uréite sa zopakuje niektora konfiguracia (lebo vietky mozné konfiguracie
sa lisia len v stave a obsahu zasobnika vo vyske > v,;,). Budeme si teda navyse v stave poditat,
kolko za sebou idticich krokov na e sme odsimulovali. Vzdy, ked sa zmeni hodnota v, (t.j. ked
by prvé ,pocitadlo® malo klesntit pod nulu), toto druhé ,pocitadlo* vynulujeme a za¢neme rétat
odznova. Ked by toto ,pocitadlo malo prekrocit hodnotu U, doéitame slovo a skonéime.

MnoZina stavov nasho automatu bude teda K’ = K x {0,...,V} x {0,...,U}. Takto uprave-
nym automatom dokizeme simulovat A a navySe vysSie popisanym sposobom detekovat, ¢i sa A
nezacyklil. Lahko nahliadneme, ze L(A) = L(A’) a ze A’ vzdy do¢ita vstupné slovo.

Lema 4.2.2 Nech k,r > 0. Nech ag, a1, ...,a, je postupnost prirodzenych ¢isel takd, Ze plati:

o Vi; ajy1 €{a; —1,a4,...,a; + 71}
e a,>ap+rk—1)

Potom mnozina M = {i | Vj > i; a; > a;} md asponi k+ 1 élenov.

Dokaz. Najvicsi prvok mnoziny M je m; = n. Skimajme ¢leny postupnosti a; od konca. Najblizsi
mensi prvok mnoziny M bude to i, kedy prvykrat a; < a,, atd. Mdzeme teda postupne zostrojit
dalsie prvky mnoziny M nasledovne:

mir1 =max{j | j <m; A aj <am,}

Zjavne pre niektoré ¢ uz bude mnozina na pravej strane prazdna a ziadny novy prvok M nedosta-
neme. Otéazka znie, kolko tych prvkov bude. Ozna¢me |M| = .

Zjavne pre kazdé i > 1 plati, Ze am, 11 > am,_,. (Ked zoberieme prvok ,napravo* od m;, je
hodnota postupnosti v nom aspon taka, ako v m;_; — inak by sme doty¢ny prvok vybrali do M
namiesto m;.) A navyse vieme, Ze G, > @y, 11 — 7. ZloZenim tychto dvoch nerovnosti dostavame,
7€ Qp; > Ay, — T

Vsimnime si teraz, ze an,, < ag < a, —7(k—1) = ay, —7(k —1). KedZe ap,;, > am, —r(i—1),
musi byt z — 1 > k, q.e.d.

2Uvedomte si, Zze aj hodnota v,,;, sa moze pocas tejto ¢asti vypoétu menit. Toto ,pocitadlo® vtedy jednoducho
zostane na nule.
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Lema 4.2.3 Ku kazdému deterministickému zdsobnikovému automatu A existuje DPDA A’ taky,
Ze L(A) = L(A") a A’ vidy docita vstupné slovo a zastane. Pritom ak A’ vstupné slovo akceptuje,
tak zastane v akceptacnom stave (a ak nie, tak nie).

Doékaz. Na zdklade lemy 4.2.1 mozeme predpokladat, ze A vzdy dodita vstupné slovo. Musime
eSte oSetrif nasledujici problém: Kvoli tomu, Ze deterministicky zasobnikovy automat méze robit
prechody na &, moZe sa stat, ze A po precitani vstupného slova prejde do akceptacného stavu
(akceptuje ho), ale potom urobi niekolko dalsich krokov na e, po ktorych bude v neakceptaénom
stave. Keby sme len vymenili akceptacné a neakceptacné stavy, takéto slovo by akceptoval aj A’.

Preto musi nastupit akysi figel. Upravme automat A nasledovne: Novd mnozina stavov bude
K x {0,1}. V druhej zlozke si budeme ukladat informéciu o tom, ¢i sme od posledného preéitania
vstupného symbolu boli v nejakom akceptacnom stave alebo nie. Ak teda A nejaké slovo w ak-
ceptuje, po tejto Uprave jeho vypocet na slove w skonéi v nejakom stave tvaru (¢, 1), inak skonéi
v stave tvaru (g, 0).

To, ¢o by sme chceli dosiahnut, je simulovat A kym nezistime, Ze zastal a potom podla druhej
zlozky stavu akceptovat alebo nie. Este stéle je tam jeden hécik, a to pri slovach ,kym nezistime,
7e zastal“. Ako to chceme zistit?

Automat zastane, ak je na konci slova a pre jeho sicasny stav a symbol na vrchu zasobnika
nemé definovany prechod na e. Zdalo by sa, Ze sta¢i v takychto situdcidch dodefinovat prechod
na ¢ do nového akceptac¢ného stavu — ale pozor, nie je tomu tak! Pre tato dvojicu (stav,symbol)
totiz A moze vediet robif krok na pismeno zo vstupu. Takto dodefinovany automat by uz nespliial
nasu definiciu DPDA.

RieSenie bude nasledovné: Zavedieme nové stavy (g,2) a (g, 3). Stav (g, + 2) znamené: som v
stave (g, 1) a idem uz ¢itat pismeno zo vstupu (teda teraz uz nebudem robit kroky na ). Upravime
d-funkciu A tak, Ze vzdy namiesto kroku na pismeno zo vstupu spravi najskor krok na e (a bez
zmeny zasobnika) do prislusného nového stavu a az z neho urobi pévodny krok na pismeno zo
vstupu.

Formalna konstrukcia: Nech A = (K, %, T, 4, qo, Zo, F') je DPDA, ktory vzdy docita vstupné
slovo a zastane. Zostrojime DPDA A’ = (K', %, T, ¥, (g0, 0), Zo, F') nasledovne:

K' = {(¢i)|qe K A i€{0,1,2,3}}
F' = {(¢,3) | ¢e K}
((g,1),6,2) = ((pi),y) <= (7)) =6q,62) NpgF
§((g,1),6,2) = ((p,1),y) < 7)) =0qeZ) ANpeF
((¢1),6,2) = ((¢1+2),2) <« (p)=06qz2)
I(gi+2),2,2) = ((p,0),7) < (pv)=0gx2) NpgF
I(gi+2),2,2) = ((p,1),7) < () =0gx2) NpeF

Vsade kde nie je explicitne ni¢ uvedené je p,g € K,z € ¥, Z €', v €I aic {0,1}.
Zjavne kazdy akceptacny vypocet A zodpoveda vypoctu A’, ktory konéi v nejakom stave (g, 3).
A naopak, kazdy akceptacny vypocet A’ skon¢i v jednom z tychto stavov a vieme podla neho
zostrojit akcepta¢ény vypocet A na prislusnom vstupnom slove. Preto naozaj L(A") = L(A), q.e.d.
Vsimnime si este, Zze kazdy neakceptacny vypocet A zodpovedad vypocétu A’, ktory skondi v
nejakom neakceptacnom stave (g, 2), neskor sa nam to hodi pri dokazovani, ze £pppa je uzavreta
na komplement.

4.2.2 Akceptovanie stavom, pamiitou a jednoznac¢né gramatiky

Veta 4.2.4 Ku kazdému DPDA A existuje DPDA A’ taky, 2e N(A) = L(A"). (T.j. kazdy determsi-
nisticky zdsobnikovy automat rozpozndvajici prdzdnou pamdtou moZno simulovat deterministickym
zasobnikovgm automatom rozpozndvajicim akceptujicim stavom.)

Dokaz. Analogicky ako pri nedeterministickych PDA — na zadiatku vypoc¢tu si A’ na spodok
zésobnika pridd novy symbol, potom simuluje A. Ked niekedy preéita zo zdsobnika svoj novy
symbol, vie, Ze A mé prazdny zasobnik, zmeni stav na akceptacny a skondi.
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Veta 4.2.5 Nech A je DPDA, nech w € N(A). Potom Yu # ¢; wu ¢ N(A).

Dokaz. Staci si uvedomit, Ze ak A akceptuje w prazdnou pamétou, tak po do¢itani w mé prazdny
zdsobnik a nemé ako pokracovat vo vypocte dalej. Preto neméze akceptovat Ziadne iné slovo s
prefixom w. (U nedeterministickych PDA sme tento problém nemali, tam mohlo existovat viacero
vypo¢tov na w, pri niektorych este zasobnik nebol prazdny a mohli sme pokracovat dalej.)

Désledok 4.2.6 D%EDPDA g XDPDA~

Dokaz. Z vety 4.2.4 vyplyva, ze L.pppa C Lpppa- Z vety 4.2.5 vyplyva, Ze napr. jazyk
L=A{w]we {a,b}* N #4(w) =#p(w)} nepatri do Z.pppa (obsahuje napr. slova e, ab, abbbaa,
atd.) Priklad 4.2.1 ale ukazuje, Ze tento jazyk patri do Zpppa-

Poznamka 4.2.3 Ukazeme teraz, ze jediny problém pri akceptovani prazdnou pamiitou je sku-
tocnost, Ze nevieme detekovat koniec slova. Ak kazdému slovu z L (kde L € Zpppa) priddme
na koniec novy znak $, budeme uz takyto upraveny jazyk vediet akceptovat aj prazdnou pamé-
tou. (Uvedomte si, Ze pridanim $ na koniec kazdého slova sme dosiahli, Ze ziadne slovo uz nie je
prefixom Ziadneho iného.)

Veta 4.2.7 Nech A je DPDA, nech $ je novy vstupnyg symbol. Potom existuje DPDA A’ taky, Ze
N(A") = L(A)S.

Dokaz. BUNV nech A je v normélnom tvare z lemy 4.2.3 — teda vzdy docita vstup a ak akceptuje,
skonéi v akceptacnom stave. Zostrojime A’ nasledovne: Na zaciatku si vlozi na spodok zdsobnika
vlastny novy symbol (to preto, aby vedel zo vstupu docitat aj znak $, ak A zdroven s akceptovanim
vyprazdni zasobnik). Dalej simulujeme A. Ak A akceptoval a doéital vstupné slovo, v novom stave
vyprazdnime zasobnik a akceptujeme. To dosiahneme nasledovne:

Pre vSetky dvojice (¢r,Z), kde qp € F, Z € T, 6(q,¢,Z) = 0 (teda pre vietky situdcie, kedy
A mohol zastat a akceptovat) definujeme (¢, $,2) = (¢, Z), kde ¢, je (jeden) novy stav. Téato
definicia ndm zjavne neporusi deterministickost zostrojovaného PDA a sposobi, Ze v okamihu, kedy
A na konci slova zastal a akceptoval, A’ na znak $ prejde do nového stavu ¢.. V tomto stave uz
iba pomocou krokov na e vyprazdni zdsobnik. Rovnost N(A’) = L(A)$ je zrejméa z konstrukcie.

Veta 4.2.8 Ku kazdému DPDA A existuje jednoznacnd bezkontextovd gramatika G takd, Ze L(A) =
L(G).

Dokaz. Pouzijeme rovnaku konstrukciu ako pre nedeterministické PDA. Rozmyslite si, Ze grama-
tika, ktort takto dostaneme, bude jednoznacna.

Veta 4.2.9 Ezistuji bezkontextové jazyky, ktoré nepatria do Lpppa, ale existuje pre ne jedno-
znacnd bezkontextovd gramatika.

Doékaz. V leme 4.2.13 dokazeme, 7e jazyk L = {a'b’ | i > 0} U {a’b* | i > 0} nepatri do Zpppa.
Lahko nahliadneme, Ze gramatika G = ({0, 8,7}, {a,b},{c = B|~, B8 = aBb| e, v — aybb | e}, 0)
je jednoznacna a ze L(G) = L.

4.2.3 Uzaverové vlastnosti triedy -Zpppa

Niektoré vlastnosti tejto triedy jazykov st rovnaké ako v pripade triedy Zcp, v niektorych sa
vSak budt lisit. Prave to, Ze tieto triedy nemaji rovnaké vlastnosti dokazuje, Ze nie st totozné.
Kedze trividlne plati Zpppa C ZLer, tymto dokdzeme, ze plati Zpppa - ZLor.

Veta 4.2.10 Zpppa nie je uzavretd na prienik.
Doékaz. Jazyky Ly = {a'b'c’ | i,j > 0} a Ly = {a'b/¢/ | i,j > 0} st zjavne v Zpppa, ich prienik

nie je ani len v Zeorp.
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Veta 4.2.11 Zpppa je uzavretd na prienik s requldrnym jazykom.

Doékaz. Analogicky ako pre Zcr — z DPDA a DKA zostrojime kartézskym stcinom DPDA pre
prienik ich jazykov.

Veta 4.2.12 ZLpppa je uzavretd na komplement.

Doékaz. Uvedomme si najskor, ze z viacerych dovodov nemdzeme priamo pouzit konstrukeiu,
ktort sme pouzili pre DKA — vymenit mnoziny akceptaénych a neakceptac¢nych stavov. Ako ob-
vykle, pomoZe ndm normélny tvar. Nech teda A je lubovolny DPDA, podla lemy 4.2.1 mozeme
predpokladat, ze A vzdy doc¢ita vstupné slovo a zastane. Teraz pouZijeme rovnaki konstrukciu ako
v leme 4.2.3, ktorou dosiahneme, ze ak A akceptoval, A’ zastane v nejakom stave (g,3), ak nie,
tak A zastane v nejakom stave (g¢,2). Zjavne bude stacit drobnd zmena — mnoZina akcepta¢nych
stavov automatu A’ bude F’ = {(¢q,2) | ¢ € K'}.

Poznamka 4.2.4 7 vety 4.2.12 vyplyva, ze Zpppa G Zcr. Uvedieme este priklad jazyka, ktory
patri do ich rozdielu.

Lema 4.2.13 Nech L = {a’b’ | i > 0} U {a’b* | i > 0}. Potom L € Lcr \ ZLprpa-

Dokaz. Sporom. Zjavne L € Zcr. Nech teda existuje DPDA A taky, ze L(A) = L. Zostrojme
teraz (nedeterministicky) PDA M nasledovne:

M bude obsahovat A. Navyse priddme jeho kdpiu A’, v ktorej vSetky vyskyty pismena b
nahradime pismenom c. Priddme prechody na e (bez zmeny zdsobnika) z kazdého akceptac¢ného
stavu v A do jemu zodpovedajiiceho stavu v A'.

Zamyslime sa nad tym, ako vyzera L(M). Zjavne L(M) O L. NavySe moze akceptovat niektoré
slova, na ktorych mohol prejst do A’ a dopoditat v fiom. VSimnime si, Ze v akceptacnom stave je
A len po preéitani a™b” a a™b".

V druhom pripade ak aj prejdeme do A’, akonahle precitame pismeno zo vstupu, uz sa do
akceptacného stavu nedostaneme. (Sme v situdcii, v ktorej by A’ bol po preéitani a™c*", ziadne
dlhsie slovo s tymto prefixom A’ neakceptuje.)

Zaujimavejsi je prvy pripad. Dostaneme sa do situécie, v ktorej by A’ bol po preéitani slova
a™c"™. To ale znamend, Ze po preditani ¢” budeme opit v akceptacnom stave!

Z uvedeného Tahko nahliadneme, ze L(M) = L U {a'b'c’ | i > 0}. Tento jazyk ale zjavne
nie je bezkontextovy, preto sa takyto PDA M nemdze dat zostrojit. Jedinym problémom pri
konstrukcii M bola existencia DPDA A. Tento predpoklad bol teda nespravny — A neexistuje, a
teda L g gDPDA'

Veta 4.2.14 Zpppa nie je uzavretd na zjednotenie.

Dokaz. Sporom. Je uzavretd na komplement. Keby bola uzavretd na zjednotenie, musela by
(podla de Morganovych zakonov) byt uzavretd aj na prienik.

Ind moznost je vSimnut si, Ze jazyk z lemy 4.2.13 je zjednotenim dvoch deterministickych
bezkontextovych jazykov.

Veta 4.2.15 %pppa je uzavretd na ,oznacené zjednotenie® (tagged union) — ak Ly, Ly € Lpppa,
tak aj (aL1 UbLs) € Zpppa.

Dokaz. DPDA pre oznacené zjednotenie podla prvého znaku vstupu vie, ktory z povodnych
DPDA mé4 simulovat.

Poznamka 4.2.5 Podobne je Zpppa zjavne uzavretd aj na ,polooznacené zjednotenie“ — ak
Ly,Ls € Zpppa a a je novy symbol, tak aj (aLy U Ly) € Lpppa-

Veta 4.2.16 Zpppa nie je uzavretd na homomorfizmus (ani len na nevymazdvajici).
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Doékaz. Nech Ly, Ls € Zpppa su jazyky, ktorych zjednotenie nepatri do Zpppa. Nech a,b st
nové symboly. Vieme, Ze aL1UbLy € Zpppa. Zoberme homomorfizmus h, ktory vymazava symboly
a, b. Je h(aL1 U bLQ) = (Ll @] Lg) g gDpDA.

Zoberme teraz homomorfizmus g, ktory zobrazi b na a. Je g(aL; UbL2) = a(L; U Lg) = L.
Zjavne ak by sme vedeli zostrojit DPDA pre L, vedeli by sme zostrojit DPDA pre (L U Ls), ktory
by simuloval DPDA pre L, len namiesto prvého ¢itania zo vstupu spravil krok na e. Preto ani
L ¢ Zpppa-

Poznamka 4.2.6 Citatel snad pochopil zakladnt myslienku tohto dékazu: Homomorfizmus ndm
moze zrusit znacky, ktoré robia jazyk deterministickym. Tto mySlienku este viackrat pouZijeme.

Veta 4.2.17 ZLpppa je uzavretd na inverzny homomorfizmus.

Dokaz. Funguje konstrukcia na rovnakom principe ako pri ostatnych automatovych modeloch.

Predpokladajme, Zze médme DPDA A rozpoznéavajuci stavom jazyk L. Pre konkrétny homo-
morfizmus h musi DPDA rozpoznavajtci jazyk h~!(L) overit, ¢ jeho vstupné slovo w patri do
h=1(L). Inymi slovami, potrebujeme overit, ¢i h(w) € L. Toto vieme spravit, kedze h(w) vieme z
w zostrojit deterministicky. Novy DPDA teda vzdy preéita zo vstupu jedno pismeno z a nésledne
odsimuluje niekolko krokov DPDA A na h(z). (ESte nespracovant ¢ast h(x) si mdézeme paméitat
v stave.)

Veta 4.2.18 Zpppa nie je uzavretd na zretazenie (ani len s requldrnym jazykom).

Doékaz. Opit nech Ly, Ly € Zpppa st jazyky, ktorych zjednotenie nepatri do Zpppa. Nech a
je novy symbol. Jazyk L = alq U Ls je v .%pppa, ale jazyk {a}*L = {a}*(L1 U Lg) zjavne do
Zpppa nepatri.

Veta 4.2.19 Zpppa nie je uzavretd na reverz.

Dokaz. Myslienka bude opét rovnaka: Reverzom stratime ,znacky“, ktoré robia jazyk determi-
nistickym (resp. presunieme ich na konce slov, kde ndm budt nani¢). Nech teda L = {cb’a’ | i >
0} U{db*a’ | i > 0}. Zjavne L € Lpppa. Ale takisto zjavne L? = {a'bic | i > 0} U{a'b?d | i > 0}
do Zpppa nepatri. (Lahko upravime dokaz lemy 4.2.13.)
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Kapitola 5

Kontextové jazyky

Na tvod tejto kapitoly by sme radi poznamenali, Ze ako prechddzame k ¢éim dalej, tym zlozitej$im
modelom, je ¢im dalej, tym narocnejsie robif formalne konstrukcie a dokazy. Navyse dlzka tjchto
konstrukcii a dokazov s ich zlozitostou rastie. Preto forméalna korektnost bude musiet niekedy
ustipif zrozumitelmosti. Casto uvedieme len slovny popis danej konstrukcie. Budeme sa snazit, aby
bol tento popis natolko podrobny, aby ¢itatel podla neho dokdzal spravit prislusnia konstrukciu
formalne.

5.1 Rozsirené kontextové gramatiky

Ako sme si uz uviedli v ivodnej kapitole pri definicii triedy Zrcgs (kontextovych jazykov), definicia
kontextovych gramatik mé jeden drobny problém: KedZe prava strana kazdého pravidla musi byt
aspoil taka dlhd ako Tava, nevie ziadna kontextové gramatika vygenerovat prazdne slovo.

Moézeme si vSak pomédct podobne, ako pri definicii e-free bezkontextovych gramatik — dame kon-
textovej gramatike navySe moznost v prvom kroku odvodenia vygenerovat prazdne slovo: Priddme
navySe moznost prepisat zafiatoény netermindl na . Aby ale gramatika toto pravidlo nemohla
pouzit neskor pocas odvodenia, pozadujeme, aby sa za¢iato¢ny netermindl nevyskytoval na pravej
strane ziadneho pravidla. (A teda sa po prvom kroku odvodenia nebude vyskytovat vo vetnej
forme.) Formalne bude:

Definicia 5.1.1 Frdzovd gramatika G = (N, T, P,0) je rozsirend kontertovd gramatika, ak
jej pravidld navyse spliaji podmienku P C ((N UT)* x (N \ {o}) U T)+) U {0 — ¢} a pre
kazdé m = (u — v) € P, m # (0 — ¢) plati |u| < |v].

Zjavne ked zoberieme Iubovolnt rozsirent kontextovi gramatiku G = (N, T, P, o) a vynechime
z nej pravidlo 0 — ¢ (ak ho obsahuje), dostaneme kontextovi gramatiku, ktord generuje jazyk
L(G) \{.

A naopak, ked zoberieme lubovolna kontextovi gramatiku G = (N, T, P, o), priddme jej novy
zaciato¢ny netermindl £ a pravidla £ — o | £, dostaneme rozs$irent kontextovii gramatiku pre jazyk
L(G)U{e}.

Preto trieda jazykov, pre ktoré existuje rozsirena kontextova gramatika, je prave trieda kon-
textovych jazykov — Zgcs.

Poznamka 5.1.1 Vsimnite si drobny rozdiel v terminolégii: pojmy kontextovy jazyk a jazyk ge-
nerovany kontertovou gramatikou nie si totozné. Totozné st pojmy kontextovy jazyk a jazyk ge-
nerovany rozsirenou kontextovou gramatikou. Déovodov pre takuto definiciu je viacero. Jednym
z najvaznejsich st zlé uzaverové vlastnosti triedy Zcg, druhym je rokmi zazita konvencia, tretim
d6vodom st linearne ohranicené automaty, ktoré definujeme v nasledujticej casti.
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5.2 Linearne ohranic¢ené automaty

Opit postipime v Chomského hierarchii a zadefinujeme si automaty, ktoré dokdzu rozpoznévat
kontextové jazyky. Dostatoc¢ne silnym néstrojom sa ukaze byt, ak povolime hlave ¢itat aj zapisovat
na pasku, pricom mnozstvo pasky zostane ohrani¢ené vstupnym slovom.

Definicia 5.2.1 Nedeterministickym linedrne ohraniéenym automatom (LBA, linear-bounded
automaton) nazgvame 6-ticu (K, X, 1,0, qo, F'), kde K je konecnd mnoZina stavov, ¥ je konecnd
abeceda vstupngjch symbolov, T' DO ¥ je konednd abeceda pracovnych symbolov (pricom ¢,$ ¢ T),

q € K je zaciatocny stav, F C K je mnoZina akceptacnych stavov a 6 : K x (T' U {¢,$}) —
oKX (TU{E8Hx{-1.0.1} je prechodovd funkcia, pricom plati:

Vg € K; 6(q,¢) € K x {¢} x {0,1}
Vg€ K; 0(q,%) C K x {$} x {-1,0}
(Teda ak je automat na niektorom konci slova, nesmie ho prekrodit ani prepisat.)

Definicia 5.2.2 Konfigurdcia LBA je trojica (q,¢w$,i), kde ¢ € K je aktudlny stav, w € T'**
aktudlny obsah pdsky ai € {0,...,|w| + 1} pozicia hlavy.

Definicia 5.2.3 Nech w; je i-ty znak slova w, pricom definujeme wo = ¢ @ Wiy41 = $. Po-

tom krokom vypoctu LBA A nazyvame bindrnu reldciu F4 na mnoZine konfigurdcii definovani
nasledovne:

(@, Wow1 « . . W) W) 4+1, %) Fa (P, Wo -+ - Wi 1TWig 1« W41, 0 + J) = (p,7,]) € 6(q,w;)
Definicia 5.2.4 Jazyk akceptovany LBA A je mnoZina
L(A)={w |3qr € F, z€T*, neN; (q,¢w$, 1) % (qr, ¢z8,n)}

Definicia 5.2.5 Deterministicky LBA je taky LBA, kdeVq € K, x € T'; |6(q,z)| < 1. Otdzka,
¢i st deterministick€ a nedeterministické LBA ekvivalentné je dodnes otvorenym problémom.

Priklad 5.2.1 Zostrojime LBA A, ktory bude akceptovat jazyk
L={w]|we{abc}" N #o(w) =#p(w) = #(w)}
Definujme next(a) = b, next(b) = ¢, next(c) = a. Bude A = (K, %, T, 6, qq, F), kde:

K = {4a, 9, %> Qovers dake}
Y = {a,b,c}
I = {a,bca,b,c}
F = {qake}
0(¢2,y) > (¢z,y,d) (VexeX, YyeTl, vde {-1,0,1})
0(¢es) 3 (Gneat(),T,0) (Vo €X)
6(9a,8) > (dover,$,—1)
8(dover-T) 2 (qover, T, —1)  (Vz € X)
6(qovers¢) 2 (Qakes ¢,0)

Vsimnite si elegantné vyuzitie nedeterminizmu pri nasej konstrukcii. V stave g, sa automat
nedeterministicky hybe po péske a hladd x. Ked nejaké najde, oznadi si ho (aby to isté x nezaratal
viackrdt) a ide hladat dalsie pismeno. Ked je v stave ¢, (teda doteraz nasiel rovnako pismen a,
b a ¢), mdze sa nedeterministicky rozhodnut, Ze uz mé celé slovo oznacené a chce ho akceptovat.
Musime este overit, ¢i je tomu naozaj tak. Automat pride hlavou na koniec slova, zmeni stav na
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Gover & v tom prejde celt pasku ,sprava dolava®. Ak st naozaj vSetky pismend oznacené, podari
sa mu prist na zaciatok slova a akceptovat.

Rozmyslite si, Zze na podobnej myslienke (aj ked konstrukcia by bola komplikovanejsia) by sa
dal zostrojit aj deterministicky LBA pre tento jazyk. Napriklad nasledovne: Automat by ,,odskr-
tol“ vzdy prvé neodskrtnuté hladané pismeno v slove. Ked pri hladani a narazi na koniec slova,
skontroluje, ¢i mu nezvysili ziadne b ani c.

Citatel, ktory sa dostal az na toto miesto, si uréite vie predstavit, ako by vyzeral formalny
dokaz, ze L = L(A). Inkltzia L C L(A) je zjavna z vySSie popisanej myslienky konstrukcie, lahko
nahliadneme, Ze na kazdom slove z L akceptacny vypocet existuje. Pri dokaze opacnej inklizie
by sme mohli napriklad matematickou indukciou dokazat tvrdenie, Ze ked je A v stave ¢, a na
paske ma slovo z, tak #g(r) = #4(x) = #z(x) a ze hodnoty vyrazov A = #,(x) + #a(x),
B = #y(z) + #5(x) a C = #.(x) + #z(x) sa pocas vypo¢tu nemenia. Odtial uz vyplyva, Zze v
kazdom akceptovanom slove muselo byt rovnako a, b aj c.

Poznamka 5.2.1 Konfiguraciu LBA je mozné definovat viacerymi odlisnymi sposobmi. Uvedieme
este dve moznosti:

(Konfigurdcia s bicikom) Konfiguracia LBA A je dvojica (¢, w), kde ¢ € K je aktudlny stav,
w € ¢I'* [I*$ U | ¢I'™*$ je slovo na péske, pricom znak | je pred znakom, na ktorom je préve
hlava.

(Konfigurdcia ako slovo) Konfigurdcia LBA A je slovo w € ¢TI KT*$ U K¢I'™*$, pricom znak z
K predstavuje aktudlny stav a ostatné znaky slovo zapisané na paske. Znak z K je uvedeny pred
znakom, na ktorom je v danej konfigurdcii hlava automatu. (Navyse pozadujeme, aby K NT" = §).)

Citatel Tahko dodefinuje krok vypo¢tu LBA s takto definovanou konfiguraciou a tiez Tahko
nahliadne, Ze obe definicie su ekvivalentné s nasou. Pri konkrétnych dokazoch moze byt vyhodnejsie
pouzit niektort z tychto definicii, preto ich tu uvddzame.

5.3 Ekvivalentnost kontextovych gramatik a linearne ohra-
nicenych automatov

Veta 5.3.1 K lubovolnej kontextovej gramatike G existuje LBA A taky, Ze L(A) = L(G).

Dokaz. Nech G = (N,T,P,0). Potom LBA A = (K,X = T,I' = NUT U{B,%},4,q0, F)
bude pracovaft tak, Ze bude simulovat odvodenie v gramatike G odzadu. Automat bude opakovat
nasledujuci cyklus:

1. Uhadne, ktoré pravidlo bolo pouzité ako posledné pri odvodeni vetnej formy, ktord je v
danom momente na péaske.

5(go,z) > (¢ra1,,0) (Vx €T, YV € P)

2. Nedeterministicky si najde spravny vyskyt pravej strany pravidla na paske.

0(gr1,2) > (gna,z,d) (Vx e NUT, Vr € P, Vd € {—1,0,1})

3. Skontroluje, ¢i naozaj nasiel vyskyt pravej strany pravidla. Ak &no, tak ho prepise Tavou
stranou daného pravidla. (Ak nie, tak sa zasekne a nepokracuje dalej vo vypocte.) Uvedieme
sadu pravidiel pre konkrétne 7 = (u1...up — v1...0y). Ak n < m, tak nech up11 = ... =
Uy = B.

8(gr,isvi) 2 (rit1,vi1)  (Vi<m)
0(gn,m+1,2) > (DiSuy..ups T, —1) (Vz e TU{$})
(piswa,x) D (pisw,a,—1) (Va €T, Yw e T*, |w| <m)
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4. Uprace pasku. Tym sa mysli to, Ze ak bola lava strana vybraného pravidla kratsia ako prava
strana, vznikli ndAm na paske pri prepise ,prazdne®“ policka B, ktoré presunie za posledné
pismeno, a néasledne ich prepiSe znakmi $' (falo$ny dolar — znak konca slova). Najlavejsi §’
od tejto chvile povazuje za koniec vstupu.

5(pise, ) zisti, z,1) (VzeT'U{¢})
d(zisti, x) zisti, x, 1) (Vx e NUT)
d(zisti, D) q0, D, —1) (VD € {$,%'}) - netreba postvat
0(zisti, B) prines, B, 1)
d(prines, B) prines, B, 1)
o(prines, x)
d(nesiem,, nesiemy, B, —1) Ve e NUT)

poloz,,y,1) Mxe NUT, Yye NuT U{¢})
prines, z,1) (Vze NUT)
uprac, D, —1) (VD € {$,%'}) — uz sme vsetko posunuli

B)

d(nesiemy, y)

d(poloz,, B)

d(prines, D)
) uprac, $',—1)

) qo0,%,1) (Vze NUTU{¢})

d(uprac, B

v U wuwauwY Y uwwauwuwoww

(
(
(
(
(
(nesiemy, B, —1) (Vze NUT)
(
(
(
(
(
(

d(uprac, x

5. Zakazdym, ked si automat voli dalsie pravidlo, ktoré ide ,vratit spét“, sa namiesto toho
moze nedeterministicky rozhodnit, Ze uz skoncil. Vtedy skontroluje, ¢i sa na paske nachadza
uz iba o. Ak 4no, tak zmeni stav na akceptacény.

6(qo,) > (Qover1,,0) (Vz e TU{¢,8})
0(qover1, ) 2 (qovert,x,—1) (Vo € TU{8})
6(qover1;¢) > (Qover2,¢,1)
3(qover2,7) 3 (Qovers, o, 1)
6(qovers; D) > (qake, D, 0) (VD € {3,$'})

Veta 5.3.2 K lubovolnému LBA A existuje kontextovd gramatika G takd, e L(G) = L(A)\ {¢}.

Dokaz. Nech LBA A = (K,X,T,0,qo, F). Pri dokaze tejto vety sa ndm hodi treti variant kon-
figuracii (konfiguracia ako slovo z ¢I'*KT*$ U K¢I'*$), kedZe krok vypoétu A predstavuje len
lokdlnu zmenu v takto zapisanej konfigurdcii. Tito zmenu budeme simulovat v naSej gramatike.
Navy$e BUNV predpokladame, ze d-funkcia A je takd, Ze do akceptacného stavu moze prejst len
vtedy, ak je hlava na znaku $.

NaSa gramatika G si najskor tipne slovo w, ktoré ide vygenerovat. Vetni formu upravi na
zaGiatoéni konfiguraciu A a simuluje ho. Ak A akceptuje, G slovo w naozaj vygeneruje, inak sa
odvodenie zasekne.

Samotna simuldcia nie je problém, napr. ak (p,b, —1) € 6(q, a), tak konfiguracia sa pri spraveni
tohto kroku mé& zmenit z ...cqa... na ...pcb..., budeme mat teda sadu pravidiel cqa — pcb
(Ve el).

Prvy problém: Uvedomme si, ze simulaciou automatu na vstupnej konfiguracii sa pokazila
samotnd vstupna konfigurdcia. Automatu to nevadi, pretoze jemu staci akceptovat, ale gramatika
musi vygenerovat slovo, z ktorého simuléciu zacala. Preto si musime na zaciatku nejako vstupni
konfiguraciu zapamitat, aby sme po tspesnom skondceni simulacie dokazali ,,vypisat“ slovo z nasho
jazyka.

Ukézeme si trik, ktory este v budtcnosti velakrat pouZijeme, tzv. poschodové netermindly. Ked
bude mat gramatika pracovni abecedu M U (M x M), jeden jej netermindl moZe predstavovat
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jeden alebo dva symboly z mnoziny M. Na tieto symboly sa mozeme divat tak, Ze st napisané nad
sebou. Ak teda napriklad w € (M x M)*, moZzeme sa na w divat ako na dve slovd nad abecedou
M napisané nad sebou.

(Analégiou tejto myslienky pri automatoch bude viacstopd pdaska. Pri volbe vhodnej pracovnej
abecedy vie mat automat na jednom poli¢ku zapisanych aj viac znakov naraz.)

Nasa gramatika G teda bude mat takéto ,poschodové“ netermindly, priom ,horné poschodie*
obsahuje pocas celého vypocétu vygenerované slovo w, na ,spodnom* budeme simulovat A.

G teda zaCne tym, Ze vygeneruje vetna formu tvaru ¢go (Zi) (Zz) .. (Z;) $. Zodpovedajicu
sadu pravidiel ¢itatel Tahko zostroji.

Na spodnej stope simuluje vypocet automatu A. Pravidlad na simulaciu buda kvéli dvojstopej
paske vyzerat trochu inak, napr. ak (p,b,—1) € 6(g,a), tak budeme mat teda sadu pravidiel
(24 () =0 (2) (2) (o.p.ceT)

Ak je simulovany automat v akcepta¢nom stave (a teda podla predpokladu je hlava na konci
slova), moZeme vygenerovat terminédlne slovo w pomocou pravidiel ¢gp$ — @ (pre gp € F),
(2)Q— Q. ¢Q = <.

Ostéva posledny drobny problém: dve z poslednych pravidiel nie st kontextové. Konfiguracia
je totiz o 3 znaky dlhsia ako vysledné slovo a tychto troch znakov sa potrebujeme zbavit. To ale
kontextovymi pravidlami nevieme.

S tymto problémom ndm opif pomézu viacposchodové vetné formy. Budeme mat dokonca pit
poschodi: spodné dve poschodia budt doterajsie dve poschodia. KedZe potrebujeme ,schovat® tri
znaky, ktoré ndm kazia kontextovost, bude prvé poschodie pre stav, druhé pre ¢ a tretie pre $.
Presnejsie: na prvom poschodi bude zapisany stav nad miestom, kde sa nachadza hlava, na druhom
poschodi nad prvym znakom bude ¢ a na trefom poschodi nad poslednym znakom bude $. (Este
nejako — napr. inym znakom ako ¢ a $ — odliSime, ¢i sa hlava nachadza na cente/doléri, alebo na
prvom/poslednom pismene slova.)

Formélny zépis tejto konstrukcie sa sice dd podla popisu priamodiaro zostrojit, ale je dost
rozsiahly a nepovazujeme za potrebné uvadzat ho. Takisto verime, Ze v pripade nidze by citatel
bol schopny vygenerovat formalny dokaz, ze L(A) \ {e} = L(G).

Désledok 5.3.3 Trividlnym dosledkom vety 5.3.2 je, Ze ku kaZdému LBA existuje ekvivalentnd
roz§irend kontextovd gramatika.

5.4 Normalne tvary kontextovych gramatik

Lema 5.4.1 Ku kaZdej kontextovej gramatike G ezistuje ekvivalentnd kontextovd gramatika G',
ktorej pravidld si navyse aj podmnoZinou (Nt x NT)U (N x T).

Doékaz. Zavedieme nové netermindly &, (kde x € T'). Vsetky vyskyty termindlu z v pravidlach
(na lavej aj pravej strane!) nahradime neterminalom &,. Priddme pravidla &, — z.

Poznamka 5.4.1 Vyhoda tohto normélneho tvaru je ta, Zze akondhle gramatika vygeneruje ter-
minalny symbol, ten uz zostane do konca odvodenia na svojom mieste.

Lema 5.4.2 Ku kaZdej kontextovej gramatike G ezistuje ekvivalentnd kontextovd gramatika G',
ktorej pravidld si tvaru uv — vwv (kde § € N, u,v,w € (NUT)*, w #¢).

Dokaz. Opit uvedieme len myslienku. Kazdé pravidlo pévodnej gramatiky nahradime sadou pra-
vidiel pozadovaného tvaru, ktoré ho budi simulovat. PouZzitim novych netermindlov (pre ktoré
bude existovat len jedno pouzitelné pravidlo) zabezpecime, aby sa novymi pravidlami nedalo od-
vodit nié¢ iné.

Nech teda v G mame pravidlo 7 = (uy...u, — v1...0y) (kde m > n > 2). Potom v G’
budeme mat nasledujticu sadu pravidiel:

ULUD -« Uy —>  TLUL ... Uy, (5.1)
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Tilit1 — T4l (5.2)

Lo Mne1Tn —> T« Tn1TnUntl-- Un (5.3)
Tl — [T T (5.4)

[mi |7 = [mi]vi (5.5)

- 7 (5.6)

T = v (5.7)

Samozrejme predpokladame, ze vSetko okrem poévodnych u; a v; s nové netermindly, ktoré sa
dovtedy v G’ nevyskytovali. Viade i € {1,...,n — 1}.

Citatel si lahko overi, Ze akonahle sa pouZije pravidlo 5.1, méme vo vetnej forme jeden z
tychto novych netermindlov. (Nasli sme si vyskyt lavej strany simulovaného pravidla a oznadili
sme si ho.) Jedind moznost ako sa ho zbavit je nasledovna: Pouzivanim pravidla 5.2 si postupne
ozna¢ime celt Tavt stranu pravidla. Pravidlom 5.3 nasledne pripiSseme na koniec prepisovanej ¢asti
znaky v,41...0, (ak bola prava strana 7 dlhsia ako lavd) a vo vetnej forme dostaneme novy typ
neterminalu. Ten ndm zabezpedi, Ze sa korektne prepiSe aj zvySok pravidla. Jedind moznost, ako
sa ho zbavit, je striedavo pouzivat pravidla 5.4, 5.5 a 5.6, ¢im , prebuble“ na zac¢iatok prepisovanej
dasti a t& sa korektne prepiSe. Ked uZ je oznaceny len prvy znak prepisovanej ¢asti, moZeme ho
pravidlom 5.7 zmenif na v; a zbavif sa ho. Tym sme ale ispesne odsimulovali pouzitie pravidla 7.

Odportc¢ame rozmyslief si nasledujicu skutoénost: Poc¢as pouzivania pravidla 5.2 sa mohli v
G’ robit kroky, ktoré menili eSte neoznacent cast pravidla. Ak sa nam ale skor ¢ neskor podarilo
celt lavi stranu pravidla oznadit, neprekdza ndm to. (Keby sme vSetky pouzitia pravidiel 5.1 a
5.2 spravili az v tomto okamihu, dostali by sme rovnaky vysledok.)

Poznamka 5.4.2 Ako sme uz uviedli pri definicii kontextovych gramatik, tato lema dokazuje
ekvivalenciu p6vodnej Chomského definicie kontextovych gramatik s nasou.

5.5 Uzaverové vlastnosti kontextovych jazykov
Veta 5.5.1 Trieda Lrcs je uzavretd na zjednotenie.

Dokaz. Analogicky ako u jednoduchsich typov gramatik — nedeterministicky sa rozhodneme, do
ktorého zo zjednocovanych jazykov generované slovo patri a vygenerujeme ho.

(Dokaz pomocou LBA: nedeterministicky sa rozhodneme, do ktorého zo zjednocovanych jazy-
kov vstupné slovo patri a prislusné LBA na fiom odsimulujeme.)

Veta 5.5.2 Trieda Lrcs je uzavretd na zretazenie.

Dokaz. Analogicky ako u bezkontextovych gramatik. NavySe ale potrebujeme zabezpecit, aby sa
nam jednotlivé Casti vetnej formy ,nepomiesali“. Na to ale staci, aby pévodné gramatiky mali
disjunktné mnoziny neterminalov a boli v norméalnom tvare z lemy 5.4.1.

(Dokaz pomocou LBA by bol komplikovanejsi: nedeterministicky sa rozhodneme, kde konéi
prva cast slova, odsimulujeme LBA pre prvy jazyk na prvej casti slova a ak akceptuje, tak od-
simulujeme LBA pre druhy jazyk na zvysku slova. Rozmyslite si, ako by ste riesili simulaciu na
okrajoch vybranej ¢asti slova.)

Priklad 5.5.1 Majme gramatiky:
G1 = ({01}, {a,b},{o1 = a},01), Gy = ({02}, {a, b}, {acy — bb}, 02)

Rozmyslite si, ze keby sme len slepo pouzili konstrukciu, ktora fungovala pre bezkontextové gra-
matiky, nedostaneme spravny vysledok.

Veta 5.5.3 Trieda Lrcos je uzavretd na iterdciu.
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Doékaz. Opét pouzijeme osvedéeny pristup s gramatikami. Podobne ako pri zretazeni potrebujeme
striedavo pouzivat dve kdpie povodnej gramatiky, ktoré budi mat disjunktné netermindly a budi
v normélnom tvare z lemy 5.4.1.

Veta 5.5.4 Trieda Lrcs je uzavretda na prienik.

Doékaz. Najskor sa trochu zamyslime. Nemdzeme simulovat oba automaty sti¢asne na tom istom
slove, totiz moZzu ho réznym spésobom prepisovat. Preto opif pouzijeme trik s dvojstopou péskou
(pracovnda abeceda bude obsahovat kartézsky sic¢in mnozin povodnych paskovych symbolov).

Nech mame dané dva LBA A;, As. Zostrojime automat A, ktory bude akceptovat L(A;) N
L(As3). Automat A bude pracovat v nasledovnych etapéach:

1. Vyrobi na paske dve stopy, skopiruje vstupné slovo na horni aj na spodnu stopu.
2. Simuluje automat A; na hornej stope a ak ten akceptuje, prejde do nasledujicej etapy.
3. Simuluje automat A na spodnej stope. A akceptuje, ak automat Ao akceptuje.

Formalna konstrukcia by vyzerala nasledovne: Nech A; = (K, X;, T, 6;, qos, F;) s zadané LBA.
Zostrojime A = (K, X =X, UX,, I, 0, qg, F), kde:

K = {qr.qr,ar} U {[i,q [i€{1,2},q € K;}
I' = S U (Iy xIy)
F = {2,f]| feF}

Stavy qr a qr slizia na zdvojenie pasky na zaciatku vypoctu, ¢y na presun hlavy po prvej
simulécii. Inak si v stave pamitame poradové c¢islo a stav prave simulovaného LBA. Zdvojenie
pasky:

0(qr,x) 2 (qg,lz,2],1)

6(qr,8) > (qr.8,-1)

é(qr,x) 2 (qr,z,—1) (Vzel)
6(qr.¢) > ([1,901],¢,1)

Simuldcia prvého automatu na hornej stope pasky (formélne teda menime prvii z dvoch zloziek
pracovného symbolu):

6([L,q, [z,9]) > ([Lp)[29),d)  (Y[z,y] €T, Yp,q € K1, (p,z,d) € d1(q, ) )
6([L.q, E) > ([Lpl, E,d) (VEE€{¢,8}, Vp,g€ K1, (p,E.d) € 61(q, E) )
O([L £, [29]) 2 (ar, [=, } 0) (V[r,y]el, Vfe )
(L f, E) > (a1, E,0) (VE€{¢,8}, Vf e F1)

Ak prvy automat akceptoval, opit presunieme hlavu na zaciatok pasky a spustime simuldciu
druhého automatu:

6(gr,x) > (qr,2z,-1) (Ve el)
o(gr,4) > ([2, qm] ¢, 1)
0(12,q); [z,9]) = (12,0 2,2, d)  (V]z,y] €T, Vp,q € Ky, (p, 2,d) € 62(¢,9) )
o124, E) > (2,0, E,;d)  (VE €{¢,8}, Vp,q € Ky, (p, E,d) € 62(q, E) )

Dokaz spravnosti tejto konstrukcie by bol zdlhavy ale o¢ividny, preto ho neuvadzame.
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Veta 5.5.5 Zgcs je uzavretd na inverznyg homomorfizmus.

Dokaz. Budeme to dokazovat cez automaty. Nech A = (K,X,T,0,q, F) je LBA, ktory akcep-
tuje jazyk L, treba zostrojit LBA, ktory bude akceptovat jazyk h~!(L). Nech je dané slovo w,
potrebujeme zistit, ¢i slovo h(w) € L.

Pri dokazovani uzavretosti -Zor na inverzny homomorfizmus sme pouzivali buffer, ktory sme
dokédzali drzat v stave. To ndm vSak teraz nepomdzZe, pretoZe slovo na péaske sa moze menit a
LBA moéze pohybovat hlavou na vstupnej paske. Preto budeme musiet zmeny, ktoré sme vykonali
na péske, zaznacit opif niekde na péaske. IbaZe narazame na ohranic¢enost pésky. Tento problém
je mozné vyrieSit ,hrebetiovou paskou“. Této paska sa bude vyznacovat tym, Ze pocet stop nad
jednotlivymi znakmi vstupného slova nemusi byt nutne rovnaky, dokonca nad niektorymi znakmi
moze byt prazdne policko (bude to akysi strbavy hreber).

Automat A’ dostane na vstup slovo w. Na zaciatku ho prejde zlava doprava a na policko, kde
bolo pismeno x, zapiSe h(z). (Uvedomte si, Ze na to mu stac¢i koneéné pracovna abeceda.) Potom
sa posunie na zaciatok slova h(w) a za¢ne na fom simulovat pracu automatu A. Tu treba prepisat
O-funkciu automatu A tak, aby vedel chodit po viacstopej paske nahor a dole a vedel riesit aj
problém  Strbavého hrebetia®, t.j. oSetrit problém prazdneho policka na vstupnej paske. (Napr.
v stave si vieme pamiitat, na ktorom zo symbolov na aktuilnom policku je hlava simulovaného
automatu.)

Veta 5.5.6 Zgcs je uzavretd na nevymazdvajici homomorfizmus.

Doékaz. Opif pomocou automatov. Nech A je LBA pre dany jazyk, nech h je nevymazévajici
homomorfizmus. Automat pre h(L(A)) bude fungovat nasledovne: Nedeterministicky si tipneme,
z akého slova u vzniklo vstupné slovo w. KedZe homomorfizmus je nevymazavajuci, |u| < |w|, teda
u sa ndm zmesti na jednu stopu pésky. Overime, Ze naozaj h(u) = w a odsimulujeme povodny
automat na slove u.

Veta 5.5.7 Ku kazdému frdzovému jazyku L existuje kontextovy jazyk L' a homomorfizmus h
také, ze L = h(L')

Dékaz. Majme frazova gramatiku G = (N, T, P,o) taka, ze L(G) = L. Zostrojme kontextovi
gramatiku G’ tak, ze doplnime kazdé nekontextové pravidlo G tak, aby generovalo navyse niekolko
novych neterminalov £. Pridajme pravidla tvaru {z — x¢ (ktorymi sa netermindly ¢ mozu presuntt
na koniec vetnej formy, aby nam neprekazali pri odvodeni) a pravidlo & — e, kde e je novy termindl.

Zoberme homomorfizmus h taky, ze Vo € T; h(xz) = z a h(e) = e. Tvrdime, ze h(L(G")) =
L(G). Myslienka je teda takd, ze kontextova gramatika G’ na miestach, kde G niedo maze, vyge-
neruje niekolko terminélov e, ktoré potom z vysledného slova odstranime.

Formalne: Ak w € L(G), tak existuje jeho odvodenie v G. Potom lahko v G’ odvodime slovo
we® (pre vhodné z) — po odsimulovani kroku G vzdy vSetky nové £ presunieme na koniec vetnej
formy, na konci odvodenia ich prepiSeme na e. Potom ale w € h(L(G")).

Naopak ak w € h(L(G")), vieme v G’ vygenerovat slovo w’, z ktorého vymazanim vSetkych e
dostaneme w. Zoberme odvodenie w’ v G’, vynechajme z neho kroky prestivajlice a prepisujtice
¢ a nahradme zvy$né kroky im zodpovedajicimi krokmi v G. Dostaneme odvodenie slova w v G,
teda w € L(G).

Désledok 5.5.8 Zrcs nie je uzavretd na homomorfizmus.

Poznamka 5.5.1 Keby sme chceli byt detailisti, na to, aby sme dokézali tento désledok, potrebu-
jeme este ukdzat, ze Lrr 2 Lrcs. Zatial eSte nemame dostatoény aparat na to, aby sme ukézali,
ze niektory jazyk nie je kontextovy, preto sa k tomuto tvrdeniu neskér vratime.

Poznamka 5.5.2 Trieda Zcs je uzavretd na zjednotenie, prienik, zretazenie, kladni iteraciu,
inverzny homomorfizmus, nevymazévajici homomorfizmus a reverz. (Dokazy su takmer identické
vyssie uvedenym dokazom pre ZLgcs.) Z pochopitelnych dovodov £es nie je uzavretd na iterdciu
(ktora do jazyka vzdy pridéva slovo €), na homomorfizmus ani na komplement.
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5.6 Szelepczényiho veta

Matematici zaoberajici sa tedriou formélnych jazykov po desafrocia hladali odpoved na otézku, ¢i
domnievala, ze odpoved na tato otdzku je zdporna. Preto hladali dokazy toho, Ze trieda Zgcg nie
je uzavreta na komplement. Ukézalo sa vSak, Ze opak je pravdou. Za tento velky vysledok vdac¢ime
slovenskému matematikovi Rébertovi Szelepczényimu (ktory v tom case Studoval na MFF UK
Bratislava).

Este predtym, ako sa pustime do dékazu, poznamenajme, ze inspiraciou k dékazu mu bola
praca s nekvalitnymi harddiskami. Ak totiz chcel, aby jeho program klasickym spdsobom ¢ital
udaje z pevného disku, ¢asto sa stavalo, ze harddisk neprecital vSetko. Bola teda potrebné rutina,
ktora porovnéa objem skutoéne preéitanych dat s objemom dat, ktoré mali byt precitané. Citatel,
ktory prestuduje nasledujici dokaz iste najde paralelu medzi tymto problémom a myslienkou,
ktoré sa v dokaze niekolkokrat objavi.

Veta 5.6.1 (Immerman, Szelepczényi) Trieda ZLrcs je uzavretd na komplement.

Dokaz. Nech L € Zrcs je akeeptovany linedrne ohrani¢enym automatom A = (K, 3, T, §, qo, F).
Skonstruujme linedrne ohraniceny automat A’, ktory akceptuje LE. Uvedomme si najprv, kde je
problém. Vdaka nedeterminizmu A si nemézeme dovolif zmenif mnozinu akceptac¢nych stavov na
K\ F. Potrebujeme pre dané vstupné slovo overit, ¢i Ziaden vypocet A na fiom nie je akceptujtci.

Zékladnou myslienkou je, ze A’ bude generovat konfiguracie, do ktorych sa A mohol dostat,
a zistovat o nich, ¢i st dosiahnutelné. Ak narazi na dosiahnutelnt akceptacnt konfiguraciu, za-
sekne/zacykli sa a slovo neakceptuje. Ak uspesne preveri vSetky dosiahnutelné konfiguricie a
ziadna z nich nie je akceptacné, slovo na vstupe akceptuje.

Uvedomme si, Ze pre dané vstupné slovo w vieme zhora ohraniéif pocet roznych dosiahnutelnych
konfiguracii LBA A pre vstupné slovo w. Vetkych moznych konfigurécii totiz je ||l x |K| x
(Jw| 4+ 2). (Mame |I'| moznosti pre obsah kazdého policka pasky, |K| moznosti pre stav, |w| + 2
moznosti pre poziciu hlavy.)

Dalej bude nas dékaz pokracovat svojim koncom. Predpokladajme, %e pozname pocet dosia-
hnutelnych konfiguracii (). Neskor ukéZeme, Ze toto ¢islo vieme naozaj vypocitat. Automat A’
bude postupne na paske generovat vSetky mozné konfigurdcie. Pre kazda z nich nedeterminis-
ticky uhadne, ¢ je dosiahnutelnd automatom A. V pripade, Ze hdda 4dno, skontroluje, ¢i naozaj.
V pripade, Ze tato konfiguracia je naozaj dosiahnutelna, v kone¢nom ¢ase to overi! a pokracuje
dalej, inak neakceptuje. Automat A’ zjavne nemdZe Ziadnu nedosiahnutelnt konfiguraciu prehlasit
za dosiahnutelnti — nepodarilo by sa mu to overit. Oklamat nds uz moZe len jednym smerom —
prehlasit niektort dosiahnutelnt konfiguréciu za nedosiahnutelnii. My ale vieme (presnejsie A’ ma
niekde na péske zapisané) ¢islo Q. Ak si A’ bude musiet poéitat pocet konfiguracii, ktoré prehlasi
za dosiahnutelné, dontitime ho tak ,hovorit pravdu®. (Ak A’ prejde vietky konfiguracie a zisti, ze
za dosiahnutelné ich vyhlésil menej ako @, zasekne sa.)

Na tomto mieste si treba uvedomit, Ze ¢islo ) si automat A’ dokdze pamitat na jednej stope
péasky. Totiz pre dostatocne velkd? konstantu c je || x |K| x (Jw| +2) < c*l. Takze ¢islo Q
zapisané v ststave so zakladom c sa vojde na jednu stopu péasky.3

Jediné, ¢o ostava ukazat, je, ako A’ spocita &islo Q. Postupne bude generovat &isla Qg, Q1, Q2,
..., ktoré budu vyjadrovat pocet dosiahnutelnych konfiguracii automatu A na danom vstupnom
slove w, do ktorych sa vie dostat na maximélne i krokov. Kedze do vSetkych dosiahnutelnych
konfigurécii, ktorych je konec¢ne vela, sa vie A dostat na koneéne vela krokov, existuje konecné i
také, ze Q; = Q. Zrejme plati Q; = Q;+1 a takisto plati, ze ak pre nejaké 7 je Q; = Q;41, tak
Q; = Q. Stadi teda generovaf ¢isla Q;, kym sa neprestant zvicSovat.

Cislo Qp pozname, je rovné jednej. Ukazme, %e na zaklade poznania ¢isla @Q; si A’ dokaze
vypoéitat @Q;11. (Naozaj to musi zvladnut len na zaklade poznania ¢isla @); a nie zapaméitania si

1Na jednej stope pasky nedeterministicky simuluje spravny vypocet A zo zaé. konfiguracie do prave overovanej.
2Napriklad ¢ = 7| + 3|K].
3Technicky detail: uvedené tvrdenie plati pre |w| > 1. Pripad w = ¢ ale lahko vyrie$ime samostatne.
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vietkych Q; konfigurécii, na to totiZ nema na paske dost miesta.) Neskor ukdzeme, ze ked pozndme
Q;, vieme na jednej stope pasky vygenerovat vietkych Q; konfiguracii dosiahnutelnych na najviac
1 krokov. Teraz ale predpokladajme, Ze uz to vieme spravit a ukdzme, ako potom spocitat hodnotu
Qit1-

Nech M; je mnozina konfiguracii, ktoré A vie dosiahnut na najviac 7 krokov. Budeme postu-
povat nasledovne: A’ si nastavi hodnotu @Q;+1 na Q,. Zakazdym, ked najdeme novi konfiguraciu

Budeme postupne generovat vSetky konfiguracie z M;. Nech mame prave vygenerovani m-ta
z nich, oznaéme ju K,,. Skisime odsimulovat vSetkymi moznostami nasledujici krok automatu
A 7z nej. Takto dostaneme koneéne vela konfiguracii z M; 1. O kazdej z nich potrebujeme zistit,
¢ ju méme zapocitat. Ked chceme konfigurdciu zapoéitat, musime overit, ze nie je v M; (opét
vygenerujeme vSetky konfiguricie z M; a porovndme ju s nimi) a Ze je nova, eSte nezapocitana v
Qi+1 (eSte raz vygenerujeme vSetky konfiguracie z M;, overime, Ze zo Ziadnej vygenerovanej pred
K,, sa neda dostat do overovanej konfiguracie na jeden krok).

Ak vieme (na zéklade toho, Ze pozndme Q;) vygenerovat v koneénom ¢ase vSetky konfigurdcie
z M;, vyssie popisanym postupom v konec¢nom c¢ase spocitame hodnotu @; 1. Opakovanim tohto
postupu kym Q; # Q,+1 spoc¢itame hladant hodnotu Q. Zostava ukizat posledny detail — ako na
zéklade znalosti Q; vygenerovat vSetky konfiguracie v M.

Pouzijeme rovnaku fintu ako na zaciatku dokazu: Postupne prejdeme vSetky mozné konfigu-
racie. O kazdej si nedeterministicky tipneme, ¢i patri do M;. Ak sme si tipli, Ze ano, overime,
¢i naozaj a zvysime pocitadlo vygenerovanych konfiguracii o 1. Ak na konci mame v pocitadle
hodnotu mensiu ako @;, zasekneme sa.

Na zéver poznamenajme, ze podrobny dokaz vyzadoval niekolko desiatok stran a skonstruovany
LBA A’ mal niekolko desiatok stop. Myslienka pouzitd pri dokaze, ktord vyuzije nedeterminizmus
na generovanie vSetkych moZnosti, pricom si poéitame pocet vygenerovanych moznosti (a tym
dontitime nedeterminizmus vygenerovat vSetky) dostala ndzov inductive counting.
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Kapitola 6

Rekurzivne vydislitelné a
rekurzivne jazyky

6.1 Turingove stroje

V popisovani zariadeni na rozpozndavanie jazykov sme sa dostali k poslednej abstrakcii, ku stroju,
ktory dokéaze zasttpit kazdy doposial zmieneny automat, dokdze simulovat lubovolny iny Turingov
stroj (TS), ba dokonca vSetko, ¢o je algoritmické (teda naprogramovatelné). V tejto ¢asti sa budeme
su vlastne LBA, ale s nekonec¢nou paskou. Najprv definujeme Turingove stroje neformélne, s istym
stupniom abstrakcie a neskor si ukazeme aj nazorni formalnu definiciu.

Turingov stroj je stroj s nekoneénou paskou a jednou hlavou pohybujtcou sa doprava, dolava,
alebo stojacou na mieste. V kroku vypoétu hlava nacita pismeno na paske, podla neho a stavu sa
rozhodne, aky znak na jeho miesto zapise, ako zmeni stav a ktorym smerom pohne hlavu.

Na zaciatku predpokladédme, Ze sa hlava nachédza na prvom pismenku vstupného slova, pricom
na miestach, kde sa vstupné slovo nenachddza, je na paske zapisany S$pecidlny znak B (blank,
prazdne).

Konfiguracie mozeme zapisovat podobne ako u LBA s tym, Ze zapisujeme iba neprazdnu éast
pasky (aby konfiguracia bola koneénd). Aby neprézdna ¢ast pasky bola suvisla, pozadujeme, aby
T'S nesmel zapisovat B. (Uvedomte si, Ze silu T'S to neobmedzi, méze pouzivat iny symbol, ,falosny
blank“, ku ktorému sa bude sprévat rovnako ako ku blanku.) Na vyber pri definicii konfiguricie
mame rovnaké moznosti ako pri LBA.

Akceptovanie Turingovym strojom zabezpec¢ime akceptaénym stavom — TS akceptuje akonédhle
dosiahne akceptaény stav, nemusi ani len doc¢itat vstupné slovo.

Definicia 6.1.1 Nedeterministicky Turingov stroj je 6-ica (K, X,T',6,q0, F), kde K je ko-
necénd mnozina stavov, X je konecnd abeceda vstupnych symbolov, I je koneénd abeceda pracovngch
symbolov (X C T, B¢T), q € K je zaciatoény stav, F C K je mnoZina akceptacnich stavov a
§: K x (TU{B}) — 28xIxX{=101} je prechodovd funkcia.

Definicia 6.1.2 Konfigurdcia TS je prvok z KBI'* UT*KT+ UT*KB.

Poznamka 6.1.1 Citatel isto podla prikladu pri LBA dokéZe definovat , konfiguraciu s bi¢ikom*
aj ,konfigurdciu s poziciou hlavy od zaciatku (neprazdnej Casti) pasky*.

Definicia 6.1.3 Krok vypoctu TS je relicia - na konfigurdcidch definovand nasledovne:

Yu,v €T, Va,y,z €T, Vg€ K :
ugrzv b upzv <= (p,z,0) € §(q,x)
uqrv Fuzpy <= (p,z,1) € §(q, x)
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uyqro Fupyzy <= (p,z,—1) € d(q, x)

Verime, Ze citatel si sdm doplni definiciu o pripady, kedy je hlava pri okrajoch zapisanej casti
pdsky.

Definicia 6.1.4 Jazyk akceptovany TS A je mnoZina
L(A) ={w | 3gr € F, u,v € (L U{B})"; (qow) F (ugrv)}.

Poznamka 6.1.2 Téato definicia je trochu ,lenivd® v tom, ze pripasta ako u a v lubovolné postup-
nosti znakov pracovnej abecedy a blankov. My ale vieme, Ze zapisana c¢ast pasky je vzdy stvisla,
preto by sa dalo aj presnejsie popisat, ako u a v vyzeraji. Zbytoéne by sme tym ale definiciu
zneprehladnili.

Definicia 6.1.5 Deterministicky TS je taky TS, kde Vg € K, Yx e T U{B}; [0(¢g,x)| < 1.

Poznamka 6.1.3 Deterministicky TS budeme skratene oznacovat DTS. Ak budeme chciet zdo-
raznit, Ze konkrétny TS je nedeterministicky, budeme ho oznacovat NTS.

Poznamka 6.1.4 In4d moznost je forméalne definovat DTS podobne, ako sme definovali jedno-
duchsie typy automatov, teda ako TS, ktorého prechodové funkcia je typu 6 : K x (I' U {B}) —
(K xT' x {—1,0,1}). Vyhodou tejto definicie je trochu lahsi zapis konkrétneho DTS. Je Tahké
nahliadnut, Ze obe definicie s ekvivalentné.

Cvicenie 6.1.1 Bolo by vhodné, aby ¢itatel skor, nez bude ¢itat dalej, ziskal predstavu o sile
Turingovych strojov. Odportcame skusif si zostrojit nasledujice (deterministické alebo nedeter-
ministické) Turingove stroje:

TS akceptujici prazdny jazyk

TS akceptujici dany koneény jazyk

TS simulujtci dany koneény automat

TS simulujtci dany zasobnikovy automat (zasobnik si méze napr. pisat na pasku za vstup)
TS, ktory po spusteni na slove w € {a,b}* na jeho koniec pripiSe znak # a zan skopiruje w
TS pre jazyk {a®#a¥ | z deli y}

TS pre jazyk {a® | = je prvocislo}

nedeterministicky TS pre jazyk {a” | = nie je prvoéislo} — jednoduchsi ako v predchédza-
jucom priklade!

TS, ktory po spusteni na slove w € {a,b, c}* toto prepise na a®b?c?, kde a = #4(w), atd.
e TS, ktory ked spustime na prazdnej paske a nechdme pracovat do nekoneéna, napiSe na 1iu
slovo abaabaaabaaaab . . .

e TS, ktory rozdeli vstupné slovo na polovice a na jeho prvej polovici odsimuluje iny T'S
e TS, ktory rozdeli vstupné slovo na polovice, odsimuluje iny TS na jeho prvej polovici a ak
akceptoval, tak ho odsimuluje aj na druhej polovici pévodného vstupu

Poznamka 6.1.5 Uvedomte si, Ze posledné z cviceni st prikladom toho, Ze Turingov stroj vie
pouzivat iné TS ako ,procedtry”. Ak mame TS, ktory nieco robi a chceme ho pouzit pri konstrukeii
nového TS, staéi vhodne premenovat stavy pdévodného TS, pridaf jeho -funkciu do zostrojovaného
TS a upravit zostrojovanu d-funkciu tak, aby vedela ,zavolat pridant procediru® a po jej skonéeni
pokracovat dalej.

6.2 Ekvivalencia det. a nedet. Turingovych strojov

Zjavne kazdy DTS je zaroven aj NTS. Ukazeme, ze na deterministickom Turingovom stroji vieme
simulovat nedeterministicky.
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Veta 6.2.1 Ku kaZdému NTS A existuje DTS A’ taky, ze L(A) = L(A").

Dokaz. A’ bude na vstupnom slove w prehladavat do Sirky priestor konfiguracii, v ktorych sa
A na w mohol nachddzat. Teda najskor upravi vstupné slovo na zaciato¢nii konfigurdciu, potom
funguje v nekonec¢nom cykle: ndjde na paske prvii nespracovant konfiguraciu, oznaci ju ako spra-
covanu, odsimuluje vSetky mozné kroky A z tejto konfiguracie a nové konfiguracie pripiSe na koniec
zapisanej casti pasky.

Takto A’ zjavne skoér ¢i neskor! najde kazdu konfiguraciu, do ktorej sa A na w mohol dostat.
(A’ najskor vygeneruje tie konfigurdcie, kam sa A mohol dostat na jeden krok, potom vsetky
dosiahnutelné na dva kroky, atd.) A’ akceptuje, akonahle néjde nejaka akcept. konfigurdciu A.

6.3 Varianty Turingovych strojov

UkéZzeme si niekolko inych moZnosti, ako definovat Turingov stroj. VécéSina z nich bude rozpoznavat
jazyky a budua ekvivalentné s nasou definiciou. Okrem nich si ukéZeme niekolko ,exotickejsich®
variantov, ktoré budu robif nieco trochu iné. Definicie budeme robif neformdlne — ale verime, ze
dostato¢ne podrobne na to, aby nebol problém spravif podla nich prislusnt formélnu definiciu.

NTS a DTS s jednosmerne nekone¢nou paskou

Rozdiel je v tom, ze prislusny TS definujeme tak, ze paska je nekonecna len smerom doprava, na
lavom okraji je endmarker ¢, ktory TS (podobne ako LBA) nesmie prekro¢it ani prepisat.

Simulovat takyto TS na nasom je trividlne. Simuldcia opaénym smerom:

Jedna moznost je mat $pecidlnu mnozinu stavov (,proceduru®), ktord vie posunat celé slovo
na paske o jedno doprava. Ked chceme zapisat na ¢, najskor si fiou slovo na paske posunieme
doprava, potom prislusny znak zapiSeme na prvé policko pasky.

Druhé moznost je vyrobif si na zaciatku vypocétu dvojstopu pasku, ktord akoby vznikne prelo-
7enim povodnej oboma smermi nekoneénej pasky — na hornej stope bude ¢ast pasky idtca doprava,
na dolnej zvySok pédsky idaci dolava. V stave si pamiitdme, ¢i sme v simulovanom TS na hornej
alebo dolnej stope.

Pri NTS je eSte ind moznost: Na zadiatku vypoctu postvame vstupné slovo doprava, kym sa
nedeterministicky nerozhodneme, Ze uz mame nalavo od neho dost miesta. Potom odsimulujeme
vypocet.

Viacpaskovy TS s hlavou na kaZzdej paske

Takyto TS funguje tak, Ze v jednom kroku sa podla svojho stavu a znakov, ktoré ¢itaja jednotlivé
hlavy rozhodne, ¢o ktora hlava zapise a kam sa pohne.

Pomocou jednej hlavy by sme takyto automat mohli simulovat pomocou viacerych stop na
jednej paske. Pohyby jednotlivych hlav by sa prejavovali zodpovedajicimi pohybmi slov na jed-
notlivych paskach nad urc¢itym miestom. Automat by iba zaistoval precitanie poschodového znaku
nad tymto miestom, na zaklade ¢oho by posunul slovd na jednotlivych stopach, pripadne tam
zapisal dané znaky.

Ina moznost by bola mat na kazdej stope zaznacené, kde sa préve ktord hlava nachéidza.
Automat pri simulécii jedného kroku prebehne zapisant cast pasky, v stave si ,pozbiera“, ¢o
ktord hlava ¢ita, potom podTla d-funkcie simulovaného automatu zmeni stav, znova prebehne pasku,
zapiSe ¢o mé a prisluSne popostuva znacky, kde je ktord hlava. Treba si uvedomit, Ze to, ¢o &ita
kone¢ny pocet hlav, si vieme zapamitat v stave.

1Uvedomte si, ze ako popis kazdej konfiguracie, tak aj pocet moznych krokov z nej je koneény, preto kazdu
konfiguraciu spracuje v kone¢nom case.
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TS s viac hlavami na paske

Pri definicii potrebujeme vyriesit situdciu, ¢o sa stane, ak bude chcief viac hldv naraz pisat na to
isté policko. S viaceré moznosti, napr. hlavy ocislujeme, tspesne zapiSe ta s najvac¢sim c¢islom.

Pri simulécii budeme mat na paske viac stop, pre kazdu hlavu jednu, kde si znad¢ime poziciu
prislusnej hlavy. Znaky nacitané jednotlivymi hlavami si moZeme zapamétat v stave, a potom
postupne porobit to, ¢o povodny automat s viacerymi hlavami. (Ak ich bude simulovat v poradi, v
akom st o¢islované, automaticky vyriesi aj problém s viac hlavami na jednom policku — jednoducho
tam zostane to, ¢o tam zapisala poslednd simulovana hlava.)

TS s dvojrozmernou paskou

Tento T'S nem4 péasku, ale rovinu rozdelent na policka tvoriace Stvorcovi sief. Vstup w je zapisany
na poli¢kach so stradnicami [0,0],...,[Jw| — 1,0], v8ade inde st blanky. Hlava je na za¢iatku na
policku [0, 0]. Prechodové funkcia ndm vrati napr. pohyb v smere osi x a v smere osi y.

Pri jeho simulécii ukdzeme vSeobecny postup, ktory sa dal pouzif na simuléciu Iubovolného z
doteraz uvedenych modelov: Na péaske budeme mat zoznam neprazdnych policok — trojice [z, y, ],
kde x,y st stradnice policka a ¢ je znak na tom policku. Toto vSetko samozrejme vhodne za-
kédované, napr. ¢isla x, y budi zapisané v dvojkovej ststave. Teda napr. trojicu [6,5, ¢| by sme
mohli mat na paske ako #0110&0101&c# (kde # a & st Specidlne oddelovacie znaky, prva 0 je
znamienkovy bit). Na konci pasky budeme mat este dvojicu stradnic, na ktorych sa nachadza
hlava.

Na simuldciu pouzijeme TS s dvomi hlavami na naSej paske. Jedna bude na mieste, kde st
zapisané sturadnice simulovanej hlavy, druhd behd po paske. Vzdy, ked médme odsimulovat krok
povodného automatu, druha hlava prebehne po paske a najde popis prislusného policka. (Dve
hlavy mame jedine na to, aby sa im Tahko porovnavali stradnice — jedna ¢ita stradnice hlavy,
druhé zaroven s tym stradnice policka.) Ak ho nendjde, tak sme ¢&itali blank. Tak ¢i tak si vieme v
stave zapamitat ¢itany znak, rozhodnif sa, aky krok spravil povodny automat a odsimulovat ho
— &i uZ prepisat znak na danom policku, alebo (ak sme prepisali blank) na zadiatok pasky pridat
nové policko a na koniec zmenit prislusne stradnice hlavy.

Uznévame, Ze tento popis je na toto miesto az prili§ volny a neforméalny, no ked ¢itatel ziska
trochu praxe s Turingovymi strojmi, zisti, Zze kazdy z popisanych krokov vedia TS Tahko realizovat.

TS podéitajuci funkciu

Tento model nebude priamo ekvivalentny s klasickym TS. Stivis medzi nim a klasickjym TS pre-
sahuje ramec tohto textu.

Definicia 6.3.1 Hovorime, zZe DTS poéita funkciu f : N — N, ak po spusteni na vstupe a* po
konecnom pocte krokov prejde do akceptacného stavu a na pdske je (okrem pripadnych falosngch
blankov) slovo af(®).

Poznamka 6.3.1 Tuto definiciu mézeme jemne upravit: Hovorime, ze DTS poéita funkciu f :
37 — X5, ak po spusteni na vstupe w € X] po kone¢nom pocte krokov prejde do akceptacného
stavu a na péske je (okrem pripadnych falo$nych blankov) slovo f(w) € 3.

Generujuci TS

UkéZeme jeden mierne odlisny model,? ktorym zdévodnime, preco budeme odteraz frazové jazyky
volat rekurzivne vycislitelné.

Definicia 6.3.2 Generujuci TS je DTS A s dvomi pdskami, ktory bude fungovat nasledovne:
Neskonct vgpocet dosiahnutim akceptacného stavu, t.j. pracuje pripadne aj do nekonecna. Druhd

2Tentokrat opit ekvivalentny s klasickym TS. ..
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pdska je ,vystupnd® — vidy, ked je A v akceptacnom stave, slovo, ktoré je na nej,® sa akoby vypise
na vystup. Jazyk L(A) generovany tymto TS je mnoZina slov, ktoré v koneénom case vypise na
vystup.

Poznamka 6.3.2 Tento stroj teda vymentuva v nejakom poradi vSetky slova nejakého jazyka. V
anglitine sa pre tito ¢innost pouziva pojem ,enumerate* (vymenovat, vyéislit), pri preklade do
slovenéiny sa (moZno trochu nesfastne) zvolil pojem vy¢islit. Privlastok ,rekurzivne“ pochadza
od este iného modelu, ako s Turingove stroje a frazové gramatiky — rekurzivnych a ¢iastocne
rekurzivnych funkcii.*

Poznamka 6.3.3 Zjavne jazyk generovany generujicim TS vieme akceptovat klasickym Turingo-
vym strojom — ked dostaneme vstup w, staci simulovat generujici TS, kym nevypiSe w na vystup.
(Ak ho nevypiSe nikdy, jednoducho ho budeme simulovat do nekoneéna, teda w neakceptujeme.)

Veta 6.3.1 Ku kaZdému DTS A existuje generujici TS A’ taky, Ze L(A) = L(A’).

Doékaz. Potrebujeme odsimulovat A na vsSetkych slovach zo ¥* a vypisat tie, ktoré akceptuje.
Zjavne to nemdzeme robit postupne — ¢o ak sa na niektorom z nich zacykli? Budeme ho musiet
simulovat naraz na vSetkych. Aby sa ,na kazdé slovo dostalo“, spravime to nasledovne:

A’ bude do nekone¢na opakovat nasledujuci cyklus: Najskor pridd dalsie vstupné slovo medzi
uz spracuvané, potom odsimuluje po jednom kroku A na vSetkych uz spractvanych slovach. Kazdé
slovo, ktoré A akceptuje, vypiSeme na vystup.

Zjavne A’ vygeneruje len slova z L(A), ukdzme, 7e ich vygeneruje vSetky. Nech w € L(A).
Spractvanych slov je v kazdom okamihu koneéne vela, preto kazdy prechod cyklom skonéi v
koneénom ¢ase. To ale znamend, %e v konecnom case (radovo po |Z|!™ prechodoch cyklom) sa
medzi spracivané slovéa zaradi aj w. Akceptaény vypocet A na w je koneéne dlhy, po prislusnom
pocte prechodov cyklom w vypiseme.

6.4 Ekvivalencia Turingovych strojov a frazovych gramatik
Veta 6.4.1 Ku kaZdej frazovej gramatike G existuje NTS A taky, e L(G) = L(A).

Dokaz. Analogicky ako pri LBA, simuldciou odvodenia (bud od zaciatku alebo od konca). Pri
LBA sme uviedli konstrukciu, kedy od konca hidame odvodenie a prislusne upravujeme vetni
formu az kym nedostaneme iba zaciato¢ny neterminél. Teraz uvedieme druhtt moznt konstrukciu.

Vstupné slovo si odlozime na jednu stopu pasky. Na druhej stope nedeterministicky hadame a
simulujeme jeho odvodenie v G. KedZze méame k dispozicii nekone¢ne dlht pasku, uz nas netrapi,
ze vetnd forma pocas vypoctu moze byt dlhsia ako vstupné slovo. Ak sa ndm vstupné slovo podari
odvodit, akceptujeme.

Veta 6.4.2 Ku kaZdému NTS A ezistuje frazovd gramatika G takd, Ze L(A) = L(G).

Dokaz. Opit analogicky ako pri LBA: Gramatika bude mat dvojposchodové neterminaly. Najskor
na hornom poschodi vygeneruje fubovolné slovo. To skopiruje na dolné poschodie, upravi ho na
zaciato¢ni konfigurdciu A (najlepsie v nami definovanom tvare, kde je pozicia hlavy vyznacena
symbolom stavu) a prepisovanim vetnej formy simuluje vypocet A. Ak sa vo vetnej forme vyskytne
akceptaény stav, G prepiSe horné poschodie netermindlov na terminaly a ostatné nadbyto¢né
netermindaly zmaze.

3Pripadne mézeme definovat vystupnt abecedu ¥’ C T, ako vystupné slovo berieme len slovo tvorené symbolmi
zo ¥/* — kvoli tomu, aby sme vedeli vygenerovat aj kratsie slovo ako sme vygenerovali v predchddzajticom kroku.
Inou moznostou je povolit generujicemu TS zapisovat blanky na vystupni pasku.

4D4 sa ukazaf, Ze rekurzivne funkcie su ekvivalentné s funkciami poéitanymi TS z predchadzajtcej definicie.
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6.5 Uzaverové vlastnosti rekurzivne vydislitelnych jazykov.

Pripomenieme, Ze triedu rekurzivne vyéislitelnych (t.j. frazovych) jazykov oznacujeme Lgg. Pri

.....

takmer identické dokazy.

Veta 6.5.1 ZLrE je uzavretd na zjednotenie, prienik, zretazenie, iterdciu a reverz.
Dokaz. Rovnako ako pre kontextové jazyky.

Veta 6.5.2 LR je uzavretd na homomorfizmus a inverzny homomorfizmus.

Dokaz. KedZe na nekonecnej paske méame miesta dost, nemusime sa trapit s tym, Ze ndm na
nu obraz nevojde. Pre jednoduchsiu konstrukciu mozeme pouzit dvojpaskovy TS. Jednoducho
vstupné slovo zobrazime, pricom obraz slova (resp. pri homomorfizme nedeterministicky tipnuty
spravny vzor slova) piSeme na druht pasku. Na tomto slove potom simulujeme TS pre povodny
jazyk.

Na zaver jedno mozno prekvapivé tvrdenie, v ktorom sa kontextové a frazové jazyky lisia:
Veta 6.5.3 Lrg nie je uzavretd na komplement.

Dokaz. Ked v nasledujtcich ¢astiach vybudujeme dostatoény aparat, ukdzeme jazyk, ktory je
rekurzivne vydcislitelny (lema 6.7.1), ale jeho komplement rekurzivne vyéislitelny nie je (veta 6.7.2).

Poznamka 6.5.1 Uvedomte si, Ze z tejto vety vyplyva, ze Lgcs # -Lre a kedZe zjavne Lrcs C
LrE, tak Lrces € Lre. Preto naozaj kontextové jazyky nie s uzavreté na homomorfizmus (vid
dosledok 5.5.8).

6.6 Kodovanie jazykov a TS

TS nad dvojpismenkovou abecedou

Ukéazeme, 7Ze ku kazdému TS existuje ,,v podstate ekvivalentny“ TS s pracovnou abecedou {0, 1}.
Uvodzovky st tam preto, Ze ekvivalentny TS nemusime vediet zostrojif — totiz vstupna abeceda
povodného TS moze obsahovat aj iné symboly ako 0 a 1.

Lema 6.6.1 Ku kazdému jazyku L nad abecedou ¥ takou, Ze || = n existuje homomorfizmus h
taky, Ze h(L) je jazyk nad abecedou {0,1} a h=1(h(L)) = L.

Dékaz. Nech X; = {aq,...,a,_1}. Staél polozit napr. h(a;) = 0°1.

Poznamka 6.6.1 Vyznam tejto lemy je nasledovny: Kazdy jazyk nad Tubovolne velkou abecedou
vieme homomorfizmom ,zakédovat* do vhodného jazyka a prislusnym inverznym homomorfizmom
ho ,dekédovat® spit. Kedze Lgg je uzavreta na tieto operacie, bud st rekurzivne vydcislitelné oba
jazyky, alebo ani jeden z nich. Sta¢i sa ndm teda zaujimat o TS so vstupnou abecedou {0, 1}.

Veta 6.6.2 Ku kazdému TS A so vstupnou abecedou {0,1} a pracovnou abecedou I' existuje ek-
vivalentng TS A’ s pracovnou abecedou {0,1}.

Dokaz. Nech ' = {ap = 0,a; = 1,aq9,...,a,—1}. N&§ TS A’ si bude na pédske symbol a; repre-
zentovat postupnostou symbolov tvaru® 0i+117—,

Na zaciatku si ,prelozi“ vstupné slovo do svojho kédovania symbolov, t.j. kazdt nulu prepise
na slovo 01" a kazdt jednotku na 0217~!. Odteraz simuluje TS A, pri¢om preéitanie symbolu z
pasky (a rovnako aj zapis) mu trva radovo n krokov, pocas ktorych prejde prislusny kasok pasky
a v stave si ,,posklada”“ precitané pismeno.

,,,,,

5Mohli sme zvolif Iubovolny iny jednozna¢ne dekédovatelny tvar, napr. 01 ako pri dokaze predchidzajicej
lemy. Pri konstrukcii TS je vSak nas tvar vyhodnejsi — vSetky symboly reprezentujeme slovami rovnakej dlzky,
ktoré zacinaji 0 a koncia 1, takZe sa TS lahko hladaju.
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Désledok 6.6.3 Kazdy rekurzivne vycislitelny jazyk teda vieme ,zakodovat® do jazyka nad abe-
cedou {0,1} a ten akceptovat Turingovym strojom, ktory nepouZiva Ziadne iné symboly.

Koédovanie TS

V tejto Gasti si povieme o zakédovani daného Turingovho stroja do postupnosti z {0,1}*. Je
zjavne nemozné zakdédovat konkrétne vstupné symboly, ktoré pouziva, ale lema 6.6.1 hovori, Ze
to ani nie je nutné. NavySe vieme, Ze vypoctova sila DTS a NTS je rovnaka. Preto sa (v tejto
aj dalsich castiach) obmedzime na deterministické Turingove stroje so vstupnou abecedou {0, 1}.
Ked budeme mat dany kéd TS (kéd TS A oznacujme <A>), budeme moct okrem iného neskdr
zostrojit tzv. univerzalny TS, ktory dostane na vstup kéd nejakého TS A a vstupné slovo w a
bude simulovat stroj A na slove w.

Poznamka 6.6.2 Pre programétora by nemal byt problém predstavit si zakédovanie konkrétneho
TS do postupnosti nil a jednotiek — jednoducho nejaky jeho popis ulozime do stiboru a ako
kéd zoberieme vysledny stibor po bitoch. Ukazeme ale jednu moznt ,matematickejsiu“ a hlavne
exaktnejsiu definiciu kédu TS.

Zostrojime najskor kéd nad abecedou {0, 1, #}. Kéd bude vyzerat napr. nasledovne:
## (velkost K)#+# (velkost I')##(¢isla ake. stavov)##(6 — funkcia)##

Pritom predpokladame, Ze stavy st ocislované od 0 do |K| — 1, pdskové symboly od 0 do |T'| — 1
(0,1 st vstupné symboly, symbol |T'| je blank). Vsetky ¢isla (velkosti K, I a ¢isla akceptaéngch
stavov) st zapisané po bitoch, teda v dvojkovej ststave, a pripadne od seba oddelované znakom
#.

Riadok é-funkcie (gy, i, d) € 0(¢x, cs) zapiSeme x#s#y#t#d. (Opit, ¢isla x,y, s, t su uvedené
po bitoch, d je 0, 1 alebo 11 (namiesto -1).) Jednotlivé riadky d-funkcie st oddelené #+#.

Takto vieme [ubovolny TS zakédovat (nie nutne jednoznacne) do slova nad abecedou {0, 1, #}.
Ked na takyto kéd TS aplikujeme homomorfizmus taky, ze h(0) = 1, h(1) = 01, h(#) = 001,
dostaneme jednozna¢ne dekédovatelny kéd T'S nad abecedou {0, 1}.

Zjavne nie kazdé slovo nad abecedou {0, 1} je kédom nejakého TS. Aby sme sa zbavili tejto
nemilej vlastnosti, definujeme, Ze ak sa slovo nad abecedou {0, 1} ned4 vyssie uvedenym postupom
dekédovat na Turingov stroj, tak je to kéd TS akceptujiceho prazdny jazyk.

Turingov stroj s kédom w budeme znadit A,,.

6.7 Diagonalny a univerzalny jazyk

Pripomenieme, Ze sa zaoberame len deterministickymi Turingovymi strojmi so vstupnou abecedou
{0,1}.

Kazdé prirodzené ¢islo vieme jednoznacéne zapisat v dvojkovej ststave, tym dostaneme slovo
nad abecedou {0, 1}. Preto vzdy, ked v tejto casti hovorime o ¢isle na vstupe TS, myslime tym
toto zodpovedajuce slovo. A naopak, kazdé slovo nad touto abecedou moézeme chapat ako ¢islo.
(Vdaka nuldm na zac¢iatku viacerym slovdm zodpoveda to isté ¢islo, to ndm ale nebude prekazat.)

Definicia 6.7.1 Diagondlny jazyk je jazyk Lp = {w | w € {0,1}* A w € L(4y,)}-

Poznamka 6.7.1 Diagonélny jazyk je teda (volne povedané) jazyk kédov tych Turingovych stro-
jov, ktoré svoj kéd akceptuju.

Lema 6.7.1 Diagondlny jazyk je rekurzivne vycislitelns).

Dokaz. Zostrojime prefi viacpaskovy TS, ktory bude fungovaf nasledovne: Vstupné slovo sko-
piruje na druhi pasku. Na slovo na prvej paske sa bude divat ako na kéd stroja A,,, ktory mé
simulovat, na slovo na druhej péske ako na vstup. Na tretiu pasku si na zaciatku napiSe &islo
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zaciatoéného stavu stroja A,. (Uvedomte si, Ze stav simulovaného A, si nemdze pamitat vo
svojom stave, vopred totiZ nevieme povedat, kolko stavov bude A4,, mat.) Slovo na druhej paske,
predstavujice vstup, ,,prelozi“ do pracovnej abecedy A,,.

Teraz bude simulovat A,. V jednom kroku simulécie z druhej pasky zisti{ ¢itany symbol, na
prvej paske prejde kéd d-funkcie, najde riadok zodpovedajici stavu a precitanému symbolu a
odsimuluje ho (skopiruje novy stav na tretiu pasku, upravi slovo na druhej paske a prislusne na
nej posunie hlavu).

Veta 6.7.2 Komplement diagondlneho jazyka nie je rekurzivne vycislitelny.

Poznamka 6.7.2 Technika, ktorti sme pouzili pri zostrojeni tohto jazyka, pochadza z Canto-
rovho dokazu, ze redlnych ¢isel je nespocitatelne vela a vold sa diagonalizdcia. Cantor na zaklade
predpokladu, Ze redlnych éisel je spocitatelne vela zostrojil redlne ¢islo rozne od vsetkych redlnych
Cisel. Ako ukdzeme, my sme zostrojili jazyk, ktory sa 1isi od vSetkych jazykov akceptovanych TS.

Dékaz. Sporom. Nech LY je rekurzivne vy¢islitelny. Potom ale existuje TS A so vstupnou abece-
dou {0, 1}, ktory ho akceptuje. Teda je L(A) = LS. Tento TS m4 nejaky kéd w = <A>. Pozrime
sa, ako sa sprava A na svojom kdde.

Nech A slovo w = <A> akceptuje, teda w € L(A). Zarovei podla definicie Lp slovo w patri
aj do Lp. To ale znamen4, ze w ¢ LY = L(A), ¢o je spor.

Nech teraz A slovo w = <A> neakceptuje, teda w ¢ L(A). Potom podla definicie Lp slovo w
nepatri do Lp. To ale znamena, ze w € LG = L(A), ¢o je opif spor.

Turingov stroj A teda nemoze svoj kéd ani akceptovat, ani neakceptovat. To ale nie je mozné,
preto takyto TS neexistuje a jazyk Lg naozaj nie je rekurzivne vycislitelny.

Poznamka 6.7.3 Myslienka dokazu eSte raz inymi slovami. Zobrali sme vSetky Turingove stroje.
Kédy tychto strojov vieme zoradit do postupnosti a odislovat prirodzenymi ¢éislami. Zostrojili
sme jazyk Lg. Ten sa od jazyka akceptovaného i-tym Turingovym strojom v tejto postupnosti
(teda stroja A;) lisi v tom, ¢ obsahuje i-te slovo. Preto sa tento jazyk lisi od vSetkych jazykov
akceptovanych TS, a teda nie je rekurzivne vydislitelny.

<A1> | <Ao> | <Az> | .| <Ap>
Aq 0
Ay 1
As 0
Ay 1 0 1 - ?

V tabulke je 1, ak stroj slovo akceptuje, v opaénom pripade 0. Ak by stroj akceptujuci Lg
existoval, potom by sa nachadzal v postupnosti ako Ay pre nejaky index k. Spor dostaneme, ak
sa zamyslime, & patri slovo <Ay> do L(A) = LS.

Definicia 6.7.2 Univerzdlny jazyk je jazyk Ly = {<A>#w ; w € L(A)}.

Poznamka 6.7.4 Univerzalny jazyk je teda (volne povedané) jazyk dvojic (Turingov stroj A,
slovo w) takych, ze A akceptuje w.

Prakticky priklad univerzalneho TS s rézne emulatory, pomocou ktorych vieme na pocitaci
emulovat iny poditaé. Podobnym prikladom je interpreter, ktory vie interpretovat lubovolny prog-
ram v danom jazyku. Uvedomte si, Ze presne to isté bude robit TS pre univerzalny jazyk — dostane
popis programu v nami Specifikovanom jazyku, vstup a ma dany program na danom vstupe simu-
lovat.

Lema 6.7.3 Univerzdlny jazyk je rekurzivne vycéislitelny.
Dokaz. Analogicky ako pre diagondlny jazyk, len tentokrat mozu byt kéd stroja a vstupné slovo

navzajom rozne.
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Lema 6.7.4 Komplement univerzdlneho jazyka nie je rekurzivne vycislitelny.

Dékaz. Sporom. Nech LY € Zrg. Ukdzeme, Ze aj LS, € Lrp, ¢o bude spor. Nech A je TS taky,
7e L(A) = LS. Zostrojme TS A’ nasledovne: Ked dostane na vstupe slovo w, prepise ho na w#w
a simuluje na fiom TS A. Zjavne L(A’) = LS.

Poznamka 6.7.5 Predchadzajuici dékaz bol prikladom postupu, ktory budeme v budtcnosti ¢asto
pouzivat — redukcie. Bliz§ie sa s tymto pojmom zoznadmime v nasledujucich ¢astiach.

6.8 Rekurzivne jazyky, rieSitelnost, rozhodnutelnost
Definicia 6.8.1 Algoritmus je deterministicky TS, ktory na kaZdom vstupe zastavi.

Poznamka 6.8.1 Uvedomte si, Ze tato definicia je dost abstraktna. Ako neskor ukazeme, z kédu
TS sa nedé zistit, ¢ tento TS na kazdom vstupe zastavi. (U¢ene povedané, ide o sémantické, nie
o syntaktické obmedzenie.)

Definicia 6.8.2 Symbolom L. oznacujeme triedu jazykov, pre ktoré ezistuje deterministicky TS,
ktory zastavi na kaZdom vstupe a akceptuje dany jazyk. Tuto triedu voldme trieda rekurzivnych
jazykov.

Lema 6.8.1 Z,.. je podmnoZinou Lrg.
Veta 6.8.2 Z,.. je uzavreta na komplement.

Doékaz. Zjavné. DTS pre L¢ simuluje DTS pre L. Ten ur¢ite zastane, simulujtci TS uZ len zneguje
jeho vystup.

Désledok 6.8.3 Z lemy 6.8.1 a vety 6.8.2 vyplyva, Ze Lree T LRE.

Poznamka 6.8.2 Nacrtneme tu teraz jednu predstavu o triedach %, a Lrg. DTS, ktory vzdy
zastavi si mozeme predstavit ako ¢iernu krabicku, do ktorej vopchame slovo a ona ndm v koneénom
¢ase odpovie dno alebo nie podla toho, ¢ slovo patri do zodpovedajiceho jazyka. VSeobecny TS
je krabicka, u ktorej ak je odpoved dno, tak ju uréite dostaneme v kone¢nom ¢ase, ale odpovede
nie sa dockat nemusime.

Uvedomme si, Ze existencia dno-hovoriacej a nie-hovoriacej krabicky moézu byt principidlne dve
rozne veci. Koniec koncov, Zrg nie je uzavreta na komplement, takze pre niektoré jazyky moze
existovat len jedna z tychto krabiciek.

Veta 6.8.4 (Post) Nech L € Zrp a L€ € Zrp. Potom L € Lpe..

Dokaz. Myslienka: Majme dve Cierne krabicky — jednu, ktora urcite v kone¢nom case povie dno,
ak w € L, druht, ktora v koneénom &ase povie dno, ak w € L¢. Ked dostaneme vstupné slovo w,
vopchéame ho do oboch krabiciek a naraz ich pustime. V kone¢nom ¢ase jedna z nich urcite skondi,
vieme odpoved a skonéime.

Este raz formalnejsie. Nech A;, Ay st DTS pre L, L. Zostrojime dvojpaskovy DTS A, ktory na
kazdom vstupe zastane a bude akceptovat jazyk L. Bude fungovat nasledovne: Skopiruje vstupné
slovo w na druht pasku. Striedavo simuluje jeden krok A; na prvej paske a jeden krok A, na
druhej. Ak A; akceptuje, A akceptuje. Ak As akceptuje, A sa zasekne a neakceptuje. Kedze bud
w € L alebo w € LY, skor ¢ neskor jeden zo simulovanych TS musi akceptovat, preto A vady
zastane.

Zopakujeme definiciu, ktord sme uviedli v prvej kapitole pri volnej diskusii o stvise medzi
jazykmi a problémami. Verime, Ze Citatel s vedomostami z predchédzajucich kapitol uz méa do-
statoény nadhlad, aby vedel lubovolny problém, kde je odpoved &no/nie, zakédovat ako vhodny
jazyk.
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Definicia 6.8.3 Rozhodovaci problém moZeme definovat ako jazyk Y (nad pevne zvolenou
abecedou) predstavujici mnoZinu tych vstupov, pre ktoré je odpoved kladnd.

Poznamka 6.8.3 Uvedomte si, Ze (ak sa zaoberdme Turingovymi strojmi) v podstate nezélezi na
konkrétnom kdédovani instancii problému do slov jazyka. Totiz Tahko nahliadneme, Ze ked zakddu-
jeme ten isty problém do jazyka dvoma roznymi rozumnymi® postupmi, bude existovat TS, ktory
bude schopny prekladat jeden kéd na druhy. Ak teda existuje TS rieSiaci problém zakdédovany
jednym sposobom, tak existuje TS riesiaci dotyény problém zakédovany lubovolnym rozumnym
sposobom — prelozi kéd zo vstupného na taky, pre ktory uz problém vieme riesit a vyriesi ho.

Z tohto dovodu budeme v nasledujicom texte vyrazy ,jazyk“ a ,rozhodovaci problém* (a tiez
sakceptovat jazyk“ a ,riesit rozhodovaci problém*) pouzivat ako synonyma.

Citatel laskavo prepac¢i prudkd neformélnost tohto zdévodnenia, formalizmus by tu ale zasa-
hoval daleko nad ramec tohto textu.

Definicia 6.8.4 Hovorime, Ze problém je turingovsky riesitelny, ok existuje DTS, ktoryj zastavi
na kazZdom vstupe a riesi dany problém.

Poznamka 6.8.4 Uvedomte si, ze tato definicia zahftia aj problémy, ktoré nie st rozhodovacie
(teda kde vystupom je nieCo iné ako ano/nie). Okrem iného hovori, Ze rozhodovaci problém je
turingovsky riesitelny vtedy, ak jeho zakédovanim do jazyka dostaneme rekurzivny jazyk.

Téza 6.8.5 (Church-Turing) Turingovskd rieitelnost je ekvivalentnd algoritmickej riesitelnosti.

Poznamka 6.8.5 Téato téza uvadza tvrdenie, ktoré uz intuitivne dlhsiu dobu pouzivame pri roz-
nych myslienkach dokazov a pod. Tézu principidlne nemézeme dokdzat — totiz nevieme presne, ¢o
pojem algoritmicka rieSitelnost znamené. Jednou z motivacii k rozvoju tedrie formélnych jazykov
bolo préave skiisit ¢o najlepsie vystihnat, ktoré problémy st riesitelné a ktoré nie. Naslo sa vela dia-
metralne odlisnych pristupov (Turingove stroje, frdzové gramatiky, ¢iasto¢ne rekurzivne funkcie,
Minského registrové stroje, lambda-kalkul, . ..), no ukazalo sa, Ze vSetky vedu k tak isto silnému
modelu. Preto sa tento model prijal ako ,definicia“ algoritmickej riesitelnosti.

Poznamka 6.8.6 V dalSom texte budeme namiesto ,turingovska® ¢i ,algoritmické rieSitelnost®
hovorit jednoducho riesitelnost.

Definicia 6.8.5 Hovorime, Ze problém je rozhodnutelny), ak je to riesitelny rozhodovaci problém.
Definicia 6.8.6 Ak rozhodovaci problém nie je rozhodnutelnyj, hovorime, Ze je nerozhodnutelni.

Definicia 6.8.7 Hovorime, Ze problém je ¢iastoéne rozhodnutelny, ak je to rozhodovaci prob-
lém a jeho zakddovanim do jazyka dostaneme rekurzivne vycislitelny jazyk.

Poznamka 6.8.7 Na tomto mieste je dolezité uvedomit si, Ze rekurzivne jazyky zodpovedaju
rozhodnutelnym a rekurzivne vydcislitelné jazyky ciastoéne rozhodnutelnym problémom. Tiez si
vSimnite, Ze problém moze byt ¢iastocne rozhodnutelny, ale nerozhodnutelny.

Priklad 6.8.1 Problém prislusnosti slova do reguldrneho jazyka (daného koneénym automatom)
je rozhodnutelny.

Dokaz. Lahko zostrojime jazyk zodpovedajici tomuto problému, napr.: L = {(kéd kone¢ného
automatu)#(kéd slova)} — oba kédy st napr. nad abecedou {0,1}. Tato ¢ast dokazu budeme v
budiicnosti vynechavat — predpokladame, Ze ¢itatel si uz dokaze predstavit, ako zakddovat instan-
ciu lubovolného rozumného problému do koneénej abecedy.

Takisto lahko zostrojime algoritmus (DTS, ktory na kazdom vstupe zastavi) pre tento jazyk —
jednoducho odsimuluje automat, ktorého kéd dostane na vstupe na slove, ktoré tiez dostane na
vstupe a zisti, ¢i dané slovo akceptuje alebo nie.

6T.j. takymi, ze kédovanie aj dekédovanie je algoritmicky postup.
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Priklad 6.8.2 Problém prislusnosti slova do rekurzivne vy¢islitelného jazyka je ¢iasto¢ne rozhod-
nutelny, ale nie je rozhodnutelny.

Dokaz. Jazyk zodpovedajici tomuto problému je univerzalny jazyk Ly. Vieme, 7e Ly € ZrEg,
LS ¢ %rE. Potom napriklad z vety 6.8.2 vyplyva, ze Ly & Zrec.

6.9 Zakladné nerozhodnutelné problémy

V predchadzajtcej ¢asti sme dokazali, Ze problém prislusnosti slova do rekurzivne vyd¢islitelného
jazyka (univerzélny jazyk) a problém, ¢i dany TS akceptuje svoj kéd (diagondlny jazyk) nie st
rozhodnutemé. Pri dokaze, ze Ly € Zree sme pouzili myslienku redukcie, ktort teraz formélne
zadefinujeme.

6.9.1 Turingovska a many-to-one redukcia

Zacneme tym, Ze si formdlne definujeme pojem redukcie. Tento postup budeme pouzivat pri ukazo-
vani o problémoch, Ze nie st riesitelné. Samotny pojem ,redukcia“ vznikol z nasledovnej predstavy:
Ukézeme, Ze novy, nezndmy problém vieme zredukovat (t.j. oslabit) tak, Ze dostaneme zndmy ne-
rozhodnutelny problém.

Definicia 6.9.1 TS s ordakulom S (kde S je nejaky jazyk) je Specidlny dvojpdskovy TS, ktory
md k dispozicii ,ciernu krabicku®, ktorej sa vie ako jeden krok vypodtu opytat a ona mu odpovie
dno/nie podla toho, ¢ slovo na druhej pdske patri do S. (Standardny TS je teda TS s ordkulom
0, t.7. bez ciernej krabicky.)

Veta 6.9.1 (Turingovskd redukcia) Nech Ly € Lrec. Nech Lo je lubovolnyg jazyk. Ak existuje DTS
s ordkulom Lo, ktory vidy zastane a akceptuje Ly, tak Lo & Lrec-

Doékaz. Myslienka vety prelozend do Iudskej reci: Nech problém 1 nevieme rozhodovat. Nech ale
vieme rozhodovat problém 1 pomocou ¢iernej krabicky rozhodujtcej problém 2. Potom nevieme
rozhodovat ani problém 2. MySlienka dékazu: Keby sme vedeli rozhodovat problém 2, vieme zo-
strojit doty¢nu ¢iernu krabicku a s jej pomocou rozhodovat problém 1. To ale nevieme.

To isté trochu formalnejsie. Sporom. Nech A je dotyény DTS s ordkulom, nech Ly € Zpe.
Potom pre Lo existuje algoritmus B. Ked teraz upravime DTS A tak, aby namiesto pytania sa
ordkula odsimuloval B na svojej druhej paske, dostaneme DTS, ktory vzdy zastavi a akceptuje
Lq. To je spor s Ly &€ Lree. Preto Ly & Zree, q..d.

Poznamka 6.9.1 Analogicky sa da definovat Turingovska redukcia aj pre ¢iastoéna rozhodnu-
telnost: Ak Ly & ZgE, ale vieme preni zostrojit T'S pomocou TS pre Lo, tak aj Lo & LrE.

Poznamka 6.9.2 Ked mame k dispozicii ¢iernu krabicku rozhodujiicu problém 2, modZeme ju
pri rozhodovani problému 1 pouzit Tubovolne (konec¢ne) vela krat. Pri problémoch, ktoré st si
podobné, vSak ¢asto bude stacit jedno volanie tejto ¢iernej krabicky — jej odpoved bude zarovern
nagou odpovedou. V takomto pripade si vystacime s jednoduchsou redukciou.

Veta 6.9.2 (Many-to-one redukcia) Nech Ly & Zye.. Nech Lo je lubovolny jazyk. Nech jazyk L;
je nad abecedou ¥;. Dalej nech f : % — 33 je funkcia zachovdvajica prislusnost do jazyka — t.j.
Yw; we Ly < f(w) € La. Ak existuje DTS poéitajici funkciu f, tak Lo & Lrec-

Doékaz. Opif najskor prelozime dokazovani vetu do Tudskej reéi: Nech problém 1 nevieme rozho-
dovat. Ak vieme prekladat vstupy problému 1 na vstupy problému 2 tak, Ze prekladom sa nezmeni
odpoved, nemdzeme vediet rozhodovat ani problém 2 — potom by sme totiz vedeli rozhodovat prob-
lém 1 tak, Ze prelozime vstup a rozhodneme problém 2.

To isté trochu formalnejsie. Sporom. Nech M je DTS ratajuci funkciu f, nech A je DTS
rozhodujici Ly. Zostrojime DTS A’ rozhodujici Ly nasledovne: Na vstupnom slove w simuluje
M. Ked ten akceptuje, na paske mame slovo f(w). Na tom A’ odsimuluje A.
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6.9.2 Problém zastavenia

Predstavme si tllohu naprogramovat softvér, ktory pre dany Iubovolny program a data rozhodne,
éi program spusteny na tychto datach niekedy skon¢i alebo nie. Ukazeme smutnii skutoénost: taky
softvér nie sme schopni napisat.

Formalizaciou tohto problému je jazyk Lyarr = {<A>#w | A na w zastavi}.

Veta 6.9.3 Lyarr &€ Lrec (T-J. problém zastavenia nie je rozhodnutelny.)

Dokaz. Zredukujeme Ly arr na Ly, t.j. ukdZeme, Ze ak by sme vedeli rozhodovat Ly arr, vedeli
by sme rozhodovat aj Ly. Majme teda ¢iernu krabicku rozhodujacu Ly arr. Zostrojme DTS M,
ktory vzdy zastavi a akceptuje L.

Nas DTS M dostane na vstupe nejaky kéd TS A a slovo w, mé rozhodnuaf, ¢ A akceptuje
w. Zisti to nasledovne: Upravi kéd A, presnejSie jeho prechodoviu funkciu tak, aby sa namiesto
zaseknutia zacyklil. (T.j. na koniec pripiSe nové pravidla pre tie dvojice (stav,pismeno), pre ktoré
nebola prechodova funkcia definovand.) Takto dostane kéd nového TS A’. Pritom A’ zjavne ak-
ceptuje w prave vtedy, ak na fiom zastane. Preto sa M opyta ¢iernej krabicky na vstup <A'>#w.
Dostane odpoved, ¢ A’ na w zastane. To je ale zaroveni odpoved na otazku, & A akceptuje w —
skon¢ili sme, podla odpovede M akceptuje alebo nie.

Poznamka 6.9.3 Predchidzajuci dokaz pouzival Turingovsku redukciu. Sikovny &itatel si uz uve-
domil, Ze stacilo pouzit many-to-one redukciu. Zjavne vieme na TS pocéitat funkciu, ktora pre slovo
<A>#w vrati slovo <A'>#w, kde A’ je A upraveny tak, aby sa zacyklil, ak neakceptuje. Zjavne
<A>#w e Ly <— <A'>H#we Lyarr. Preto Lyarr & Lree, q.e.d.

Poznamka 6.9.4 Problém zastavenia zjavne je ¢iasto¢ne rozhodnutelny. Z Postovej vety vyplyva,
ze jeho komplement nie je ani ¢iasto¢ne rozhodnutelny.

Poznamka 6.9.5 Ukdzeme si eSte jeden ddkaz nerozhodnutelnosti problému zastavenia, tento-
krat bez pomoci redukcie. Na§ dokaz nebude tplne formélny. Nebudeme hovorif o konkrétnom
vypoctovom modeli (ako st napr. Turingove stroje ¢i frazové gramatiky), ale vSeobecne o algorit-
moch. Nasim ciefom bude dokdzat nasledovné tvrdenie:

Nech F(P,x) je funkcia, ktorej vstupom je dvojica: program P a jeho vstup x. Pritom

1 < ak P na x zastane
0 + inak

F(P,z) = {

Potom neexistuje ziaden algoritmus, pocitajuci tato funkciu.

Pritom zanedbdme kopu detailov, ktoré by museli byt sucastou formélneho dokazu. Nebude
nas velmi trapit, v akom jazyku je program P napisany (je ndm jedno, ¢ je to Pascal alebo
d-funkcia Turingovho stroja). Takisto sa nebudeme zaoberat roznymi abecedami, vSetko predsa
vieme zakdédovat do postupnosti 0 a 1. NavySe sa dohodneme, Ze ak P nie je korektny program,
tak Va; F(P,z) = 0.

Dokaz bude sporom. Predpokladajme, Ze existuje algoritmus Rozhodni, ratajici funkciu F'.
(Teda pre vietky P a x je Rozhodni(P,z) = F(P, z).) Zostrojme potom algoritmus Poplet, ktory
bude vyuzivat Rozhodni ako procediru a bude fungovat nasledovne: Ak Rozhodni(P,z) = 1,
Poplet (P, z) sa zacykli, inak skoné¢i. Teda Poplet na vstupe (P, x) zastane prave vtedy, ked sa P
na vstupe z zacykli.

Zékladny trik dokazu je podstréit programu na vstup jeho vlastny zdrojovy kéd. Vieme, Ze
Rozhodni(P, P) ndm povie, ¢i P na svojom kéde zastane alebo nie. Co potom robi algoritmus
Naopak(P) = Poplet(P, P)? Ak P na svojom kéde zastane, Poplet(P, P) (¢ize Naopak(P)) sa
zacykli. Ak sa P na svojom kéde zacykli, Poplet(P, P) zastane.

Preto sa algoritmus Naopak na vstupe P sprava (naozaj) naopak ako algoritmus P na vstupe
P. Ale tu sa uz blizime k hlfadanému sporu. Naopak sa totiz nemoze spravat naopak sam od seba!

Zistime teda, ¢o sa stane, ked spustime Naopak na jeho vlastnom zdrojovom kdde. Ak
Naopak(Naopak) zastane, znamena to, ze Naopak sa na vstupe Naopak zacyklil, ¢o je spor. A
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ak Naopak(Naopak) nezastane, znamend to, ze Naopak na vstupe Naopak zastal, ¢o je opit
Spor.

Vsetky kroky nasho dékazu boli korektné a dospeli sme k sporu. Preto nutne pévodny pred-
poklad nebol spravny, ¢ize algoritmus Rozhodni neexistuje.

6.9.3 Postov korespondencny problém

Danych je koneéne vela typov domin. Domin kazdého typu méme k dispozicii neobmedzene vela.
Kazdé domino sa sklada z horného a dolného policka, v kazdom policku je napisané nejaké slovo.
Ked poskladdme niekolko domin do radu vedla seba, na hornom aj dolnom poschodi dostaneme
nejaké slovo. Ulohou je pre danti sadu domin zistif, ¢ sa daji domina poskladat do radu tak, aby
sa tieto dve slova rovnali.

Formélna verzia tejto tlohy: Nech X = (z1,...,2,) a Y = (y1,...,Yn), kde z;,9; € 7T,
(Slovo x; je napisané na hornom poschodi domin i-teho typu, slovo y; je na ich dolnom poschodi.)
Ulohou je zistit, ¢i existuje k > 1 a postupnost indexov iy, ... ,ix € {1,...,n} také, ze z;, ...z, =
Yiy - Yig-

Poznamka 6.9.6 Tejto tlohe hovorime Postov koreSpondenény problém alebo skratene PKP. Asi
neuskodi pér slov, odkial sa tento trochu zvlastny nézov vzal: ,,Postov“ je podla jeho autora, ktory
sa volal Post, ,koreSponden¢ny“ vzniklo z anglického correspond (zodpovedat) — slovo poskladané
na hornom poschodi musi zodpovedat slovu na spodnom poschodi.

Poznamka 6.9.7 Dvojicu (X,Y) budeme volat instancia PKP. Aby nedoslo k omylu, i-te domino
(obsahujtce slova x; hore a y; dole) budeme znacit [z;, y;].

Ukézeme, Ze tento problém nie je rozhodnutelny. Zdoéraziiujeme, Ze rieSenim tohto problému
nie je hladanie indexov i¢;, ale len odpoved, ¢i takd postupnost indexov existuje. Najskor tento
problém jemne modifikujeme a vysledny problém potom zredukujeme na problém zastavenia T'S.

Modifikovany Postov korespondencény problém (MPKP) je rovnaky ako PKP, ale pytame sa,
¢i existuje rieSenie, v ktorom i; = 1 (teda zad¢iname prvym dominom).

Poznamka 6.9.8 Kazdé rieSenie modifikovaného PKP je aj rieSenim PKP. Ak v PKP existuje
rieSenie, v modifikovanom PKP rieSenie existovat nemusi. Napriklad pre sadu domin

aa aaa b
bb aa ab

Veta 6.9.4 Ak je rozhodnutelny MPKP, tak je rozhodnutelny aj PKP.

Dokaz. Nech je MPKP rozhodnutelny. Ukdzeme, Ze potom je rozhodnutelny aj PKP. Nech A
je TS rozhodujici MPKP. Potom TS A’ rozhodujtuci PKP zostrojime nasledovne: Dostane vstup
(X,Y). Postupne bude n-krat spustat A, pri¢om pri i-tom spusteni mu dé na vstup (X;,Y;), kde
X; = (z,...,%n,21,...,2i—1), Y; analogicky. Teda A’ sa postupne opyta A, & existuje rieSenie
zainajice prvym, druhym, ..., n-tym dominom. Ak niekedy dostane odpoved &no, da aj A’
odpoved 4no a skon¢i. Ak vzdy dostane odpoved nie, skon¢i s odpovedou nie.

Veta 6.9.5 Ak je rozhodnutelnyy PKP, tak je rozhodnutelny aj MPKP.

Doékaz. Nech je PKP rozhodnutelny. UkdZeme, Ze potom je rozhodnutelny aj MPKP. Nech A
je TS rozhodujuci PKP. Potom TS A’ rozhodujici MPKP zostrojime nasledovne: Dostane vstup
(X,Y). Tento vstup teraz upravime tak, aby sme sa zbavili rieSeni, ktoré za¢inaji inym ako prvym
dominom. Vsetky rieSenia, ktoré zostand, budu zodpovedat préave rieSeniam pdovodného MPKP.
Na takto upraveny vstup sa opytame TS A a tak zistime, ¢i ma dany MPKP rieSenie.

Zoberme si prvé domino [z1,y1] a urobme z neho [#Z1#, #71], kde znak # dédme medzi kazdé
dve pismend vnitri slov z; a y;. Toto bude nase ,Startovacie domino“. Teraz upravime vsetky
domind (vratane prvého) tak, aby sa dali za seba napéjat: Teda domino [z;,y;] prerobime na
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[Ti#, #7i], kde znak # ddme opdf medzi kazdé dve pismend vnutri slov x; a y;. Na zéver eSte
vyrobime domino [#, ##], ktorym mozeme ukoncit prikladanie domin.

Formélne: Majme sadu domin (X,Y), |X| = n. Vytvorime sadu (X', Y”’) s n + 2 dominami
nasledovne: Nech p, z si homomorfizmy také, ze Vo € ; p(x) = #x a z(x) = z#. (Teda p déva
# pred a z za kazdé pismeno zobrazeného slova.) Bude:
oy = ##z(21), y1 = p(y1)
iy = 2(23), Yy = p(yi) (prei € {1,...,n})
93/n+2 = #, y;1+2 = ##

Lahko nahliadneme, ze kazdé riesenie MPKP pre (X,Y) zodpoved4 rieSeniu PKP pre (X', Y”).
A naopak, kazdé riesenie PKP pre (X', Y"’) musi zjavne zac¢inat prvym dominom? a teda zodpoved4
nejakému rieSeniu MPKP pre (X,Y). Preto naozaj sta¢i, ked rozhodneme, ¢i mé PKP rieSenie pre
(X', Y").

Priklad 6.9.1 Riesenia MPKP pre sadu domin

bbaa aaa b
bb aa ab

zodpovedaju rieSeniam PKP pre sadu domin

#btbsra#tazt b#tbffa#tazt adtaffadt b i
#b£b #btb #adta #ad#b ##

Doésledok 6.9.6 PKP je rozhodnutelny prdve vtedy, ak je rozhodnutelny MPKP.

Veta 6.9.7 MPKP je nerozhodnutelny.

Doékaz. Sporom — redukciou na univerzalny jazyk. Predpokladajme, ze je MPKP rozhodnutelny,
t.j. existuje algoritmus (T'S A), ktory pre kazdd instanciu MPKP (X, Y') rozhodne, ¢ existuje riese-
nie. Na zdklade tohto predpokladu zostrojime algoritmus A’ pre rozhodnutie problému zastavenia.
To bude spor, lebo taky algoritmus, ako uz dobre vieme, neexistuje.

Vstup pre TS A’ bude kdd stroja M a slovo w. Na zéklade tohto vstupu A’ vyrobi domind, ktoré
budt simulovat vypocet TS M na slove w. Riesenia MPKP s tymito dominami buda zodpovedat
prave akceptaénym vypoctom M na w. Ak by sme teda vedeli rozhodovat MPKP, tak by bol
Ly € %, ¢o bude hladany spor.

Ostéva ukéazat, ako zostrojit hladanti sadu domin. Myslienka: Horné aj dolné slovo bude pred-
stavovat postupnost konfiguracii TS A na w. Pocas simulovania vypoc¢tu bude horné slovo obsaho-
vat o jednu konfiguraciu viac ako dolné. Tvar prikladanych domin zabezpedi, Ze dalsia konfigurécia
na hornom poschodi naozaj vznikne z predchadzajicej krokom vypoctu.

Ko K1 ... K, K,
Ky Ki ... K,

V takejto situdcii méZeme prikladat len domind, ktorych dolné slovo ,,pasuje na n-ti
konfigurdciu. Ich horné slovéd vytvoria na konci horného poschodia (n 4 1). konfiguraciu.

Nagim prvym dominom (ktorym podla definicie MPKP musi rieSenie za¢inat) bude [#qow#, #|
— na hornom poschodi mame zaciatoéni konfigurdciu TS M, dolné je zatial prézdne. Budeme
pouzivat znaky # na oznacenie, kde konéi jedna konfiguracia a zacina nasledujtca.

Celt konfiguraciu nemozeme skopirovat na jeden krok (moznych konfiguracii je nekonecne vela),
preto budeme mat sadu kopirovacich domin [z, ] pre x € T' a domino [#, #], ktorym za¢neme
kopirovanie dalSej konfiguracie.

Chyba nam najdolezitejsia cast domin — t4, ktora bude simulovat krok vypoc¢tu M. Pre kazdy
riadok d-funkcie M budeme mat domino (resp. sadu domin), ktoré ho simuluje:

Ak 6(q,a) = (p,b, 1), tak budeme mat domino [bp, qa].

7Jediny iny kandidat je posledné domino, vietky ostatné majt rézny prvy znak horného a dolného slova. Zjavne
ale zacat poslednym dominom k rieSeniu nevedie.
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Ak 6(q,a) = (p,b,0), tak budeme mat domino [pb, qal.
Ak §(q,a) = (p,b,—1), tak budeme mat sadu domin [pcbh, cqa] pre ¢ € T.

Ak napr. v n-tej konfiguracii je M v stave ¢ na pismene a, tak moZeme pri odvadzani (n + 1).
konfigurécie prilozit domino [bp, ga], ¢im odsimulujeme pouzitie 6(q,a) = (p, b, 1).

Treba este doriesit situécie, kedy je hlava T'S na blanku na zadiatku alebo konci pasky. Vtedy
sa nam hodi zarazka #. Dostaneme nasledujice domina:

Ak §(q,a) = (p,b,—1), tak budeme mat navySe domino [#pBb, #qal.
Ak §(¢,B) = (p,b,1), tak budeme mat navySe domino [bp#, ¢#].

Ak 6(q,B) = (p,b,0), tak budeme mat navyse domino [pb#, g#].

Ak 6(q,B) = (p, b, —1), tak budeme mat navyse sadu domin [pcb#, cq#].

Prikladanim takychto domin teda zjavne vieme simulovat vypocet TS M (a ni¢ iné). Zostava
zabezpecit, aby sme vedeli odvodenie ukoncit, ked sa simulovany M dostane do akceptacného
stavu. Zavedieme novy symbol @ a sadu domin [Q, gr] pre gr € F. Akondhle sa v hornom slove
vyskytne ), simuldcia vypoctu kondi a ideme zabezpecit, aby dolné slovo ,dobehlo® horné.

Na to ndm sta¢i pridat domind [Q,Qa] a [Q,aQ] pre a € T'U {B}. V kazdej dalsej kdpii
konfiguracie na hornom poschodi bude o jeden symbol menej ako v predchadzajtcej. Casom sa
dostaneme do situécie, kedy je horné slovo od dolného dlhsie len o Q#. Posledné nase domino
bude [#, Q#+], ktorym moZeme v takejto situdcii prikladanie domin ukondit.

Zjavne rieSenia MPKP s tymito dominami zodpovedaju prave akceptacnym vypoctom M na
w. Ak by sme teda vedeli rozhodovat MPKP, tak by bol Ly € Zree, €o je spor.

Désledok 6.9.8 PKP je nerozhodnutelny.

6.10 Rozhodnutelnost otdzok o jazykoch zniAmych tried

V tejto casti sa budeme zaoberaf rozhodnutelnostou niekolkych zdkladnych otézok o jazykoch
tried Chomského hierarchie. Jazyk bude na vstupe zadany gramatikou prislusného typu, ktora
ho generuje. (Alebo ekvivalentne méze byt zadany automatom, ktory ho akceptuje. Tieto dva
sposoby st zjavne ekvivalentné, kedze gramatiky a automaty zodpovedajucich si typov vieme
medzi sebou algoritmicky prevddzat.) Bude nés zaujimat, ¢i zadand gramatika generuje prazdnu
mnozinu, kone¢ny resp. nekonecny jazyk, %, ¢i je prienik dvoch bezkontextovych jazykov prazdny
a podobne. Ukazeme, ktoré z tychto problémov st rozhodnutelné a ktoré nie.

Na tvod uvedieme tabulku, v ktorej o kazdej z klasickych tried jazykov a kazdom nami uva-
Zovanom probléme uvedieme, ¢i je pre jazyky z tejto triedy rozhodnutelny (R), nerozhodnutelny
(N), pripadne ¢&i je trivialny® (T).
Problém
prazdnost L(G)
kone¢nost L(G)
L(G)=X%*

L(Gy) = L(Ga)
(G1) € L(Ga)
(G1)Nn L(Gg) =0
@

(

ZLrcs

|
&S]

e
=

S R

L
L
L(G) e
L(G1) N L(Gg) je toho istého typu
w € L(Q) R <«

Celu tabulku T si modZeme predstavit ako dvojrozmerné pole a indexovat ho T'[p, Z], kde p je
¢islo problému, teda riadok a .Z je trieda jazykov, teda stipec. Dopliime este tabulku o informaécie,
ze T3, %er) = T4, Lor] a T[4, Lor] = T[5, Zor]. Dokdzme teraz tvrdenia uvedené v tejto
tabulke:

0 N DT o
e R R
PN
TN

LR A
mHZZ2 2222

©

Poznémka 6 10 1 Véetky tvrdenia znazornené v tabulke = by mali byt’ zrejmé — ak problém nie

.....

8T.j. vzdy je t4 ista odpoved.
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obsahuje). A naopak, ak problém je rozhodnutelny pre dand triedu jazykov, bude rozhodnutelny
aj pre mensie triedy (de facto tym istym algoritmom). Uvedomte si, Zze v 8. riadku ide zakazdym
0 iny problém.

Veta 6.10.1 T[1, Zcr]: Problém prdzdnosti bezkontextového jazyka je rozhodnutelny.

Doékaz. Zostrojime mnozinu neterminalov, z ktorych sa v danej gramatike d4 odvodit terminalne
slovo (vid lemu 3.1.4). Zjavne jazyk generovany gramatikou je prazdny iff zaciatoény neterminél
v tejto mnoZine nie je.

Lema 6.10.2 T'[1, %gg|: Problém prdzdnosti rekurzivne vycislitelného jazyka je nerozhodnutelny.

Dodkaz. Dopustime sa mensej nekorektnosti — tito lemu dokdzeme az v nasledujtcej casti ako
vetu 6.11.4.

Veta 6.10.3 T[1,.%rcs]: Problém prdzdnosti kontextového jazyka je nerozhodnutelny.

Dokaz. Podla vety 5.5.7 ku kazdému jazyku L € Zrp existuje homomorfizmus h a jazyk L' €
Zrcs také, ze L = h(L'). NavySe dokaz spomenutej vety ndm déva algoritmicky postup, ako z
frazovej gramatiky pre L zostrojit dany homomorfizmus a rozsirenti kontextovii gramatiku pre L'.

Zostéva si uvedomit, ze L je prazdny prave vtedy, ked je prazdny L’. Teda ak by sme vedeli
rozhodovat prazdnost pre jazyky z Zrcs, vedeli by sme ju rozhodovat pre vSetky jazyky z ZLrE
— to ale nevieme.

Veta 6.10.4 T'[2,.%cr]: Problém konecnosti bezkontextového jazyka je rozhodnutelny.

Dokaz. Z pumpovacej lemy (veta 3.11.1) vieme, Ze kazdé slovo dlhsie ako nejaké p (ktoré vieme
z G vypocitat) sa da rozdelit a napumpovat. Zjavne akondhle L(G) obsahuje slovo w dlhsie ako
p, je L(G) nekoneény — napumpovanim w na mocniny > 2 dostaneme nekonecne vela navzajom
roznych slov z L(G). Naopak, ak L(G) obsahuje len slova dizky < p, je zjavne koneény, lebo takych
slov nad T je len konecne vela.

Staci teda vypocitat p a zistit, éi L(G) obsahuje slovo dlhsie ako p. Zostrojime gramatiku G’
pre jazyk L(G)NTPHIT*. (Jazyk TPT1T* je regularny, G’ lahko zostrojime.?) Teraz uz len pre G’
rozhodneme, ¢i generuje neprazdny jazyk.

Veta 6.10.5 T'[2, Lrcs]: Problém koneénosti kontextového jazyka je nerozhodnutelng.
Dokaz. Ukéazeme, Ze keby sme o kazdom jazyku z Zgcs vedeli rozhodnif, ¢i je koneény, vedeli by

sme rozhodnt, ¢i je prazdny. Nech L je jazyk, o ktorom chceme rozhodnit, ¢i je prazdny. Jazyk
L’ = L{a}* je zjavne z Lgcs. Ak L je prazdny, L' je prazdny, inak je L’ nekoneény.

Veta 6.10.6 T'[3, ZLcr]: Pre dani bezkontextovi gramatiku je nerozhodnutelné, & generuje X*.

Dokaz. Redukciou na PKP. Majme na vstupe sadu domin (X = (z1,...,2,),Y = (y1,.-.,Yn))
— t.j. inStanciu PKP. Zostrojime dve bezkontextové gramatiky G, G2 tak, aby ich slova zodpo-
vedali moznym priloZeniam domin. L(G;) bude popisovat horné poschodie, L(G2) dolné. Cielom
je dosiahnut, aby kazdé slovo z prieniku zodpovedalo jednému korektnému priloZeniu domin a
naopak.

Predpokladajme pre jednoduchost, Ze x;,y; € {a,b}". Nech X = (21,22, ...,7,). Definujme
jazyk L(X) nad abecedou {1,2,...,n,a,b,#} nasledovne:

L(X):{Zklgll#ﬂl“%wl’zk | kZl A ij G{l,...,n}}

9Napr.: Z G zostrojime ekvivalentny zasobnikovy automat, zostrojime koneény automat pre TPt1T* kartézskym
stéinom zostrojime automat pre prienik ich jazykov a ten prevedieme spit na bezkontextovii gramatiku.
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Kazdé slovo z L(X) vlastne popisuje jedno slovo poskladané zo slov mnoziny X aj s indexmi slov, z
ktorych vzniklo. VSimnite si, Ze indexy st uvedené v opa¢nom poradi. Vdaka tomu L(X) € Zpppa,
a teda L(X) je bezkontextovy. Analogicky definujeme L(Y'). No a zjavne v L(X) N L(Y') st prave
tie slova, kde t4 istd postupnost indexov dé to isté slovo, teda préve rieSenia prislusnej instancie
PKP.

KedZe jazyky L(X), L(Y) patria do Zpppa, aj jazyky L(X), L(Y)® st v Zpppa, a teda
st bezkontextové. Potom je ale aj jazyk (L(X)NL(Y))® = L(X)C U L(Y)® bezkontextovy. Keby
sme o 1iom vedeli rozhodnif, ¢i je rovny 3X*, vedeli by sme rozhodnut, ¢ je L(X) N L(Y) prazdny,
a teda ¢i mé inStancia PKP (X, Y) rieSenie.

Veta 6.10.7 T[3,R]: Pre dant reguldrnu gramatiku je rozhodnutelné, & generuje ¥*.

Dokaz. Trieda R je uzavretd na komplement. Zostrojime gramatiku pre komplement a rozhod-
neme, ¢i generuje prazdny jazyk. Analogicky bude vyzerat dokaz tvrdeni T'[5,R]| a T[6, R].

Poznamka 6.10.2 Vztah T[4,:] a T'[5,-]: Ak je pre gramatiky daného typu rozhodnutelné, ¢
L(G1) C L(Gs), tak je rozhodnutelnd aj rovnost generovanych jazykov — rozhodneme, ¢ L(G1)
L(G2) a ¢i L(G2) C L(G1). Inymi slovami, ak nie je rozhodnutelna rovnost generovanych jazykov,
nie je rozhodnutelné ani ¢i jeden je podmnozinou druhého.

N

Veta 6.10.8 T'[5,R]|: Pre dané€ reguldrne gramatiky G1, Ga je rozhodnutelné, ¢i L(G1) C L(G3).
Dékaz. Rozhodneme, ¢ je prazdny jazyk L(G1)\ L(G2) = L(G1) N L(G2)C.

Veta 6.10.9 T[4, Zcr): Pre dané bezkontextové gramatiky G1, Ga je nerozhodnutelné, ¢i L(G1) =
L(G3).

Doékaz. Keby bol tento problém rozhodnutelny, vedeli by sme rozhodniit o lubovolnej bezkontex-
tovej gramatike G, ¢ generuje X*. (Rozhodli by sme, ¢i G generuje rovnaky jazyk ako trividlna
bezkontextova gramatika pre £*.) Ako sme ale ukdzali v tvrdeni T'[3, . Zcr], to rozhodovat nevieme.

Veta 6.10.10 T[6, R]: Problém prdzdnosti prieniku dvoch reguldrnych jazykov je rozhodnutelny.

Doékaz. Trieda R je uzavretd na prienik. Zostrojime gramatiku pre prienik danych jazykov a
rozhodneme, ¢i generuje prazdny jazyk.

Veta 6.10.11 T[6, Zcr]: Problém prdzdnosti prieniku dvoch bezkontextovych jazykov je neroz-
hodnutelny.

Poznamka 6.10.3 Ulohou je zistif pre dané L, Ly € Lop, & Ly N Ly = (). Tento problém sa
tiez niekedy podéva ako problém frustrovaného programéatora takto: Chudak programator zistil,
ze kazdy kompilator jeho jazykal® je iny a nie vietko mu ten ¢i onen zozerie. Normy nie st az tak
jednotné a tak chce vediet, ¢i vobec existuje program, ktory skompiluji dva roézne kompilétory.

Dokaz. Redukciou na PKP. Majme na vstupe instanciu PKP (X = (21,...,2,),Y = (Y1, -, Yn))-
Zostrojime bezkontextové gramatiky pre jazyky L(X), L(Y'), ktoré sme definovali vyssie. Prienik
tychto dvoch jazykov je prazdny prave vtedy, ak nasa inStancia PKP nema riesenie. Teda ak by
sme vedeli pre lubovolné dve bezkontextové gramatiky rozhodnif, ¢i je prienik nimi generovanych
jazykov prézdny, vedeli by sme rozhodnit PKP.

Veta 6.10.12 T[7, ZLcr]: Pre dani bezkontextovi gramatiku je nerozhodnutelné, & generuje re-
guldrny jazyk.

10predpokladajme, ze dotyény programovaci jazyk je bezkontextovy.
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Dokaz. Jazyk L(X) N L(Y) je bud prazdny, alebo nekoneény. Rozmyslite si, Ze ak je nekoneény,
tak nie je reguldrny — neplati preii pumpovacia lema. Teda L(X) N L(Y) je regularny iff inStancia
PKP (X,Y) nem4 riesenie. Jazyk (L(X) N L(Y))? je bezkontextovy. Ak instancia PKP (X,Y)
nem4 rieSenie, je to ¥*, a teda je reguldrny. Ak rieSenie m4, tento jazyk reguldrny nie je. (Je to
komplement nereguldrneho jazyka.) Keby sme teda vedeli rozhodnit, ¢i dany bezkontextovy jazyk
je regularny, vedeli by sme rozhodovat PKP.

Veta 6.10.13 T8, Zcr|: Pre dané bezkontextové gramatiky G1, Go je nerozhodnutelné, éi jazyk
L(G1) N L(G3) je bezkontextovy.

Dokaz. Opit redukciou na PKP. Definujme tentokrat jazyky L(X,Y) = L(X)#L(Y)®, Leym =
{w | w = w?®}. Lahko nahliadneme, Ze oba tieto jazyky s bezkontextové. Zjavne opif slové z
jazyka L = L(X,Y)N Ly, zodpovedaju prave rieseniam instancie PKP (X,Y"). Ak tato instancia
nem4 riesenie, L = (), a teda je bezkontextovy. V opa¢nom pripade lahko nahliadneme, %e L
nespliia pumpovaciu lemu pre bezkontextové jazyky, a teda nie je bezkontextovy.

Veta 6.10.14 T'[9, Lrcs]: Problém prislusnosti slova do kontextového jazyka je rozhodnutelny.

Doékaz. Budeme hladat najkratsie odvodenie daného slova v rozsirenej kontextovej gramatike,
ktord generuje dany jazyk. V najkratSom odvodeni sa Ziadna vetnd forma neopakuje. Navyse vdaka
tomu, ze vstupna gramatika je kontextova, ziadna vetna forma pocas odvodenia nebude dlhsia ako
vysledné slovo. Takychto odvodeni je ale zjavne konecne vela a stac¢i ich vSetky vyskusat.

Poznamka 6.10.4 Uvedomte si, Ze nie kazda bezkontextové gramatika je aj rozsirena kontextova.
Kazdt bezkontextovi gramatiku vSak vieme odepsilonovat a vyslednd ekvivalentna gramatika uz
je rozsirend kontextova. Preto naozaj T[9, %Lrcs] = T[9,Zcr]|. Napriek tomu este explicitne
uvedieme dva odlisné postupy, ako rozhodovat prislusnost slova do bezkontextového jazyka.

Veta 6.10.15 T'[9, Zcr]: Problém prislusnosti slova do bezkontextového jazyka je rozhodnutelny.

Dokaz. Vstupom je gramatika G a slovo w. Upravime G do Greibachovej normélneho tvaru (veta
3.5.3). Vieme, ze odvodenie w v upravenej gramatike ma najviac |w| krokov (resp. jeden krok, ak
w = ¢). Takychto odvodeni je ale len kone¢ne vela, tak ich vyskasame a zistime, ¢i w € L(G).

Iny moZny postup je pouzit dynamické programovanie — algoritmus panov Cockeho, Youngera
a Kasamiho (vid ¢ast 3.12). Podotknime, Ze tento algoritmus je na rozdiel od predchadzajiceho
efektivny,'' ale z hladiska rozhodnutelnosti st ekvivalentné — tu nés totiz éasova zlozitost nezau-
jima, staci ndm lubovolne pomaly algoritmus rieSiaci dany problém.

Poznamka 6.10.5 Tvrdenie T'[9, Zrg] sme dokézali v priklade 6.8.2.

Poznamka 6.10.6 Navyse eSte uvedieme dva problémy. Nech G; je reguldrna gramatika, G je
bezkontextovd. Potom problém L(G;) C L(G2) je nerozhodnutelny (vedeli by sme rozhodovat
L(G3) = ¥*), ale problém L(G3) C L(Gy) je rozhodnutelny (rozhodneme, éi je jazyk L(G3) N
L(G1)¢ prazdny).

6.11 Riceove vety

Definicia 6.11.1 Nech A je T'S. Potom jazyk platngch vgpodtov TS A je jazyk

R(n+1) mod 2

LPV, = {wl#wf#ws# o wF

‘ n > 1,w; st konfiguracie A, w; je zaciatoéna, w, je akceptacnd, Vi;w; le}

11 Jeho asové zlozitost je polynomidlna od velkosti vstupu. Casova zlozitost predchadzajiceho algoritmu je expo-
nencialna.
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Definicia 6.11.2 Jazyk neplatnjch vjpoctov TS A je LNV, = LPV .
Poznamka 6.11.1 Jazyk LPV, nemusi byt bezkontextovy.
Lema 6.11.1 Jazyk LNV, je vidy bezkontextovy.

Doékaz. Zasobnikovy automat si nedeterministicky tipne, kde je chyba a overi, Ze naozaj. Chyba
moze byt bud v tom, Ze prva konfiguricia nie je zaciatoénd, poslednd nie je akceptacnd (oboje
vieme overit trividlne), alebo Ze dve po sebe uvedené konfiguracie na seba nenadvizuju (to vieme
overit vdaka tomu, Ze kazda druha konfigurédcia je reverznutd).

Lema 6.11.2 K lubovolnému TS A existuji bezkontextové jazyky L1, Lo také, e LPVy = L1N L.
Doékaz. Prvy jazyk zabezpeci, ze Vi; wo; - wa;y1, druhy jazyk zvysok.
Lema 6.11.3 L(A) =0 <= LPV4y=1

Definicia 6.11.3 KaZdi podmnoZinu S triedy Lrr budeme volat vlastnost rekurzivne vycisli-
telngjch jazykov. O jazykoch z S hovorime, Ze vlastnost S maji, o ostatnijch jazykoch hovorime, Ze
tiuto vlastnost nemaji.

Poznamka 6.11.2 Analogicky vieme definovat vlastnost Tubovolnej triedy jazykov.

Definicia 6.11.4 Hovorime, Ze vlastnost S triedy Lrr je rozhodnutelna, ak je jazyk
Ls = {<A> | L(A) € S} rekurzivny. (Teda ak o kaZdom kdde TS vieme rozhodnit, ¢ nim
akceptovany jazyk vlastnost S md alebo nemd.)

Veta 6.11.4 Prdzdnost rekurzivne vycislitelného jazyka je nerozhodnutelnd.

Dokaz. Redukciou na univerzélny jazyk. Nech vieme rozhodovat prazdnost pre rekurzivne vydis-
litelné jazyky. Zostrojme DTS pre Ly, ktory na kazdom vstupe zastane.

Nas stroj dostane na vstupe <A> a w. Z nich zostroji kéd takého TS A, ktory pracuje
nasledovne: odignoruje vstup, ktory dostane, prepiSe ho slovom w (ktoré mé ,zadrotované“ v
prechodovej funkcii) a simuluje na fiom A. Zjavne kéd takéhoto A,, vieme z <A> a w algoritmicky
zostrojit.

Naco ndm ale bude? Vsimnime si, ze L(4,) je bud § (ak w ¢ L(A)), alebo ¥* (ak w € A).
Ak by sme vedeli rozhodovat préazdnost pre TS, vedeli by sme rozhodnut, ¢ je L(A, ) prazdny, a
teda ¢i A akceptuje w.

Poznamka 6.11.3 Prazdnost pre Zgg nie je ani éiastoéne rozhodnutelna. Ale komplement, t.j.
neprazdnost ¢iastoéne rozhodnutelna je — uhddneme slovo z jazyka a odsimulujeme na fiom pri-
slusny TS.

Polozme si otazku, ktoré vlastnosti rekurzivne vydcislitelnych jazykov vlastne st rozhodnutelné.
Ukéazeme, ze prave predvedenym sposobom vieme dokézat nerozhodnutelnost takmer vSetkych
vlastnosti rekurzivne vydislitelngch jazykov.

Definicia 6.11.5 Viastnost S jazykov z triedy £ sa nazjva netrividlna, ak existujii L1, Lo € £
také, Ze L1 € S a Lo € S. V opacnom pripade hovorime, Ze S je trividlna.

Veta 6.11.5 (Rice) KaZdd netrividlna vlastnost rekurzivne vyéislitelngch jazykov je nerozhodnu-
telnd.

Dokaz. Redukciou na univerzalny jazyk. Nech S je netrividlna vlastnost Zrg, ktort vieme roz-
hodovat. BUNV nech (§ ¢ S (inak zoberieme komplement S, tiez netrividlnu vlastnost, ktort tiez
vieme rozhodntt). Nech L € S je Tubovolny jazyk. Taky jazyk urcite existuje a existuje preit TS
Ap. Na zaklade tychto predpokladov zostrojme DTS pre Ly, ktory na kazdom vstupe zastane.
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N4s stroj dostane na vstupe <A> a w. Z nich zostroji kéd takého TS A,,, ktory pracuje
nasledovne: Vstupné slovo x, ktoré dostane, si odlozi na jednu pasku. Na druht si napise slovo w
(ktoré ma ,zadrotované* v prechodovej funkcii) a simuluje na fiom A. Ak A slovo w akceptuje,
vrati sa k povodnému vstupu a simuluje na tiom TS Ay. (Uvedomte si, ze ked pozndme <A>,
<Ap> a w, vieme algoritmicky zostrojit nas A,,.)

Rozoberme dva pripady: Ak w € L(A), tak A,, akceptuje x prave vtedy, ked ho akceptuje Ay,.
Preto L(A,) = L. Ak w ¢ L(A), tak A, sa k simulacii Ay, nikdy nedostane, preto A, = 0.

My vieme rozhodovat vlastnost S. Rozhodneme preto, ¢i nami zostrojeny A,, m4 vlastnost S.
Ak dostaneme odpoved ano, tak L(A,) = L, a teda w € L(A). Ak dostaneme odpoved nie, tak
L(A,) =0 aw ¢ L(A). Tym sme teda rozhodli, ¢i w € L(A). To ale nevieme, preto nemozeme
vediet rozhodovat ani S.

Désledok 6.11.6 Prdzdnost, konecnost, requldrnost, bezkontextovost, atd. rekurzivne vycislitel-
nych jazykov je nerozhodnutelnd. Kazdd z tychto vlastnosti je totiZ netrividlna (mdme konecné aj
nekoneéné jazyky, prazdne aj neprdzdne, ... ).

Ukézeme teraz, Ze ani s éiastoénou rozhodnutelnostou to nebude prili§ ruzové.

Poznamka 6.11.4 Uvedomte si, Ze kazdy koneény jazyk vieme zakédovat do slova nad {0,1}
podobne, ako sme kédovali TS — zapiSeme najskor velkost abecedy, potom postupne v lexikogra-
fickom poradi slova. Na kazdu mnoZinu koneénych jazykov sa teda mozeme divat ako na jazyk ich
kédov.

Veta 6.11.7 (Rice) Viastnost S rekurzivne vycislitelngch jazykov je ¢iastoéne rozhodnutelnd prave
vtedy, ked si splnené nasledovné tri vlastnosti:

1. Ak L € S, tak aj kazdy L' € LrE, ktory je nadmnoZinou L, md vlastnost S.
2. Ak L € S, tak existuje konecnd podmnoZina L, ktord md viastnost S.
3. MnoZina konecnijch jazykov v S je rekurzivne vycislitelnd.

Dokaz.

e Ak neplati 1, tak Lg € LrEg. Sporom. Nech Lg € Zrp, nech Ag je TS, ktory ho akceptuje.
Dalej nech L; C Ly st rekurzivne vyéislitelné jazyky, L1 € S, Ly € S. Nech A;, A, st TS
pre Ly, Ly. Zostrojime TS pre LS, ¢o bude hladany spor.

Nas stroj na vstupe dostane <A> a w. Z nich zostroji kéd TS A,,, ktory bude fungovat
nasledovne: Ak w € L(A), tak L(A,) bude Lo, inak L;. Spustime Ag na <A,>. Ten
akceptuje iff L(A,) mé vlastnost S, teda L(A,) = L1, teda w ¢ L(A). Teda nés$ stroj
akceptuje prave komplement univerzalneho jazyka, ¢o je hladany spor.

Ukézeme este, ako bude vyzeraf (t.j. ako zostrojit kéd) A,, s pozadovanou vlastnostou. A,,
dostane vstup . Naraz bude simulovat: A; na slove z, As na slove z a A na slove w. Slova
z L1 mame vzdy akceptovat, preto ak A; akceptuje, aj A, akceptuje. NavySe ak Gasom
zistime, Ze A akceptoval w, mame akceptovat aj tie slovd, ktoré st v Ly \ L;. Preto ak A
akceptoval w, akceptujeme aj tie x, ktoré akceptoval A,.

e Ak neplati 2, tak Lg & ZrEg. Sporom. Nech Lg € ZrE, nech Ag je TS, ktory ho akceptuje.
Dalej nech L € S, ale 7iadna kone¢nad podmnozina L nie je v S. Nech Aj je TS pre L.
Zostrojime TS pre LY, o bude hladany spor.

N4&§ stroj na vstupe dostane <A> a w. Z nich zostroji kéd TS A, ktory bude fungovat
nasledovne: Ak w € L(A), tak L(A,,) bude nejakd koneénd podmnozina L, inak L(A4,,) bude
L. Spustime Ag na <A,,>. Ten akceptuje iff L(A,,) m4 vlastnost S, teda L(A,) = L, teda
w & L(A). Teda nés stroj akceptuje préave komplement univerzalneho jazyka, ¢o je hladany
Spor.

Ukézeme este, ako bude vyzeraf (t.j. ako zostrojit kéd) A,, s pozadovanou vlastnostou. A,,
dostane vstup x. Naraz bude simulovat Ay na slove z a A na slove w. Ak Ay akceptuje, aj
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A, akceptuje. Ak A akceptuje, A, sa zasekne. Zjavne ak w ¢ L(A), tak L(A,) = L. Ak
w € L(A), nech akceptaény vypocet A na w ma k krokov. Potom A,, akceptuje tie slova z
L, ktoré Ay, akceptuje na najviac k krokov. Takychto slov je ale len konec¢ne vela.

Ak neplati 3, tak Lg & ZrEg. Nepriamo. Nech Lg € Zrg, nech Ag je TS, ktory ho akceptuje.
Ukézeme, Ze potom plati 3. Zostrojime generujtci TS, ktory bude generovat kédy vSetkych
kone¢nych jazykov, ktoré maju vlastnost S.

Lahko zostrojime TS, ktory bude generovat kédy vSetkych koneénych jazykov. Ku kazdému z
nich lahko zostrojime kéd TS, ktory ho akceptuje. Na kazdom z tychto kédov TS potrebujeme
odsimulovat Ag a vypisat tie kédy koneénych jazykov, ktorych TS Ag akceptuje. Kedze ale
Ag sa moze aj zacyklit, musime ho simulovat ,naraz na vsetkych TS“, nie postupne. Toto
sa d4 dosiahnut napr. nasledovne: Striedavo vygenerujeme jeden novy kéd kone¢ného jazyka
(a zodpovedajuci TS) a odsimulujeme po jednom kroku Ag na kazdom z uz vygenerovanych
TS. Vzdy, ked Ag niektory TS akceptuje, kéd prislusného koneéného jazyka vypiSeme.

Ukazeme, ze ak plati 1, 2, aj 3, tak vieme zostrojit TS Ag taky, ze L(As) = Ls. Ag na
vstupe dostane <A> a ma zistit, ¢i L(A) mé vlastnost S. Ak L(A) m4 tato vlastnost, tak ju
(podla 2) mé aj nejaka jeho koneénd podmnozina. Inymi slovami, ak ziadna z nich vlastnost S
nemd, tak ani L(A) ju nemé. Budeme sktimat vSetky koneéné podmnoziny L(A). Ak Ziadna z
nich vlastnost S nemé4, <A> neakceptujeme.'? Na druhej strane, akonahle najdeme nejakt
koneént podmnozinu L(A) s vlastnostou S, podla 1 aj L(A) ma vlastnost S — teda Ag
akceptuje.

Podla 3 vieme generovat vSetky konecné jazyky s vlastnostou S. Na vSetkych slovach kazdého
z tychto jazykov potrebujeme simulovat A. PouZijeme podobny postup ako v predchédzaja-
com bode — striedavo vygenerujeme jeden novy konecny jazyk a odsimulujeme jeden krok A
na kazdom zo slov uz vygenerovanych jazykov.!> Akondhle A akceptuje vietky slova niekto-
rého konec¢ného jazyka, akceptujeme.

Désledok 6.11.8 Nasledujice vlastnosti rekurzivne vycislitelngjch jazykov mie st ani ¢iastocne
rozhodnutelné:

prdzdnost (poruSeny bod 1, nadmnoZiny prdzdneho jazyka nie si prdzdne)
rovnost ¥* (poruSeny bod 2)

L(A) € Zree (poruseny bod 1)

|L(A)| =1 (poruSeny bod 1)

L(A)\ Ly # 0 (poruseny bod 3)

Pristavime sa pri poslednom tvrdeni. Keby sme vedeli vymenovat vsetky konecné jazyky s danou
vlastnostou, zjavne vieme vymenovat vietky jednoslovné jazyky s touto vlastnostou. Jednoslovné
jazyky s danou vlastnostou si prdve jazyky obsahujice slovo z Lg, Upravme stroj, ktory generuje
jednoslovné jazyky s danou vlastnostou tak, aby namiesto jednoslovnijch jazykov generoval dotycné
slovd. Potom tento stroj generuje Lg, ¢o je spor.

Désledok 6.11.9 Nasledujice vlastnosti rekurzivne vycislitelnijch jazykov si ¢iastocne rozhodnu-

telné:

neprdzdnost
|L(A)] > 10
11011 € L(A)

12Uvedomte si, ze budeme poéitat do nekoneéna, ak L(A) je nekoneény.
13 Ako jazykov, tak slov v nich je koneéne vela, preto tato faza v koneénom ¢ase skonéi.
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Kapitola 7

Uvod do tedrie zloZitosti

7.1 Model TS a definicie zloZitosti

Co sa tyka Turingovych strojov a voébec algoritmov ako takjch, skiimaji sa hlavne dve hladiska
zlozitosti Turingovych strojov, resp. algoritmov. Ide o ¢as potrebny na vypocet a o priestor, t.j.
o dlzku potrebnej pasky (mnozstvo potrebnej pamite). Zlozitost, ako ¢asovi, tak aj priestorov,
definujeme ako funkciu zavisiacu od dlzky, resp. velkosti vstupu. Namiesto priestorovej niekedy
hovorime o paméitovej zlozitosti, tieto dva pojmy st ekvivalentné.

V celej tejto kapitole budeme ako model TS pouzivat TS so vstupnou a niekolkymi pra-
covnymi paskami. Vstupni pésku smie len ¢itat, na ostatné pasky méze aj zapisovat. Vstupnd
péska je obmedzena na dlzku vstupného slova (podobne ako u LBA), pracovné pasky st doprava
nekonecné.

Definicia 7.1.1 Hovorime, Ze deterministicky Turingov stroj A je S(n) priestorovo ohrani-
ceny, ak kaZdy vypocet A na slove w dizky n pouZije na kaZdej z pracovngjch pdsok mazimdlne
S(n) policok.

Poznamka 7.1.1 Model so vstupnou a pracovnymi paskami pouzivame preto, aby mali zmysel aj
ohranicenia, kde S(n) < n. Na akceptovanie jednoduchych jazykov ndm bude stacit aj mensi ako
linedrny pracovny priestor. Keby sme ale do pouzitého priestoru ratali aj vstupné slovo, nevedeli
by sme takéto jazyky odlisit od jazykov, kde potrebujeme linedrny pracovny priestor.

Co sa tyka nedeterministick§ch Turingovych strojov, st mozné tri pristupy definicie priestorovej
ohranicenosti.

Definicia 7.1.2 Hovorime, Ze nedeterministicky Turingov stroj A je S(n) priestorovo ohrani-
céeny, ak:

e (silnd def.) Kazdsj vijpocet na vstupnom slove w dizky n pouZije maximdine S(n) policok na
kaZdej z pracovnych pdsok.

e (strednd def.) Kazdyj vijpocet na kazdom vstupnom slove w € L(A) diZky n pouZije mazimdlne
S(n) policok na kazdej z pracovnygch pasok.

e (slabd def.) Pre kazdé vstupné slovo w € L(A) dizky n existuje vijpocet, ktory pouZije mawi-
mdlne S(n) poli¢ok na kaZdej z pracovnych pdsok.

Poznamka 7.1.2 Pre funkcie vypocitatelné na TS je jedno, ktoru z definicii priestorovej ohrani-
Genosti pre NTS pouzivame. Pred samotnym vypoétom si totiz mozeme na kazdej paske oznacit
S(n) policok a potom prerusit kazdy vypocet, ktory by potreboval viac ako S(n) poli¢ok na nie-
ktorej paske.

Definicia 7.1.3 Hovorime, Ze deterministicky Turingov stroj je T(n) ¢asovo ohranideny, ok
pre kaZdy vstup dizky n urobi Turingov stroj na tomto vstupe najviac T(n) krokov.

91



Pri definicii ¢asovej zlozitosti pre nedeterministické Turingove stroje mame opif tri moZnosti.

Definicia 7.1.4 Hovorime, Ze nedeterministicky Turingov stroj je T(n) dasovo ohranideny, ak:

e (silnd def.) KaZdy vijpocet na kazdom slove w dizky n urobi najviac T(n) krokov.

e (strednd def.) KaZdy vypocet na kazdom slove w € L(A) dizky n urobi najviac T(n) krokov.

e (slabd def.) Pre kazdé slovo w € L(A) dizky n erxistuje vijpocet, ktory urobi najviac T(n)
krokov.

Poznamka 7.1.3 V praxi sa zvykne najcastejSie pouzivat slaba definicia, urobime tak aj my.
D4 sa pouzit podobny pristup ako pri priestorovej zlozitosti — tieto definicie st ekvivalentné pre
funkcie, ktoré st ,casovo zostrojitelné“ (t.j. existuje DTS, ktory na vstupe dlzky n urobi T'(n)
krokov a akceptuje). Potom totiz si nd§ NTS vie ,meraf ¢as“ (simuluje kroky tohto DTS zaroven
s vypoétom) a zaseknit sa, ak by mal prekro¢it povoleny limit.

Zamyslite sa nad tym, ako ,Casovo zostrojit* niektoré elementarne funkcie. Presvedcte sa, Ze
napr. polynomické funkcie, ktoré st na N kladné, su ,,éasovo zostrojitelné.

7.2 Vety o kompresii, zrychleni a redukcii po¢tu pasok

Citatel by si uz mal uvedomovat, Ze medzi silou TS, ktory je priestorovo obmedzeny funkciou n”

a TS, ktory je obmedzeny funkciou 2n” nebude priligny (vlastne Ziadny) rozdiel. Trochu prekva-
pivejsie uz bude tvrdenie, Ze kazdy TS vieme zrychlit tak, Ze jeho ¢as vypoctu bude k-krat mensi
(kde k je vopred zvolené konstanta). Dosledkom tychto viet bude, Ze moZeme pri obmedzovani na
das a pamift ignorovat konstanty a délezity bude len asymptoticky rast funkcie, ktora bude udavat
obmedzenie.

Veta 7.2.1 (O kompresii pasky) K lubovolnému deterministickému Turingovmu stroju A, ktory
je S(n) priestorovo ohranideny a konstante k > 1 existuje deterministicky Turingov stroj A’, ktory
je [S(n)/k] priestorovo ohranideny a plati L(A) = L(A’).

Doékaz. Staci pouzif novii pracovni abecedu IV = I'*. Kazdé poli¢ko pasky A’ bude predstavovat
k policok TS A.

Podobnd veta plati aj o zrychleni. Budeme chcief simulovat naraz k krokov pévodného TS. Na
to najskor pouzijeme vhodna kompresiu péasky, aby sme v doty¢nom jednom kroku zvladli precitat
vSetky potrebné symboly. Musime si vSak uvedomit, Ze vo vSeobecnosti potrebujeme precitat cely
vstup, na ¢o potrebujeme n krokov.! Preto budeme musiet predpokladat, Ze toto je zanedbatelne
maly ¢as oproti ¢asu vypoctu pévodného TS.

Ak chceme simulovat v jednom kroku k krokov povodného TS A, musime maft informéciu o
tom, ¢o je na paske o k policok vlavo i vpravo od policka, na ktorom je umiestnend hlava. Nech
pouzivame Tubovolne velki kompresiu pasky, moéze sa staf, Ze hlava simulovaného TS sa bude
nachédzat pri okraji tseku pésky, ktory je zapisany na prislusnom poli¢ku. V takomto pripade sa
budeme musiet pozriet aj na susedné policko.

Veta 7.2.2 (O linedrnom zrychlent) Nech A je lubovolng deterministicky Turingov stroj, ktory je
T(n) ¢asovo ohranideny a nech

Nech k > 1 je lubovolnd konstanta. Potom existuje deterministicky Turingov stroj A’ taky, Ze
L(A) = L(A"), A" je T'(n) ¢asovo ohraniceny a od nejakého ng je T(n') < T(n)/k.

1Poéas tychto n krokov si vstup moézeme zaroven prepisat na komprimovani pracovnt pasku, takze dalsie ¢itanie
vstupu uz bude rychle.
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Doékaz. Uvedomme si najskor, ze kratke slovd ndm robia pri urychleni problém. Napr. TS, ktory
akceptuje slovo aaaaa na 7 krokov (ale neakceptuje aaaadb) by ho po 10-ndsobnom urychleni mal
akceptovat na 1 krok, ¢o ale nie je mozné. Zostrojime preto TS, ktory bude k-krat rychlejsi len
na dostato¢ne dlhych slovach. Uvedomte si, Ze nie je problém tento TS na zéver upravit tak, Ze
vietky slova z L(A) kratsie ako ng do neho ,zadrotujeme, takze pre n < ng bude T'(n) = n.
KedZe vo vSeobecnosti TS musi vstup docitat, ni¢ lepsie sa dosiahnut nedd. UkéZeme teraz, ako
zostrojit hladany A’.

Nech platia uvedené predpoklady. Turingov stroj A’ bude pracovat nasledovne: Najprv reor-
ganizuje pasku do blokov po m poli¢kach. (Cislo m je vhodna konstanta. Neskor ukézeme, aky je
vztah medzi k a m.) To znamend, 7e kazdych m znakov vstupu prepiSe na jeden znak na jednej
pracovnej paske. Pracovné pasky buda mat abecedu I'y.

Dalej A’ simuluje pracu pévodného automatu A s tym, Ze sa rozsiri mnozina stavov na K x
{1,2,...,m}, aby sme si pamiitali ¢islo skuto¢ného policka, na ktorom by bol TS A v ramci
aktudlneho bloku. TS A’ spravi 4 kroky: Precita policko, resp. blok, na ktorom sa nachéidza,
posunie sa dolava a tiez toto policko preéita, potom urobi dva kroky doprava, aby aj tento blok
precital a vrati sa spit. Urcite si teraz v stave pamiita aspont m polic¢ok povodnej pasky nalavo aj
napravo od pozicie hlavy, preto vie odsimulovat nasledujicich m krokov TS A. Ten na m krokov
urcite nezapisoval do blokov vzdialenych od aktualneho viac ako o 1. Na tento zapis potrebujeme
opit 4 kroky. To znamend, Ze povodnych m krokov TS A vieme simulovat 6smimi krokmi TS A’'.
Ak ma A’ byt od A k-krat rychlejsi, staci zvolit m = 8k + h, kde h je konStanta ,na pokrytie
rezijnych nakladov na zaciatku®.

Aby bol dékaz kompletny, formalne dokaZeme, Ze m = 8k + 47 naozaj staéi. Cas behu TS A’

na vstupe velkosti n bude
roN n 8T (n)
Tin)=n+ [m—‘ * {

m

(Skomprimujeme vstup, vratime sa hlavou na jeho zaciatok a simulujeme A.) Je

T/(n)<n+n—:nm+8T(n)+m: 8T (n)+2m+ (m+ 1)n - 8T(n) + (m+1)(n+2)

m m m

Treba ukézat, ze od nejakého ng je T'(n) < T'(n)/k. Na to staéi, aby
8T (n)+ (m+1)(n+2) - T(n)

m k

odkial po prepisani dostdvame, Ze m4 platit

k(8k + 48)
a7

Kedze vsak lim,, o, (T(n)/n) = oo, také ny zjavne existuje.

(n+2) <T(n)

V nasledujicom texte ukdzeme, Ze i pocet pouzitych pasok mozno redukovat. Bohuzial, v
niektorych pripadoch tym Cosi stratime.

Veta 7.2.3 (O redukcii poctu pdsok z k na jednu pre priestor) K lubovolnému deterministickému
TS A, ktorg md k pracovngch pdsok a je S(n) priestorovo ohraniceny existuje ekvivalentnyg TS A’,
ktory je tiez S(n) priestorovo ohraniceny a md len jednu pracovnt pdsku.

Dokaz. Staci pouzit viacstopt pracovna pasku. (Jedna moznost je mat na kazdej stope zaznacent
aj poziciu hlavy, druhd moznost je postuvat jednotlivé stopy tak, aby boli vsetky hlavy stale nad
tym istym polickom.) Uvedomte si, Ze simuldcia jedného kroku povodného TS ndm moze trvat
az S(n) krokov, kedZe musime prejst celi pasku a najst vSetky simulované hlavy. (Resp. kS(n)
krokov, lebo musime popostvat jednotlivé pésky.)

Daosledok 7.2.4 (O redukcii poctu pdsok z k na jednu pre éas) K lubovolnému deterministickému
TS A, ktory md vstupni a k pracovngch pdsok a je T(n) casovo ohranideny existuje ekvivalentny
klasicky TS A’ (s jedinou pdskou, na ktori méZe aj zapisovat), ktory je T?(n) ¢asovo ohranic¢ensy.
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Dokaz. Kedze A je T(n) Casovo ohraniceny, je aj T'(n) priestorovo ohrani¢eny. Zostrojime ekvi-
valentny TS s jednou paskou podla dokazu predchadzajticej vety. Lahko nahliadneme, ze je T2(n)
¢asovo ohraniceny.

Nasa redukcia poc¢tu pasok na jednu sice sposobi zna¢né spomalenie, redukcia na dve pasky
vSak na tom bude ovela lepsie.

Veta 7.2.5 (O redukcii poctu pdsok z k na dve pre ¢as) K lubovolnému deterministickému k-
paskovemu Turingovmu stroju A pracujicemu v ¢ase T(n) existuje dvojpdskovy deterministicky
Turingov stroj A’ pracujici v éase T'(n)log(T(n)) taky, Ze L(A) = L(A").

Dokaz. Pouzijeme druht pasku ako akusi cache pamiit. Pouzijeme metédu posunu stopy péasky
stata pouzitej myslienky spociva v tom, Ze si pasku rozdelime na myslené bloky o velkostiach
1,2,4,8,...,2"% policok. Fungovanie automatu A’ vysvetlime na priklade.

Priklad sem ¢asom pribudne. MoZno :-)

Poznamka 7.2.1 Mohlo by nds zaujimat, ¢i sa podobny vysledok nedd dosiahnut aj pri redukcii
z k pasok na jednu. (Co ak nami ukdzany postup nebol optimalny?) Ukazeme ale priklad jazyka,
ktory vieme na dvojpaskovom TS akceptovat v linedrnom dase, zatial ¢o na klasickom jednopés-
kovom TS potrebujeme kvadraticky ¢as. Takymto jazykom je L = {wew® | w € {a,b}*}.

Dokaz, ze klasicky TS potrebuje na jeho akceptovanie kvadraticky ¢as, presahuje ramec tohto
textu. Jeho myslienka je v zostrojeni prechodovych postupnosti (podobne ako sme urobili v dokaze
vety 2.11.4 o ekvivalencii NKA a 2NKA) a dokéazani, Ze pre vhodné rézne slovad musia byt precho-
dové postupnosti navzajom rozne. Z toho vyplyva, Ze niektoré z vybranych slov maja velky stucet
dizok prechodovych postupnosti, lebo kratkych prechodovych postupnosti je malo. Ale ¢asova
zlozitost vypoctu TS na slove je prave sacet dlzok prechodovych postupnosti pre vietky policka
pasky.

Désledok 7.2.6 Vo vseobecnosti nevieme spravit redukciu z k pdsok na jednu lepsie ako za cenu
kvadratického spomalenia.

7.3 'Triedy zlozitosti

Na zaklade definicii ¢asovo a priestorovo ohrani¢eného TS rozé¢lenime jazyky do tried zlozitosti —
podla najmensieho ¢asu, resp. paméte, ktoré stacia na jeho rozpoznanie Turingovym strojom.

Definicia 7.3.1 KaZdd funkcia ndm uréuje triedu jazykov, ku ktorym existuje riou ohraniceny
TS. Musime rozlisit, ¢i tento TS je deterministicky a ¢i ide o ¢asové alebo pamdtové ohranicenie.
Definujeme triedy

DSPACE(S(n

(S(n)) = {L |3 DTS A, kt. je S(n) priestorovo ohrani¢eny a L = L(A)}
NSPACE(S(n)) = {L|3NTS 4, kt. je S(n
(T'(n)) (
(T'(n)) (

)
) priestorovo ohrani¢eny a L = L(A)}
DTIME(T(n = {L | 3 DTS A, kt. je T'(n)
)

NTIME(T(n {L | INTS A, kt. je T(n

p
n) ¢asovo ohranifeny a L = L(A)}
¢

asovo ohranic¢eny a L = L(A)}

Poznamka 7.3.1 Pripominame, Ze nadalej hovorime o modeli TS so vstupnou péaskou len na
Citanie a k pracovnymi paskami.

Poznamka 7.3.2 Definujt sa tiez triedy (N/D)SPACETIME(S(n),T(n)), kde obmedzime TS
ako priestor, tak aj cas.

Poznamka 7.3.3 Ako ohranienie mdzeme pouzit aj asymptotickd notéciu, teda namiesto f(n)
uvedieme O(f(n)). Z viet 7.2.1 o kompresii pasky a 7.2.2 o linedrnom zrychleni vyplyva, Ze pre
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rozumné funkcie f(n) je jedno, ¢i zoberieme ako ohranicenie f(n) alebo c¢f(n), kde ¢ je kladna
konstanta. V takomto pripade je teda jedno, ¢i pouzijeme ohranicenie f(n) alebo O(f(n)).

Teda napr. DSPACE(O(n)) je trieda jazykov, pre ktoré existuje O(n) priestorovo ohraniceny
DTS. Z vety o kompresii pasky vieme, ze DSPACE(O(n)) = DSPACE(n). Formalne mozeme
definovat DSPACE(O(f(n))) = Uym)=o(s(ny) PSPACE(g(n)), pre ostatné triedy analogicky.
Definicia 7.3.2 Specidlne nds budi neskér zaujimat triedy, kde je cas alebo priestor obmedzeny
nejakym polyndmom, pripadne inou jednoduchou funkciou, pricom nds bude zaujimat len typ tejto
funkcie, nie konkrétne koeficienty v nej. Najzndamejsie takéto triedy jazykov si:

P = U DTIME(f(n)) = | J DTIME(O(n*)) = DTIME(n®")
f je polyném k>0
NP = U NTIME(f(n)) = | J NTIMEO(®*)) = NTIME(n®W)
f je polyném k>0
PSPACE = |JDSPACE(n*)= DSPACE(n°")
k>0
NPSPACE = | JNSPACE(n*)=NSPACE(n°")
k>0
L = DSPACE(logn)

NL = NSPACE(logn)
Teraz ukazeme, ze niektoré z takto definovanych tried jazykov uz pozname pod inymi menami.
Veta 7.3.1 XECS = NSPAOE(TL) = NSPACE(O(H))

Doékaz. Prva rovnost vyplyva z definicie LBA, druhé z vety 7.2.1 o kompresii pasky. Tato veta
poukazuje na skutoc¢nost, ze LBA je skutocne Turingov stroj s linedrne obmedzenym priestorom.

Veta 7.3.2 R = NSPACE(1) = NSPACE(O(1)) = DSPACE(1) = DSPACE(O(1))

Dékaz. Podlalemy 7.5.1 a definicii uvedenych tried zjavne NSPACE(O(1)) 2 DSPACE(0O(1)),
DSPACE(O(1)) 2 DSPACE(1) a NSPACE(O(1)) 2 NSPACE(1). Plati DSPACE(1) D R,
lebo pre kazdy regularny jazyk existuje DTS (simulujici prislusny DKA), ktory ho akceptuje
dokonca bez pouZivania pomocnej pamite. A plati aj R 2 NSPACE(O(1)). Ked totiz méme
NTS, ktory na kazdej z k pracovnych pasok pouzije najviac ¢ policok, vieme si tychto kc policok
pamitat v stave dvojsmerného nedeterministického koneéného automatu, ktorym prislusny TS
lahko odsimulujeme. Z ukazanych inklazii uz vyplyva platnost vSetkych rovnosti.

Poznamka 7.3.4 A zjavne plati aj R = DSPACETIME(1,n).

Poznamka 7.3.5 Z trividlne platnej inkluzie Lop C Lges a rovnosti Lros = NSPACE(n)
dostavame Zorp C NSPACE(n). Rozmyslite si, ako by ste tuto inklaziu dokazali priamo.

7.4 Uzaverové vlastnosti tried zloZitosti

U vicsiny tried zlozitosti sa daji pouzit osvedcéené postupy, ktorymi sme dokazovali a vyvracali
uzéverové vlastnosti pre kontextové a frazové jazyky. (Niekedy budeme musiet navyse vyuzit vety
7.2.1 o kompresii pasky a 7.2.2 o linedrnom zrychleni.) Uvedieme preto len niekolko jednoduchych
prikladov.

Veta 7.4.1 Pre lubovolnt funkciu f si triedy DSPACE(f(n)) a NSPACE(f(n)) uzavreté na
zjednotenie a prienik.

Dokaz. Staci postupne odsimulovat oba prislusne ohranidené automaty.
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Poznamka 7.4.1 Pri uzavretosti NSPACE(f(n)) na zjednotenie musime robit simuldcie para-
lelne, pri ostatnych staci sériovo. Rozmyslite si, preco. Uzavretost NSPACE(f(n)) na zjednotenie
sa vSak d4 dokazat aj lahSie, s vyuzitim nedeterminizmu — ako?

Veta 7.4.2 Pre lubovolnt funkciu f, pre ktord lim f(n)/n = oo, si triedy DTIME(f(n)) a
n—oo
NTIME(f(n)) uzavreté na zjednotenie a prienik.

Dokaz. Opit spravime presne rovnakil konstrukciu ako v predchadzajicej vete. Vieme, Ze pre
kazdé slovo dlzky n, ktoré vysledny TS akceptuje, existuje vypocet, ktory ma najviac 2f(n)+O(n)
krokov. Potom ale podla vety 7.2.2 o linedrnom zrychleni existuje aj f(n) ¢asovo ohraniéeny TS
pre ten isty jazyk.

Veta 7.4.3 Pre lubovolnd funkciu f si triedy DSPACE(f(n)) a NSPACE(f(n)) uzavreté na
inverzny homomorfizmus.

Dodkaz. Vstupné slovo zobrazime danym homomorfizmom a odsimulujeme na tiom TS pre po-
vodny jazyk. Takto zostrojeny TS pouzije najviac c.f(n) poli¢ok pasky pre vhodné c. Potom ale
podla vety 7.2.1 o kompresii pasky existuje ekvivalentny f(n) priestorovo ohrani¢eny TS pre dany
jazyk.

Veta 7.4.4 Pre lubovolni funkciu f, pre ktord f(n) > n, nie si triedy DSPACE(f(n)) a
NSPACE(f(n)) uzavreté na homomorfizmus.

Dokaz. Analogicky ako vo vete 5.5.7, kde sa toto tvrdenie dokazuje pre Lgcs = NSPACE(n).
Problémy robi vymazavajici homomorfizmus.

7.5 Vzfahy medzi deterministickym a nedeterministickym
casom a priestorom

Lema 7.5.1 NTIME(f(n)) C NSPACE(f(n)) a DTIME(f(n)) C DSPACE(f(n)).

Dokaz. Zjavne kazdy f(n) ¢asovo ohrani¢eny TS stihne na kazdej paske zapisat najviac prvych
f(n) policok, a teda je aj f(n) priestorovo ohraniceny.

Lema 7.5.2 DTIME(f(n)) C NTIME(f(n)) a DSPACE(f(n)) C NSPACE(f(n)).
Dokaz. Kazdy DTS je zéroveii aj (rovnako obmedzeny) NTS.

Lema 7.5.3 Nech Vn; f(n) < g(n). Potom DTIME(f(n)) C DTIME(g(n)) (a rovnako aj pre
ostatné typy tried).

Poznamka 7.5.1 Uvedomte si, Ze uvedené lemy platia, aj ked namiesto f(n) piseme O(f(n)).

P i

Veta 7.5.4 Nech Vn; f(n) > logn, pricom f je ,slusnd“ (napr. ,éasovo zostrojitelnd®) funkcia.
Potom VL € DSPACE(f(n)) 3c € N; L € DTIME(c!(™),

Dokaz. Nech L € DSPACE(f(n)), nech A je prislusne priestorovo obmedzeny DTS s jednou
pracovnou paskou, ktory ho akceptuje. Potom na slove dlzky n ma A iba ||/ ™| K|(n+2)(f(n)+1)
moznych konfiguracii. Tato hodnotu mézeme zhora odhadntt hodnotou df (™) pre dostatoéne velké
d. Simulujtici stroj si ozna¢i na jednej paske priestor d/ (n) (to vie spravit v ¢ase imernom d/(™)),
Bude simulovat A a zaroveii na tejto paske ratat jeho kroky. Ked zisti, ze A spravil viac ako df(™)
krokov, zasekne sa. Zjavne jeho &asové zlozitost je najviac kdf(™) (pre vhodné k). Potom ale je
tento simulujici TS ¢f (") ¢asovo ohrani¢eny napr. pre ¢ = kd.

Veta 7.5.5 Nech Vn; f(n) > n, pricom f je ,slusnd® funkcia.
Potom VL € NTIME(f(n)) 3c € N; L € DTIME(c/™).

96



Doékaz. Simulujici DTS bude prehladéavat do sirky vSetky dosiahnutelné konfiguracie povodného
NTS. V kazdej konfigurécii je len kone¢ne vela moznosti pre dalsi krok, preto ich pocet rastie expo-
nencialne s dizkou vypoétu. Ked prezrieme konfiguracie dosiahnutelné na f(n) krokov a nenajdeme
ziadnu akceptacni, zasekneme sa.

Veta 7.5.6 (Savitch) Nech Vn; f(n) > logn, pricom f je ,slusnd® funkcia.
Potom NSPACE(f(n)) € DSPACE(f?(n)).

Dokaz. Nech A je f(n) pamifovo ohranifeny nedeterministicky TS. Zostrojime ekvivalentny
deterministicky TS, ktorému staéi priestor f2(n).

Mozngch konfiguracii A pri vypocte na w je Q@ = |K|(f(Jw|) + 2)(|Ta| + 1)7(“D | teda expo-
nencidlne vela od f(Jw|). Najviac tak dlhy moze byt aj najkratsi akceptujici vypocet A na w.
Preto rieSenie pouzivajice prehladdvanie do Sirky, hibky ¢ backtracking potrebuje az pamif az
exponencidlnu od f(Jw|) (pre kazda navstivent konfigurdciu si musi nie¢o pamétat). Bude treba
pouzit in myslienku.

Vieme si spocitat &slo @, to nam zhora odhaduje dlzku najkratsieho akceptaéného vypoctu.
Na jednej paske teda mame @ (vo vhodnej ststave), na dalSej postupne generujeme vSetky mozné
akceptacné konfiguracie. Tych je konecne vela. Teraz sme v situdcii, Ze méme pociatoént a koncovi
konfiguraciu a chceme overit, ¢i sa z prvej d4 dostat do druhej na < @) krokov.

To bude robit rekurzivna ,procedara® Over(K;, Ka, krokov). Ak krokov < 3, vysktSame
vSetky moznosti. Inak: Ak hladany vypodet existuje, existuje nejakd konfigurdcia K3 v jeho
ystrede“. Do nej sa dd z K; dostat na najviac |krokov/2| krokov, z nej do K> na najviac
[krokov/2] krokov. On the other hand, ak takito konfigurdciu K3 ndjdeme, hladany vypocet
existuje. Nasa procedura teda postupne generuje vsetky konfiguracie K3, pre kazda najskor zavola
Over(K1, K3, |krokov/2]) a potom Over(Ks, Ko, [krokov/2]).

Pri kazdom vnoreni sa podet krokov hladaného vypoctu zmensi priblizne na polovicu, vnoreni
je teda O(log Q) = O(f(Jw])). Pri kazdom si potrebujeme pamétat préve sktigani strednt konfigu-
raciu a pocty krokov do a z nej. Priestor potrebny na jedno vnorenie je teda O(f(Jwl|)). Vysledny
DTS teda patri do DSPACE(O(f?(n))) a podla vety o kompresii pasky aj do DSPACE(f%(n)).

Désledok 7.5.7 Zjavne PSPACE = NPSPACE, lebo ku kazdému p(n) priestorovo ohranice-
nému NTS vieme podla Savitchovej vety zostrojit ekvivalentnyj p*(n) priestorovo ohranic¢eny DTS.
Ak p(n) je polynom, aj p*(n) je polynom.

Veta 7.5.8 LCNLC PC NP C PSPACE

Dokaz. Prva inklazia je trivialna.

Druhé: NTS, ktory pouziva len log N poli¢ok pracovnej pasky na vstupe dizky N, vie maf roz-
nych konfigurécii? len polynomialne vela od N. Preto vieme v polynomiilnom ¢ase vyrobit graf,
ktorého vrcholy zodpovedaji konfiguracidm a (orientované) hrany zodpovedaja krokom vypoétu
povodného NTS. Néasledne prehladanim tohto grafu zistime, ¢i je niektora akceptacna konfiguracia
dosiahnutelna.

Tretia je opéf trividlna.

Stvrta: Nech A je p(n) asovo ohrani¢eny NTS. Budeme prehladavat do hibky strom jeho moz-
nych konfiguracii, pricom prehladavat konéime v hibke p(n). Na paske si pamiitame aktualnu
cestu v strome, na to ndm bohate staéi paméit p?(n) (budeme si pamiitat postupnost najviac p(n)
konfigurécif).

Poznamka 7.5.2 Napriek diametralne odlisnym definicidm tychto tried nevieme skoro ni¢ o tom,
¢ sa rovnaju. Je zndme, ze NL C PSPACE, a teda asponi jedna z rovnosti NL = P, P= NP a
NP = PSPACEFE neplati — nevieme v8ak, ktord to je. Prevladajuci nazor je, ze neplati ani jedna
z nich. Blizsie si ich vztah naértneme v nasledujucej casti.

2Horny odhad sa spravi rovnako ako horny odhad poétu roznych konfiguracii pre LBA.
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7.6 Redukcie, tazké a Gplné problémy

Tato éast zac¢neme prikladom, na ktorom ukdzeme koncept, ktory neskdr vo vseobecnejsej podobe
formalne definujeme.

Priklad 7.6.1 UvaZzujme nasledovny problém, znamy pod ndzvom SAT: Dané je boolovska for-
mula s n premennymi, rozhodnite, ¢ existuje ohodnotenie premennych, pri ktorom je splnena.?

Zjavne SAT € NP, sta¢i nedeterministicky uhddnut jedno spravne ohodnotenie premennych
a overit, ze pre uhddnuté ohodnotenie je naozaj dand formula splnené.

V rokoch 1971 az 1973 Cook a Levin publikovali nasledujici vysledok: Majme lubovolny prob-
lém, ktory patri do NP. Potom k tomuto problému existuje nedeterministicky TS, ktory ho v
polynomiédlnom c¢ase rozhoduje. K tomuto stroju a Iubovolnému danému slovu vieme v polyno-
mialnom éase (od stictu velkosti popisu stroja a dlzky slova) zostrojit boolovski formulu, ktora je
splnitelna préve vtedy, ak dany stroj dané slovo akceptuje.

Co nam tento vysledok hovori?

Ak by problém SAT bol v P, tak by sme kazdy problém z NP vedeli riesit v deterministic-
kom polynomidlnom c¢ase — zoberieme nedeterministicky stroj pre dany problém, k tomu v po-
lynomialnom c¢ase zostrojime ekvivalentni boolovskt formulu, a nésledne v polynomialnom case
rozhodneme, ¢i je splnitelna.*

Ak by teda SAT patril do P, tak kazdy problém z NP patri do P, a teda P = NP. Inymi
slovami, v N P neexistuje ziaden problém ,tazsi“ ako SAT.

Ukéazeme teraz vSeobecnejsiu definiciu, ktora zachytava tuto myslienku.

Definicia 7.6.1 Nech T a R st triedy zloZitosti a X problém. Hovorime, Ze problém X je T-tazky
(pri R-obmedzenej redukcii), ak pre kaZdy problém Y € T existuje redukcia 2z Y na X, ktord je v
R.
Hovorime, Ze problém X je T-iplny (pri R-obmedzenej redukcii), ak je T-taZky a patri do T.
Ak je z kontextu jasné, ako obmedzeni redukciu pouZivame, moZeme tito cast vynechat a hovorit
jednoducho o T-tazkych a T-iplnijch problémoch.

Priklad 7.6.2 Vyssie spominany jazyk SAT je N P-uplny (pri redukcii z P, teda deterministickej
a polynomidlne ¢asovo obmedzenej).

Poznamka 7.6.1 Sama o sebe nam definicia T-fazkych a T-Uplnych problémov vela nehovori.
Na to, aby bola uzitoénd, potrebujeme vhodne zvolif triedu R, teda to, aké redukcie povolujeme.
Redukcie by vo vSeobecnosti mali byt v porovnani s triedou T' Tahké. Pri volbe, aké redukcie povolit
a aké nie, chceme dosiahnut, aby platilo: ,,Ak vieme efektivne riesit nejaky T-tplny problém X,
tak potom vieme efektivne riesit kazdy problém z T tak, Ze ho zredukujeme na X a nésledne
vyrieSime X.“

Poznamka 7.6.2 Majme triedu T a podtriedu S, o ktorej nas zaujima, ¢i S = T. Zvolme teda
obmedzenie na redukciu tak, aby platilo, ze kazdy algoritmus tvaru ,,zredukuj problém Y na X, a
nasledne vyrie§ X algoritmom z S* patril do S.

Ak sa ndm toto podari, dosiahneme, Ze T-Gplné problémy buda najvhodnej$imi kandidatmi
na zistenie, ¢i S = T: Ak rovnost neplati, vSetky T-tplné problémy st nutne protiprikladmi. Na
druhej strane, akonahle by sme o nejakom T-tGplnom probléme ukazali, ze patri do .S, vyplynulo
by z toho automaticky, ze S =T.

V kazdej z tried NL, P, NP a PSPACE pozname problémy, ktoré st pre niu pri vhodnej
redukcii iplné, a teda v uréitom zmysle najtazsie v nej. Uk4dzeme si priklady takychto problémov:

3Nazov SAT pochéadza z anglického ,satisfiability“, t. j. splnitenost.

4Tu je dobré si uvedomit, pri slovich ,v polynomidlnom &ase rozhodneme® hovorime o ¢ase polynomidlnom
od velkosti doty¢nej boolovskej formuly. T4 vSak vznikla v polynomidlnom ¢ase od velkosti vstupu, a preto aj jej
velkost vieme ohraniéit nejakym polynémom. Ked ozna¢ime velkost vstupu z, ¢asovi zlozitost tvorby formuly p(x)
a Casovu zlozitost algoritmu rozhodujuceho SAT g(x), tak ¢asova zlozitost celého tohto algoritmu bude O(q(p(z))).
Ale aj g(p(x)) je polyndm, a teda Casova zlozitost celého algoritmu je polynomiélna.
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PATH: Dany je orientovany graf G a dva jeho vrcholy s a t, rozhodnite, ¢i v G existuje
cesta z s do t.
PATH patri do NL, a ak by patril do L, tak L = NL.

HALTN: Dany je deterministicky Turingov stroj A, vstup w a undrne zapisané ¢islo n,
rozhodnite, ¢i A na w po nanajvys n krokoch zastane.
HALTN patri do P, a ak by patril do NL, tak NL = P.

SAT: Dana je boolovska formula s n premennymi, rozhodnite, ¢i existuje ohodnotenie pre-
mennych, pri ktorom je splnena.
SAT patri do NP, a ak by patril do P, tak P = NP.

TQBF': Dani je tuplne kvantifikovana boolovska formula s n premennymi, rozhodnite, ¢i je
pravdiva.

TQBF patri do PSPACFE, a ak by patril do NP, tak NP = PSPACE.

Navyse vieme, ze TQBF nepatri do NL.
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Kapitola 8

Syntakticka analyza

Syntaktickd analyza je velmi Sirokd problematika, ktord nachddza uplatnenie pri tvorbe kompi-
latorov alebo prekladacov prirodzenych jazykov. Dve zakladné témy, ktorymi sa budeme v tejto
kapitole zaoberat, st parsovanie a preklad. Cielom parsovania bude k danej gramatike a slovu ¢o
najefektivnejsie najst (jeden nejaky) strom odvodenia. Pri preklade budeme mat dané dva for-
malne systémy, ktoré generuju slova, cielom bude k slovu vygenerovanému prvym systémom néjst
slovo, ktoré ,,podobnym postupom* vygeneruje druhy systém. Oba principy si najlahsie vysvetlime
na jednoduchom priklade.

Majme nasledujicu jednoducht bezkontextovii gramatiku: G = (N, T, P,0), kde N = {o},
T={a,bc,+,x}aP={c—(0)|o+o|oxo|a]|b]c}

V tejto gramatike vieme odvodit napriklad slovo a x (b + ¢). Ked budeme chciet k tejto gra-
matike zostrojit parser, pdjde ndm o ¢o najjednoduchsi a najefektivnejsi algoritmus, ktory na
vstupe dostane takyto vyraz, a na vystupe nam da jeho strom odvodenia. VSimnite si, Ze napri-
klad v nasom pripade strom odvodenia zodpoveda moznému postupu vyhodnocovania prislusného
aritmetického vyrazu.

V praxi sa vhodny parser pouziva napriklad ako sic¢ast bezného kompilatora. Gramatika ndm
popisuje syntax programovacieho jazyka. Slovo, ktoré parsujeme, je program v danom jazyku.
Strom odvodenia, ktory hladdme, zodpoveda ¢leneniu daného programu na logické celky — napri-
klad program na funkcie, funkciu na prikazy, prikaz na dalej nedelitelné tzv. syntaktické tokeny.

Aritmetické vyrazy vieme zapisovat aj v postfizovej notdcii. T4 sa od klasického zapisu 1isi tym,
ze operator nasleduje az po vSetkych svojich operandoch. Vyssie uvedeny vyraz by sme teda vedeli
v postfixovej notacii zapisat ako abc + x. Skuste sa zamysliet, ako by vyzeral algoritmus, ktory
bude prekladat vyrazy z klasickej (infixovej) notéacie do postfixovej. Takto bude vo vSeobecnosti
fungovat preklad. Velky vyznam nadobudla tato oblast po tom, ako sa zacali vo vi¢Som meradle
pouzivat XML dokumenty. Transformécie XML dokumentov totiz predstavuju prave preklad v
zmysle, v akom sme ho intuitivne popisali v nasom priklade.

8.1 VsSeobecné bezkontextové gramatiky

V ¢asti 3.12 sme si ukazali algoritmus od Cockeho, Youngera a Kasamiho, pomocou ktorého vieme
k Tubovolnej bezkontextovej gramatike G a slovu z L(G) zostrojit jeden strom odvodenia.

Nevyhoda tohto algoritmu je jeho stale eSte velkd casova zlozitost — ¢as potrebny na zostroje-
nie stromu odvodenia rastie imerne tretej mocnine dlzky vstupného slova. (Ak teda povazujeme
gramatiku za konStantni, takto naprogramovany parser mé ¢asovt zlozitost O(n?3).) Toto je pre
praktické pouzitie Casto privela — predstavte si kompilovanie programu, ktory mé desattisice riad-
kov.

Valiant v roku 1975 ukézal efektivnejsi postup parsovania pre vSeobecnu bezkontextovi gra-
matiku, jeho zlozitost pre pevne zvolent gramatiku bola O(M(n)), kde M (n) je ¢as potrebny na
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vynasobenie dvoch boolovskych matic rozmerov n x n. V sticasnosti najefektivnejsi algoritmus na
nésobenie matic ma teoreticki ¢asovii zlozitost O(n?376) a vymysleli ho Coppersmith a Winograd
v roku 1990. Pre praktické pouzitie s v8ak tieto algoritmy nevhodné, pre rozumne velké matice
nie je zndmy algoritmus, ktory by bol radovo efektivnejsi ako trividlny, ktorého ¢asova zlozitost je
O(n?).

Lee v roku 1997 dokazala, ze Valiantov vysledok je optimalny — neexistuje efektivnejsi postup,
ako parsovat vSeobecnii bezkontextovi gramatiku.

Nasim cielom teda bude ndjst nejaki ¢o najvicsiu triedu gramatik, ktoré budeme vedief efek-
tivne parsovat. Hranica zjavne lezi niekde medzi reguldrnymi a bezkontextovymi gramatikami.

8.2 LR(0) gramatiky

8.2.1 Motivacia a pomocné definicie

Prvym kandiddtom, s ktorym sme sa uz stretli, by mohli byt jednoznaéné gramatiky — bezkon-
textové gramatiky, v ktorych ma kazdé slovo z generovaného jazyka prave jeden strom odvodenia.
Ako je to s nimi?

Vo vetach 4.2.8 a 4.2.9 sme ukézali, aky je vzfah medzi DPDA a jednozna¢nymi bezkontex-
tovymi gramatikami — ku vSetkym jazykom, ku ktorym existuje DPDA, existuje aj jednoznacna
bezkontextova gramatika, naopak to vsak neplati.

Toto ale nie je uplne radostnd situdcia. Pre nds st totiz vyznamnym modelom prave DPDA.
Podla daného DPDA A vieme totiz lahko naprogramovat jednoduchy a efektivny parser pre jazyk
L(A). Skisme teda nejako vymedzit triedu gramatik, ktord bude ¢o najviicsia, ale ku kazdej
gramatike z tejto triedy bude existovat ekvivalentny DPDA.

Celkom dobrym kandiddtom sa ukdzu byt LR(0) gramatiky, ktoré v nasledujicom texte defi-
nujeme. Pre zaujimavost, oznacenie LR(0) znamend, Ze vieme najst pravé krajné odvodenie slova
tak, Ze ho spracivame zlava doprava (Left to Right) a potrebujeme sa pozerat dopredu na 0
symbolov.

Zacneme definiciou niekolkych pojmov, ktoré budeme potrebovat.

Definicia 8.2.1 Nech G je bezkontexrtovd gramatika. Potom LR-elementom voldme lubovolné pra-
vidlo G, ktorého pravd strana obsahuje navyse jednu bodku.

Priklad 8.2.1 Uvazujme gramatiku G = (N, T, P,0), kde N = {0, 8,7}, T ={a,b,c} a
P={oc—=pce, B—=pPy|y, v—abb]abl}.
Pravidlu ¢ — ¢ zodpovedaja LR-elementy o — e3¢, 0 — Seca g — [ce.
Keby sme v G mali pravidlo ¢ — ¢, zodpovedal by mu LR-element o — e.
Definicia 8.2.2 Znakom = budeme oznacovat krok odvodenia v pravom krajnom odvodend, skrd-
rm

tene budeme niekedy hovorit o pravom kroku odvodenia. Vetné formy, ktoré vieme dostat zo za-
Giatocného netermindlu na niekolko pravich krokov odvodenia, voldme pravé vetné formy.
Priklad 8.2.2 V gramatike G z prikladu 8.2.1 plati napriklad:

0 = fc = pyc = Pafbc

m m m
Preto BafBbce je prava vetné forma. V gramatike G sice plati Svc = ¢, ale neplati Syc = yyec.
m

Definicia 8.2.3 Vyskyt pravej strany niektorého pravidla gramatiky vo vetnej forme budeme volat
handle. Prefix pravej vetnej formy volame zivotaschopny, ak Ziadna handle v danej vetnej forme
nekonci skor ako dany prefiz. (Najdlhsi Zivotaschopny prefix danej vetnej formy teda siaha po
koniec najskor konciacej handle.)

Priklad 8.2.3 Uz vieme, Ze gramatike G z prikladu 8.2.1 je Bafbc prava vetna forma. Jedind
handle v nej je aBb (€o je prava strana pravidla v — a3b). Zivotaschopné prefixy tejto vetnej
formy su teda €, 8, Ba, BafB a Bafb.
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Ked najdeme na konci zivotaschopného prefixu handle, mozeme len difat, Ze naozaj v pravom
krajnom odvodeni vznikla pouzitim zodpovedajiceho pravidla, nemusi to vzdy byt pravda.

Intuitivne moZeme povedaf, Ze LR(0) gramatiky budt prave tie, v ktorych to naozaj vzdy
pravda bude.

Pre takéto gramatiky budeme potom jednoducho vediet zostrojit pravé krajné odvodenie — v
principe v kazdom okamihu najdeme najlavejsiu handle a nahradime ju zodpovedajtcim netermi-
nalom.

Formélnu definiciu LR(0) gramatiky si eSte odloZime na neskor, teraz si ukazeme na priklade
takéto zostrojenie pravého krajného odvodenia.

Priklad 8.2.4 Zostaneme pri gramatike G z prikladu 8.2.1. V&imnime si slovo abc. Toto slovo
je pravou vetnou formou. Najlavejsia (a jedind) handle v fiom je ab. Nahradime ju lavou stranou
pravidla, dostavame vetnii formu yc. Tam je najlavejSou handle v, jej nahradenim dostavame vetnii
formu fc a z nej o.

Takto sme teda dostali odvodenie 0 = ¢ = yc¢ = abc.

m ™ m ™m

Nasim cielom bude zostrojenie parsera, ktory nepotrebuje matf v paméti cel vetnt formu.
Budeme slovo, ktoré parsujeme, ¢itat zlava doprava, a vzdy, ked nadjdeme handle, nahradime si ju
zodpovedajicim neterminalom z lavej strany. Pamitat si teda budeme aktudlnu podobu doteraz
spracovanej Casti vetnej formy — CiZe prave nejaky jej Zivotaschopny prefix.

Aby bol nas parser efektivny, potrebujeme este vyriesit jednu vec — ako efektivne zistit, Ze sa
na nejakom mieste aktualnej vetnej formy nachadza handle. Tu pridu k slovu vyssie definované
LR-elementy.

Definicia 8.2.4 Nech p je Zivotaschopny prefiz pre dani bezkontextovi gramatiku G = (N, T, P, o).
Hovorime, Ze LR-element ¢ — w1 ® ws je platny pre tento ZFivotaschopny prefiz, ak plati o ="
m
UPV => YW W2V G UW] = P.
rm

Platny LR-element tvaru ¢ — we voldme Gplny.

Poznamka 8.2.1 Vsimnime si, ze kedZe v definicii hovorime o pravom krajnom odvodeni, slovo
v musi obsahovaft len termindly.

Posledna definicia vlastne hovori, ze uvedeny LR-element ¢ — w; e wy je platny pre Zivota-
schopny prefix p, ak p kon¢i na w1, a navyse sa v G d4 odvodit prava vetna forma, ktord méa prefix
p a obsahuje na spravnom mieste celt handle wiws.

Vyznam tejto definicie je nasledovny: Ked pozndme Zivotaschopny prefix p, mnoZina jemu
zodpovedajicich platnych LR-elementov hovori, ktoré handle sa na jeho konci v nejakom platnom
odvodeni mozu ako posunuté vyskytnut.

Ak existuje k danému Zivotaschopnému prefixu platny tplny LR-element, znamené to, ze sme
préave nasli handle.

Nas parser si bude spolu s aktudlnym Zzivotaschopnym prefixom udrziavat mnozinu platnych
LR-elementov. V nasledujtcej vete ukdzeme, ako si vieme tuito mnozinu upravit po preéitani
dalsieho pismena parsovaného slova.

Veta 8.2.1 Nech G = (N, T, P,o) je bezkontextovd gramatika, nech E je mnoZina LR-elementov,
ktoré zodpovedaju jej pravidldm. Definujme nedeterministicky koneény automat A nasledovne: bude
A= (K,%,0,q0, F), kde K ={q}UE, X =T a d-funkcia je definovand nasledovne:

4(q0,e) = {(oc—ew)| (c - w)e P}
5((p — w1 @ Ewa), €) {(§ — ow3) | (§ — w3) € P}
0((p = wyezwy),z) = {(p—=>wzews)}

Potom plati:

(go,p) F& ((p = wiews),e) <= (p — wiews) je platng LR-element pre Zivotaschopny prefix p
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Dokaz. VSimnime si, Ze aZ na za¢iatoény stav st stavy automatu A prave vsetky LR-elementy.
Veta tvrdi, ze konkrétny LR-element je platny pre dany zivotaschopny prefix p prave vtedy, ak po
preditani p vie né$ automat byt v stave zodpovedajicom danému LR-elementu.

Neformélne, prvé dva riadky d-funkcie ndm umoznuji v ITubovolnom okamihu, v ktorom by
sa mohol vo vetnej forme vyskytnit neterminél £, rozhodnit, Ze (namiesto neho) ideme oc¢akavat
vyskyt jeho pravej strany. Treti riadok J-funkcie zabezpecuje kontrolu vyskytu — ak je nasledujuaci
symbol x zo vstupu (moze to byt termindl aj netermindl) zhodny s ofakévanym, posunieme v
aktualnom LR-elemente bodku.

Formalny dékaz tvrdenia neuvadzame.

Désledok 8.2.2 Ked k vyssie zostrojenému NKA $tandardnou konstrukciou zostrojime ekviva-
lentngy DKA, bude platit, Ze stav, do ktorého sa dostane z qo precitanim p bude prdve mnoZina
platnych LR-elementov pre p.

8.2.2 Definicia LR(0) gramatiky

Definicia 8.2.5 Hovorime, Ze bezkontextovd gramatika G je LR(0) gramatika, ak st splnené na-
sledugice dve podmienky:

1. Zaciatocny netermindl sa nevyskytuje na pravej strane Ziadneho pravidla.

2. Pre kazdy Zivotaschopny prefiz G plati, Ze ok je & — pe platny uplny LR-element pre tento
prefix, tak nie je platng Ziadny iny dplnyg LR-element, ani Ziadny LR-element, v ktorom je
bodka pred termindlnym symbolom.

Poznamka 8.2.2 Veta 8.2.1 a jej dosledok ndm dévaji sposob ako rozhodnif, ¢i je dand grama-
tika LR(0) — sta¢i v DKA, ktory ndm pre kazdy Zivotaschopny prefix hovori mnozinu platnych
LR-elementov, preskiimat vSetky dosiahnutelné stavy.

8.2.3 Vztah LR(0) gramatik a DPDA

Ukézeme, ze LR(0) gramatikami vieme generovaf presne tu istu triedu jazykov, ktoré vieme roz-
poznavat na DPDA prazdnou pamitou.

Na tomto mieste odporucame citatelovi, aby si pripomenul vysledky, ktoré uvddzame v casti
4.2.2. Pomocou DPDA vieme prazdnou pamiitou rozpoznavat len jazyky, v ktorych Ziadne slovo
nie je prefixom iného. Toto sa vSak Tahko dosiahne technickou tipravou — zavedenim nového znaku,
ktory pridame na koniec kazdého slova v jazyku.

Veta 8.2.3 Ku kaZdej LR(0) gramatike G existuje DPDA A taky, Ze N(A) = L(G).

Dokaz. Myslienku konstrukcie sme uz nacrtli v predchadzajicom texte: Na zasobniku si pa-
miitame aktudlny zivotaschopny prefix, a navysSe pre kazdy jeho znak sadu LR-elementov, ktoré
st platné pre nim konciaci prefix. Vzdy, ked sa dostaneme do situécie, Ze jeden z platnych LR-
elementov je uplny, nasli sme handle w, zodpovedajicu nejakému pravidlu ¢ — w. Najdent handle
odstranime zo zasobnika. Teraz si na vrchu zasobnika pozrieme aktudlnu mnozinu platnych LR-
elementov, vlozime na zasobnik ¢ a dopocitame aktudlnu mnozinu platnych LR-elementov.
Tento algoritmus sa v oblasti parserov zvykne oznacovat algoritmus shift-reduce. (Posunutie
sa na dalsi znak vstupu je ,shift“, nahradenie pravej strany pravidla lavou je ,reduce®.)
Formaélnu konstrukciu DPDA neuvadzame.

Désledok 8.2.4 Kazdd LR(0) gramatika je jednoznacnd.
Veta 8.2.5 Ku kazdému DPDA A existuje LR(0) gramatika G takd, e N(A) = L(G).

Dokaz. D4 sa dokézat, ze gramatika, ktort dostaneme Standardnou konstrukciou (veta 3.9.2), je
pre deterministické PDA vzdy LR(0) gramatikou.
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Kapitola 9
Riesené tulohy

9.1 Zakladné pojmy
Uloha 9.1.1 Rozhodnite, ¢i pre lubovolné jazyky L1, Lo plati: Li(LoL})* = (L1 U Ly)*.

Tvrdenie plati. DokaZeme obe inkluzie.

Nech w € Li(LoL7)*. Potom 3k > 0,v; € Li,u; € Lojw = viuiva. .. upvgs1. Zjavne kazdé
zo slov w;, v; patri do (Ly U Lo)*. A takisto zjavne (L; U Ly)* je uzavretd na zrefazenie, preto aj
w e (Ll @] Lg)*

Naopak, nech w € (L1 U L9)*, teda 3k > 0,w; € (L1 U La); w = wy ... wg. Nech i; st indexy
tych podslov, ktoré patria do L,. Potom ale:

W=Wp.. . Wi;—-1 Wiy Wij41.+..-Wip—1 Wiy «.. W5, Wi, 4+1...Wk
~~ ~N =~

€Ly €L €Ly €L €L €Ly

A teda w € L} (LyL})*.

Uloha 9.1.2 Pomocou konecného poctu operdcii zretazenia, zjednotenia, prieniku, homomorfizmu
a inv. homomorfizmu zostrojte z jazyka L1 = {u | u € {a,b}* N #q(u) = #p(u)}
jazyk Lo = {aibici | i > 0}.

Dlhsie zrozumitelnejsie rieSenie: Nech hy je homomorfizmus taky, ze h(a) = a a h(b) = e.
Potom L, = hi(L;) = {a* | i > 0}. Analogicky si vyrobime L;, a L.. Potom Ly, = L,.L, =
{a't’ | i,j > 0}. V&imnime si teraz slova z Lo—p = L1 N Lap. S to prave slové, ktoré maji rovnako
a a b a navyse [ubovolné a je pred Tubovolnym b. To ale znamena, ze L,—, = {a’b’ | i > 0}. No
a odtialto dalej to bolo ako jedna doméca tloha — vyrobime jazyk Lj—. (homomorfizmom, ktory
a zobrazi na b a b na c). Ked si teraz vezmeme jazyk (Lo—p.L.) N (Lg.Ly=.), tak obsahuje prave
slova tvaru a'b’c*, v ktorych je rovnako a a b a zaroveii je rovnako b a c. To ale znamena, Ze je to
prave Lo, q.e.d.

Krat$ie rieSenie: Homomorfizmom ,prelozme* L; na jazyk L3 vSetkych slov, v ktorych je
rovnako b a ¢. Potom Ly = (Lj.L.) N (L,.L3). Rozmyslite si, preco.

9.2 Regularne jazyky
Uloha 9.2.1 Pre dané jazyky Ly, Ly nad abecedou Y definujeme operdciu Shuffle nasledovne:
Shufﬂe(Ll,Lg):{w ‘ I € N,ut, .. un,v1,. .. vy € 55

W = ULVLUVS « . . UpUp A ULUD . ..U, € L1 A ’U1U2...Un€L2}
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Neformdlne povedané, jazyk Shuffle(Lq, La) obsahuje vsetky slovd, ktoré vznikni zmieSanim
slova z Ly a slova z La. Rozhodnite a dokadzte, ¢i je trieda requldrnych jazykov uzavretd na operdciu
Shuffle. (Teda ¢i VL, Ly € R; Shuffle(Ly,Ls) € R.)

Spravna odpoved je 4no. Majme deterministické automaty A;, As také, ze L(A;) = L;.
Ozna¢me A; = (K1,%1,01, o1, F1), As = (K2, X2, 2, qo2, F»). Zostrojime nedeterministicky auto-
mat A pre Shuffle(L;, Ly). Bude A = (K, X, 6, [go1, qo2] , F), kde:

K:K1XK2, F:F1><F2, E:EluEg

Vido @) € Ki¥o €55 3((ga 0], 2) = {01000 2), 0] [00: 02 av, )]}

Neformaéalna myslienka konstrukcie: NaS automat si v stave pamiita stavy oboch automatov Ay,
As. Vizdy, ked mu pride pismeno, nedeterministicky sa rozhodne, v ktorom z automatov spravi
krok. Ak sa mu podari natipovat také rozdelenie slova, ze A; aj Az skonéi v akcepta¢nom stave,
akceptuje. (Tie pismend, na ktoré robil kroky v A; tvoria u, ostatné tvoria v.)

Formalny dokaz by mal vyzeraf tak, Ze dokdZeme obe inkltzie medzi L(A) a Shuffle(L, Lo).
Myslienka dékazu jednej inklazie je v predchadzajicom odseku, druht inkltziu dokazeme tak, ze
zoberieme slovo z Shuffle(L1, Lo), to sa musi dat rozdelif na u a v, pre ktoré existuju akc. vypoéty
v Ay, resp. As, z tych zostrojime akc. vypocet A na w.

Uloha 9.2.2 Zostrojte deterministicky alebo nedeterministicky konecny automat akceptujici jazyk
L=A{w|we{a, b}, #4.(w) je pdrny N wvo w je tretie pismeno od konca b }.

Nas automat bude deterministicky. V stave si bude pamétat paritu poc¢tu doteraz preéitanych
pismen a a posledné tri pismena. (Ak este neprecital 3 pismend, prislusné pamiitané pismeno bude
a, t.j. ,nebolo b“.) Uvedieme forméalnu konstrukciu.

Bude A = (K, % = {a,b},0,[0,aaa], F'). Stavy buda K = {[p,zyz] | p € {0,1}, 2,9,z € Z}.
Akceptacné stavy su tie, kde sme precitali parny pocet a a tretie pismeno od konca bolo b, teda
F={[0,bzy] | z,y € }.

Prechodova funkcia:

Vp € 10,1}, Va,y, 2 € X5 6([p, zyz], a) = [1 — p,yza

Vp €{0,1},Va,y,2 € 85 6([p, zyz], b) = [p, yzb]

Dokaz, ze L(A) = L:

Kazdy akceptacny vypocet musi mat zjavne aspon 3 kroky.

Indukciou od poétu krokov vypocétu dokazeme, ze od tretieho kroku vypoctu plati tvrdenie:
Automat A je v stave [p, zyz| prave vtedy, ak parita po¢tu doteraz preéitanych a je p a posledné
tri pismena boli z,y, 2.

1° Roznych vypoctov dizky 3 je osem, vetky vyhovuj.

2° 7 6-fcie je zjavné, ze ak tvrdenie platilo po k krokoch vypoctu, plati aj po k + 1 krokoch.

Z prave dokazaného tvrdenia vyplyva, Ze po docitani vstupu je automat v akceptac¢nom stave
iff bol prec¢itany parny pocet a a posledné 3 pismenéa boli b, x, y, ¢ize iff vstup bol z L.

Uloha 9.2.3 Definujme odmocninu z jazyka nasledovne: vL = {w | ww € L}
Rozhodnite a dokdzte, ¢i musi byt odmocnina z requldrneho jazyka requldrna.

Majme DFA A pre L, zostrojime DFA A’, ktory bude ¢itat vstup a pre kazdy stav ¢ € K
si pamiitat, v akom stave by bol A, keby zacal ¢&itaf vstup v ¢. T.j. A’ bude mat K’ = KIXI,
qdo = [qu R Q\K\fl]y 6l([qi17 s 7qi‘K‘,1]7x) = [6(qi17x)a SERE) 6(q7;|K‘71,£U)].

Ked doditame vstup w, vieme, v akom stave by bol A po precitani w a vieme aj to, do
akého stavu by presiel dal$im precitanim w. Akceptujeme iff tento stav je akceptaény. Teda F' =

Udivs s @iy 0] | @i, € F}
In4 moznost je zostrojit nedeterministicky A’, ktory si na zadiatku vypoctu tipne, v akom stave

bude A po preéitani w. Dalej simuluje A z g aj z tipnutého stavu ¢. Na konci slova akceptuje, ak
sa z qog dostal naozaj do q a z ¢ sa dostal do akceptacného stavu.
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Tvrdenie trividlne vyplyva z toho, Ze dvojsmerné kone¢né automaty (také, ¢o mozu lubovolne
behat po vstupe) st rovnako silné ako jednosmerné.

Uloha 9.2.4 Dang je a) determ., b) nedeterm. konecny automat A = (K,%,6,qo, F). Pritom
Y ={a,b}, |K| =n a plati:

Yw e X |lw <n+3 = we L(A)
Rozhodnite a dokdzte, ¢i potom musi platit L(A) = X*.

a) Nech ¢ je lub. dosiahnutelny stav. Do ¢ sa vieme dostat na najviac n — 1 krokov. Kedze
automat slovo zodpovedajice tejto ceste akceptuje, musi byt g akceptacny stav. Potom ale
L(A) = X*, lebo vSetky dosiahnutelné stavy A st akceptacné.

b) Tu to uz neplati. Zoberme jazyk L = {a® | £ = 0V 15 nedeli z}. Ked dostaneme vstupné
slovo, mame akceptovat, ak dlzka nie je delitelna 15. Nedeterministickému automatu staci 9
stavov. Zaciato¢ny, v tom si tipneme, ¢ dlzka nie je delitelna 3 alebo 5, prejdeme do prisl.
Casti a overime, ¢i naozaj.

9.3 Bezkontextové jazyky

Uloha 9.3.1 Je dand gramatika Gy = ({S,A,B,C, D, E, F},{a,b,c},P;,S) , kde P, = {

S —aAS | bBC | E

A—aA|bB|a

B — BA | BB | BD

C —caC | acA | EB

D—a|AD|e

E—¢|E

F — aAa | b}

Zostrojte k nej Standardnou konstrukciou redukovand gramatiku Go takid, Ze L(G1) = L(Ga).
(Redukovand gramatika je gramatika, v ktorej je kazdy netermindl dosiahnutelny a z kaZdého ne-
termindlu vieme v tejto gramatike odvodit termindlne slovo.)

Najskor odstrénime netermindly, z ktorych sa nedd odvodit terminélne slovo, potom nedo-
siahnutelné netermindly. Postupne zostrojime mnoziny netermindlov, pre ktoré existuje strom
odvodenia terminéalneho slova, ktorého hibka je < k:

H,={A,D,E,F}, Hs=H;U{C}, Hs;= Hyambzeme skondit.

MnoZina netermindlov, z ktorych sa nedd odvodit termindlne slovo je teda N — Hs = {B}.
Neterminal B a pravidla, ktoré ho obsahujii, moZzeme z gramatiky G vynechat. Zostrojme teraz
pre upraventl gramatiku mnoziny neterminalov, ktoré st z S dosiahnutelné na < k krokov:

H():{S}, H1 :H()U{A,E}, H2:H1 a koncime.

Netermindly N’ — Hy = {C, D, F'} st nedosiahnutelné, mozeme ich odstranit. Vo vyslednej
gramatike teda zostant neterminaly S, A, E a prislusné pravidla.

Uloha 9.3.2 Rozhodnite, ¢i je jazyk
L={w|we{abc} N#a(w) > #p(w) > #c(w)}

bezkontextovy. Ak nie, dokdzte. Ak dno, zostrojte bezkontextovi gramatiku, ktord bude tento jazyk
generovat. Sicastou konstrukcie by mal byt aj slovny popis mnoZiny pravidiel a myslienka dokazu
spravnosti.

Dokézeme, 7e nie je bezkontextovy, lebo nesplia pumpovaciu lemu. Sporom. Ak by ju splhal,
existuji p, ¢ s istymi vlastnostami. Zoberme ale slovo aPtt2prta+1crta, To je dlhsie ako p, teda
sa m4 dat rozdelif a napumpovat. Ale ak nepumpujeme Ziadne c, nevieme napumpovat na nulti,
ak nejaké ¢ pumpujeme, nepumpujeme ziadne a, a teda nevieme napumpovat na tretiu.
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Uloha 9.3.3 Rozhodnite, ¢i je jazyk
L={u#v | u,ve€{a,b}* A (u=v V u=0v")}

(nad abecedou {a,b,#}) bezkontextovy. Ak dno, zostrojte zasobnikovy automat, ktory ho bude (¢i
uZ stavom alebo prazdnou pamditou) akceptovat a zdovodnite sprdvnost jeho konstrukcie. Ak nie je
bezkontextovy, dokdzte to.

Intuicia: Bezkontextovy nie je, pomocou jedného zasobnika nevieme overit podmienku u = v.

Dokazeme sporom, Ze L nie je bezkontextovy. Nech je, potom pren plati pump. lema, teda
existuju nejaké p, ¢, nech x = p+ g+ 7. Zoberme slovo w = a*b*#a”b*. Toto slovo je zjavne dlhsie
ako p. Ukazeme, Ze ho nevieme pripustne rozdelit (na u,v,z,y, z) a napumpovat.

Zjavne ani jedna pumpovand ¢ast nesmie obsahovat #. Ak st obe pumpované ¢asti na tej istej
strane #, po napumpovani na druht je ,lavd“ strana dlhsia ako ,pravi“, teda to nie je slovo z
jazyka. Jedina ind moznost je, Ze v je nalavo od # a y napravo. Potom ale u = b’, y = a’. Po
napumpovani na druht dostavame slovo a®b*i#a"7b%, ktoré opitf zjavne nepatri do L a vyhrali
sme.

Iné riesenie s par dirty trikmi. Op#t sporom. Zbavme sa ,druhej ¢asti“ jazyka. Ak u = v,
tak prvé a posledné pismeno slova st rovnaké. Zoberme Ly = L N {awb | w € {a,b,#}*} — tie
slovd z L, kde prvé a posledné pismeno st rozne. Lo je tiez bezkontextovy (robili sme prienik s
reg. jazykom). Ale zjavne Ly = {axb#azxdb | x € {a,b}*}. To uz je takmer nas stary znamy jazyk.
Moézeme pouzit klasicky postup s pumpovacou lemou, pripadne sa hrat dalej.

Nech h je taky homomorfizmus, ktory = aj T zobrazi na z. Potom h~1(Ls) je akoby Ls, pri¢om
v kazdom slove st nad niektorymi pismenami ¢iarky (a kaZzdé slovo je ,ociarkované“ vSetkjmi
sposobmi). Zoberme Ly = h~!(Lo)N{azb#tayd | z,y € {a,b}*}. Aj L3 je bezkontextovy. Prienikom
s tymto reg. jazykom sme z h~!(Ly) vybrali prave tie slovd, kde st o¢iarkované pismend, ¢o ndm
vadia.

Teraz ked ich méme oznacené, vieme ich vhodnym homomorfizmom g (¢(Z) = ¢, g(z) = z)
zmazat. Aj jazyk Ly = g(L3) je bezkontextovy. Ale Ly = {w#w | w € {a,b}*} — spor.

Uloha 9.3.4 Rozhodnite, ¢i je jazyk L = {w | w € {a,b}* A #a(w) = 2#4(w)} bezkontextovy. Ak
nie, dokdzte. Ak dno, zostrojte bezkontextovi gramatiku, ktord bude tento jazyk generovat. Sucastou
rieSenia by mal byt aj slovny komentdr k mnozine pravidiel a myslienka dokazu sprdvnosti.

Jazyk je bezkontextovy. Jedna moznd konstrukcia gramatiky je zostrojit pre L najskor zdsob-
nikovy automat. Ten je pomerne trividlny — na zasobniku si udrzuje, ¢oho a o kolko viac doteraz
precital. No a na automat uz stac¢i pouzit Standardni konstrukciu.

Samozrejme existuje aj viacero spdsobov, ako zostrojit priamo gramatiku. Pravidl4 hladanej
gramatiky mohli vyzerat napr. nasledovne:

o — acacbo | acboao | boacao | €

V kazdom kroku bud nevygenerujeme ziaden terminal, alebo vygenerujeme dve a a jedno b, z
toho je jedna inklizia zrejmd. Na druhu treba ukdzat, Ze ked mame lub. slovo w € L, vieme ho
zapisat v jednom z tvarov auavbz, aubvaz, buavaz,e (kde u, v,z € L).

Formalny dokaz by mohol vyzerat priblizne nasledovne: Nech w = wy ... w,, polozme f(i) =
Ha(wy . .ow;) — 24 (w1 ... w;). Zjavne f(0) = 0 a kedze w € L, aj f(n) = 0. Prechddzajme teraz
s 7 od 0 do n, v kazdom kroku sa hodnota f bud zviési o 1 (ak je prislusny znak a), alebo zmensi
o 2 (ak je to b). Ak je wy = b, je fi = —2. Zoberme i, kedy je prvykrat f(i) = 1, j > 0 kedy je
prvykrat f(j) = 0. Zjavne takéto 4, j existuju a i < j. (Pre¢o?) Potom ale w; = w; = a a tieto dve
a rozdelia naSe slovo na hladané 3 casti u,v,z. Ak wy = a, analogicky.

Trochu iné rieSenie. Upravme pravidla nasej gramatiku do tvaru:

o — oacacbo | cacboao | cboacao | €
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Jedna inkluzia je nadalej zrejmé. K druhej: Vsimnime si, Ze kazdé slovo z L obsahuje ako podslovo
aspon jedno zo slov aab, aba, baa (preco?) a jeho vynechanim dostaneme opét slovo z L. Indukciou
od diiky w dokézeme, ze ak w = w;y...w, € L, tak ¢ =* cwiows...w,o. Indukény krok
vyplyva z prave uvedeného pozorovania — ked médme w, nadjdeme podslovo, vynechame ho, z ind.
predpokladu vieme odvodit vetnii formu pre kratsie slovo, ktoré sme vynechanim dostali, no a uz
len v 1 kroku prepiSeme prislusni o.

9.4 Zlozitejsie modely

Uloha 9.4.1 Zistite, ¢i existuje A-prekladac, ktory preloZi jazyk L na jazyk Lo, kde
Ly ={w | we{a,b,c}*, #a=#b=Hc}
Ly = {a"b®" | n. > 0}
Ak ano, zostrojte ho a popiste, ak nie dokdzte.

A-prekladad je vlastne kone¢ny automat, ktory moze navySe pisat na vystup. Netreba zabudat,
ze vo vyslednom jazyku su len tie slova, pri ktorych zapise a-prekladac¢ docital vstupné slovo a na
konci akceptoval. Takto si totiz a-prekladac¢ vie vybrat vhodni podmnozinu pévodného jazyka L1
a prelozit na Lo len ju.

Myslienka je jednoduchd: nas a-preklada¢ bude kontrolovat, ¢i je vstupné slovo tvaru a*{b, c}*
(teda prekladat bude len takéto slovd) a pri tom prepisovat a na a, b na b a ¢ na bb.

Formélne bude A = (K,%4,3s, H, qo, F), kde podla zadania ¥ = {a,b,c}, X5 = {a,b}. N&S
a-preklada¢ bude mat dva stavy, ktoré buda zaroven akcepta¢né: K = F = {nebolo-bc, bolo_bc},
zaCina v stave qg = nebolo_bc.

Mnozina prepisovacich pravidiel bude vyzerat nasledovne:

H = {(nebolo-be,a,a,nebolo-bc)
(nebolo_be, b, b, bolo_bc)
(nebolo_be, ¢, bb, bolo_bc)
(bolo-be, b, b, bolo_bc)
(bolo_be, ¢, bb, bolo_bc) }

Dokaz spravnosti je trividlny, jedind vec, ktori este pri fiom treba spomentt, je, Ze ak uz a-
preklada¢ A ¢ital nejaké b alebo ¢ a pride mu a, zasekne sa a nedopreklada. Z toho je uz zrejmé,
7e A(Ly) = A(a*{b,c}*) = Lo.

Uloha 9.4.2 Pre dané jazyky Ly, Ly nad abecedou X jazyk Shuffle(Ly, Ly) obsahugje vietky slovd,
ktoré vzniknu zmiesanim slova z Ly a slova z Lo. Formdlne definujeme operdciu Shuffle nasledovne:

Shuffle(Lq, Ly) = {w

W = ULVLUQVS « . . UpUp A ULUS ... U, € L1 A U11}2...1}n€L2}

*
dne N,uy,...,up,v1,...,0p € X%

K danému reguldrnemu jazyku R nad abecedou ¥ zostrojte a-prekladac Mg taky, Ze pre kaZdy
jazyk L nad abecedou ¥ je Mp(L) = Shuffle(L, R).

Nech A = (K4,%,9,q0, Fa) je NKA pre R, potom M = (K4,%, %, H, qo, Fa), pricom mnoZina
pravidiel H = {

(¢,a,a,q9) Vg€ Ka;Va €X (kopiruje slovo zo vstupu)

(¢,e,a,p) Vq € Ku;Va € X;Vp € 6(q,a) (nedet. generuje slovo z R)

N&s a-prekladac¢ teda dostane na vstup slovo z L, to kopiruje na vystup a medzi kopirované

pismend nedeterministicky vklada nejaké dalSie. Zaroveri na tychto novych pismenédch simuluje A
a akceptuje len vtedy, ak takto primiesané slovo patrilo do R.
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Uloha 9.4.3 Uvedte standardné 4 definicie (¢o je to, konfigurdcia, vijpocet, jazyk) pre dvoj-
smerny nedeterministicky zasobnikovy automat. (Od klasického PDA sa lisi tgym, Ze sa
méZe po vstupnom slove lubovolne prechddzaf. Teda namiesto ¢itania pismen zo vstupu ako kla-
sicky PDA potrebuje pohyb po pdske ako Turingov stroj. Obsah pdsky viak nesmie menit!) Slovne
porovnajte jeho silu s klasickym PDA.

Hint: Na vhodnom mieste v definicii pridajte na zaciatok a koniec vstupného slova ,zarazky*,
ktoré 2PDA umoznia zistit, ze je na kraji slova a ktoré nesmie prekrocit.

2PDA je 7-ica A = (K,%.,T,6,qo, Zo, F), vyznamy st rovnaké ako u PDA, len § ndm bude
hovorit aj ako mame pohniaf hlavou:

§: (K x (DU{¢,8}) xT) — 28X x{-1.0.1}

Nesmieme zabudntt uviest, ze § musi byt koneéna. Znaky ¢ a $ buda ,zardzky“. Pre ne musi
platit, ze 2PDA nesmie ist z ¢ dolava ani z $ doprava:

Vge K,.VZ €T 6(q,¢,7) C K xT'™ x {0,1}

Vge K,NZ €T 0(¢,8,Z) C K xT™ x {-1,0}

Konfigurdcia 2PDA je §tvorica (q, z, ¢w$, ), kde ¢ € K je stav, z € I'* slovo na zasobniku (vrch
je napravo), ¢w$ je vstupné slovo so zardzkami (=obsah pasky) a i € {0,...,|w|+ 1} je pozicia,
kde sa nachadza hlava.

Krok vypoc¢tu 2PDA je relacia - na jeho konfigurdciach takd, ze plati: (Zavedme znacenie, Ze
w; je i-te pismeno slova w, wo je ¢, wiy|+1 je $.)

(q,2S,¢w$,i) F (p, 2T, ¢w$,i +d) <= (p,T,d) € é(q,w;,S)
Jazyk akceptovany 2PDA A je mnoZina

L(A) = {U] | iZ ¢ F*,Z 2 anF S F7 (QO7Z0a¢w$a 1) F (QF7Z7 ¢7,U$,Z)}

2PDA su silnejsie ako klasické PDA. Klasické PDA Tahko odsimulujeme: podla toho, ¢i sme
simulovali krok na ¢ alebo pismenko, pohneme hlavou o 0 alebo 1. Vieme navySe akceptovat
niektoré nebezkontextové jazyky, napr. L = {a"b"c™ | n > 0}.

2PDA pre vyssie uvedeny jazyk moze vyzeraf napr. nasledovne: Prejde zlava doprava a overi
tvar a’b/c¥. Vrati sa spif na zaciatok. Prejde na koniec a overi, & i = j. Vrati sa spif na zaciatok.
Prejde na koniec a overi, ¢ j = k. Ak sa dostal az sem, akceptuje.

9.5 Kontextové jazyky

Uloha 9.5.1 Rozhodnite a dokdzte, ¢i je trieda Lprpa jazykov akceptovanich deterministickiymi
linedrne ohranicenymi automatmi uzavretd na zjednotenie.

Je uzavreta. Myslienka rieSenia: Spravim si poschodovt pasku, skopirujem vstupné slovo, teraz
paralelne simulujem na jednej képii DLBA pre jeden jazyk, na druhej DLBA pre druhy jazyk,
ak aspon jeden akceptuje, akceptujem aj ja. Paralelnt simulaciu potrebujeme kvoli tomu, Ze aj
DLBA sa moze zacyklit.

UkaZeme si eSte iné riesSenie. DLBA mé na danom vstupe w len kone¢ny pocet moznych kon-
figurécii, vieme ho zhora odhadnut ¢/*! pre vhodné c. K Tubovolnému DLBA A vieme zostrojit
ekvivalentny, ktoré vzdy zastavi. Ten bude fungovat nasledovne: Spravi si viacstopt pasku. Na
jednej zo stop bude simulovat A, na druhej stope si bude v c-¢kovej stistave pocitat pocet krokov
A, ktoré uz odsimuloval. Ked mu tito paska ,pretecie“, vie, ze A sa zacyklil a zasekne sa.

Ku kazdému jazyku z Zprpa teda existuje DLBA, ktoré ho akceptuje a na kazdom vstupe
zastavi. Pomocou takychto DLBA lahko dokézeme viacero uzéverovych vlastnosti Zprpa. Zjed-
notenie: Skopirujeme si vstup na int stopu pésky, aby sme si ho nezniéili. Spustime DLBA (v
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nasom norméalnom tvare) pre prvy jazyk, urite zastavi, ak sme neakceptovali, z pomocnej pasky
obnovime vstup a spustime DLBA pre druhy jazyk.

Uloha 9.5.2 Zadefinujte (uvedte standardné 4 definicie) ,skdciice LBA“, ktoré na rozdiel od nor-
mdlneho LBA nevie hgbat hlavou dolava, namiesto toho ale vie skocit hlavou na lavy endmarker
(cent). Porovnagte jeho silu so Standardngm LBA.

Skdciuce LBA je n-tica A = (K,%,T,0,qo, F), kde K je konefnd mnoZina stavov, ¢ € K
pociatotny stav, F' C K mnoZina akcepta¢nych stavov, 3 je kone¢nd vstupna a I' O Y U {¢, $}
koneénd pracovné abeceda. & je prechodové funkcia, § : K x I' — 2K xI'x{=00,0,1}

Konfigurdcia skactceho LBA je trojica (¢, w,n), kde ¢ € K je stav, w € I'* je aktudlna pracovna

paska an € {0,1,...,|w|,|w| + 1} je pozicia hlavy.

Krok vypoctu skaciceho LBA je relacia F na konfiguracidch taka, ze plati:!
(g, w,n) F (pywr... Wy 1ZWny1 ... W)y, d(n)) pre (p,z,d) € §(q,wy), n € {1,...,|w|}
(¢;w,n) F (p,w,d(n)) pre (p,x,d) € 0(¢, wn), n € {0, |w| + 1}

Jazyk akceptovany skaciucim LBA je mnozZina
L(A) ={w | 3¢gr € F,v € T!*l . n € Ny; (qo,w,1) F* (gr,v,n)}.

Aby sme ukézali, Ze je ekvivalentné so Standardnym LBA, ukdZeme, Ze sa vedia navzdjom
simulovat. Majme najskor skacice LBA, zostrojime k nemu ekvivalentné standardné. Kroky, kde
stojime na mieste alebo ideme doprava sa nezmenia. Krok, pri ktorom skoc¢ime na zaciatok pasky,
odsimuluje LBA tak, Ze si v stave poznadi, Ze ide na lavy kraj pasky a kym tam nie je, len ide
dolava a ni¢ iné nerobi.

Pri simulécii opaénym smerom to bude trochu tazsie. Opif kroky, kde stojime alebo ideme
doprava, simulovat vieme. Ako ale odsimulovat krok dolava? Takto: Skactice LBA si na paske
spravi ¢iernu bodku, Ze tu stoji. Sko¢i na cent. Teraz ide doprava, az kym sa nedeterministicky
nerozhodne, Ze je prave o poli¢ko nalavo od iernej bodky. Este ale potrebuje overit, & sa rozhodlo
spravne. Preto si tu spravi bielu bodku a pohne sa o policko doprava. Ak naslo ¢iernu bodku,
uhadlo a moze pokracovat — ¢iernu bodku zmaze, skoé¢i na zaciatok a ide doprava, kym nenarazi
na bielu bodku. T tiez zmaze a moze ist simulovat dalsi krok.

9.6 Rekurzivne vydislitelné a rekurzivne jazyky

Uloha 9.6.1 Dany je PDA A akceptujici prazdnou pamitou. Zostrojte nedet. Turingov stroj M
taky, Ze L(M) = N(A). Zdovodnite spravnost svojej konstrukcie.

Pouzijeme klasicky NTS s oboma smermi nekoneénou paskou. Myslienka konstrukcie: Nalavo
od vstupného slova si udrziavame (reverznuty) zasobnik. Na odsimulovanie jedného kroku A si M
pozbiera do stavu pismeno ¢itané zo vstupu (resp. €), pismeno na vrchu zasobnika, nedeterminis-
ticky sa rozhodne, ktory riadok d 4 pouzije, prislusne zmeni stav a vlozi spravne slovo na zasobnik.
Stavy M budi tvaru ¢;nges, kde ¢ je stav, v ktorom je simulovany PDA A a index nam hovori,
¢o prave robime.

Formalna konstrukcia: Nech A = (Ka,¥4,T4,04,¢5A, Zya, ). Oznac¢me k dizku najdlhsieho
slova, ktoré A vie v jednom kroku zapisaf na zasobnik. Nech L=* = LON L' N ... N L*, nech
L={%|xz¢€L}. BUNV nechT'4, ¥4 a X4 st po dvoch disjunktné.

Potom M = (K,X%,T, 6, qo, F), kde K je koneéna mnozina stavov, pre ktoré je definovand d-fcia
uvedend nizsie, ¥ = X4, [ =X, US4 UT4 U {#,8} (kde #,$ st nové znaky).

Na zadiatku pasku prepiSeme tak, aby na nej bolo namiesto slova w slovo #Zysw$, M bol v
stave gsAcitq; a hlava bola na prvom znaku slova w. Této Cast d-fcie je trividlna, preto ju nebudeme
uvadzat. ,,Simulaény cyklus“ vyzera nasledovne:

5((]citaj7x) = {(Qmam,mafy 71)5 (Qmam,&xa 71)} (VQ S KA,VZIT S E) (91)

IPre jednoduchsi zapis nech w; je i-ty znak slova w, $pecidlne wo = ¢, Wp|41 = $. Dalej ked d = —oo definujeme
d(n) = 0, inak d(n) = min(n +d, |lw| + 1) (teda d(n) hovori, kam sa pohneme, ak sme na n a d-fcia vrati pohyb d).
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0(qeitag: ) = {(@mam<8,—1)} (Vg € Ka) (9:2)
8(@mamc ) = {(@mam_e,x,—1)} (Vg € Ka,Yz € T\ {#},Ve € R U {e}) (9.3)
0(gmam_c, #) = {(@rrokc,#.1)} (Vg € Ka,Ve € DU {e}) (9.4)
6(qrrok-c: Z) = {(Ppisw: Z,0) | (p,w) € 6a(q, ¢, 2)} (Vg € Ka,Ve € BU{e},VZ € T)(9.5)
8(qpisaws Z) = {(@piswra,—1)} (Vg€ Ka,VZ € T,Va € T 4,Yw € T5F) (9.6)
6(qpiserZ) = {(Gnaspat; #,1)} (Vg€ Ka,VZ €T) (9.7)
3(dnaspats©) = {(dnaspat, v, 1)} (Vg € Ka,Vo € T4 Uy) (9.8)
6(qnaspat:©) = {(Qeitaj, ¢, 0)} (Vg € Ka,Vz € EU{$}) (9.9)
Zjavne az na (1),(5) je cely ,simula¢ny cyklus“ deterministicky. V (1) sa rozhodneme, ¢i

simulovany automat A ¢éita pismeno alebo e (ak uz sme na konci vstupu, tak sa pouZije (2) a
¢itame €). V (3),(4) prejdeme na koniec zdsobnika. V (5) sa podla symbolu zo vstupu (ktory si
pamétame v stave) a z vrchu zasobnika (ktory éitame z pésky) rozhodneme, do akého stavu p
by A presiel a aké slovo w by zapisal na zdsobnik. V (6) toto slovo na zésobnik zapiSeme, v (7)
pripiSeme na koniec zasobnika zarazku, v (8),(9) sa vratime na aktudlnu poziciu vo vstupnom
slove — a sme pripraveni simulovat dalsi krok A.

K spravnosti: Zjavne kazdy krok A dokézeme odsimulovat. Z toho, Ze simulaény cyklus je
takmer deterministicky (az na miesto, kde sa rozhodujeme prave medzi moznostami z § 4 ), nevieme
robit nié¢ iné.

Este ostava dat naSmu automatu moznost akceptovat vstupné slovo — vtedy, ak mé prazdny
zésobnik a doc¢ital vstupné slovo. Priddme mu moznost skonéit v okamihu, ked zisti, Ze m4 prazdny
zésobnik (t.j. ked ide ¢itat pismeno zo zasobnika, ndjde tam prvé pismeno vstupu) a prave nié
necital zo vstupu:

(qkrok_e,x) = {(over,z,0)} (Vg& Ku,Vr €T \Ty4)
S(over,z) = {(over,z,1)} (Vzx el )\ (ZU{$})
d(over,$) = {(akceptuj,$,0)}

Konstrukcia sa znacne zjednodusi, ak pouzijeme dvojpaskovy Turingov stroj.

Uloha 9.6.2 Zostrojte (deterministicky alebo nedeterministicky) Turingov stroj, ktory bude ak-
ceptovat jazyk:

L ={a" #a™*# ... #a"" | x; > 0,¢isla x; sa daji rozdelit na dve ¢asti s rovnakym siuc¢tom}

Vas stroj teda dostane na vstupe n-ticu cisel x1,...,x, zapisanych v undrnej sistave a md roz-
hodnut, ¢i 3P C {1,....,n} = Npj Y icp@i = D ien, /p Ti- Stcastou konstrukcie by mal byt aj
slovnyg popis 0-funkcie. Zdovodnite sprdvnost svojej konstrukcie. (Pozn.: L je jazyk nad abecedou

Y ={a,#}.)

Zacneme tym, Ze prejdeme pasku a nedeterministicky niektoré iseky a prepiseme na b.

(g0, %) = {(qa,,0), (g, %,0)} (= € {a,#})

(¢, a) = {(qz, 2, 1)} (2 € {a,b}) (v stave ¢, prepisujeme a na )
0(ge, #) = {(qy, #. 1)}  (x,y € {a,b}) (na # sa mozeme rozhodnut o dalSom tseku)
5(qz, B) = {(ha, B’,—1)}  (x € {a,b}) (sme na konci slova)

Teraz potrebujeme overit, ¢i mame rovnako vela a a b. To ide najjednoduchsie tak, Ze na
striedacku odskrtdvame a a b. Budeme mat stavy h,, hy (hladaj a, b). Ked sme v stave hg,
znamend to, ze sme doteraz odskrtli rovnako a a b, vtedy sa mozeme rozhodniat (a overit), ¢i je
uz vsetko vyskrtané. Ak ano, akceptujeme.

§(he,yy) = {(he,y,d)}  (z €{a,b},y € {a,b,#},d € {—1,0,1}) (nedeterministicky behdme
po paske)

111



I(he,x) ={(hy, #.0)}  (x,y € {a,b},z #y) (ak sme nasli, prepiSeme na #)
O(hay #) = {(q=1,#,-1)}) (ideme overit, ¢i uz mame iba #)
(prebehneme po paske najskor dolava, potom doprava)

5(qa, #) = {(qa, #,d)}) (de{-1,1}) (v g—1 ideme po # dolava, v ¢; doprava)
d(g-1,B) = {(ql, B b (sme na zaciatku, eSte musime ist doprava)
5(q1,B) = {(qr, B’,0)}) (presli sme aZ na koniec, akceptujeme)

Uloha 9.6.3 Nech Ly, Ly st rekurzivne vycislitelné jazyky, pricom L1 U Lo aj L1 N Lo st rekur-
zivne. Rozhodnite a dokdzte, ¢i potom musia byt aj jazyky L1, Lo rekurzivne.

Musia. Zostrojime TS A pre L;, ktory na kazdom vstupe zastane. Nech A;, As si TS pre
Ly, Lo, Z, P st TS pre Ly U Ly, Ly N Ls, ktoré zastani na kazdom vstupe. Potom A na w bude
pracovat nasledovne: Spusti P na w, ak P akceptuje, A akceptuje (w je z prieniku, teda aj z L1).
Spusti Z na w, ak Z neakceptuje, A neakceptuje (w nie je zo zjednotenia, teda ani z L;). Ak sme
sa dostali az sem, vieme, ze w patri prave do jedného z jazykov Li, L. Spustime naraz na w
stroje Ay, As. Jeden z nich v koneénom ¢ase zastane a akceptuje. V tom okamihu zastavi aj A a
akceptuje iff akceptoval Aj.

Iné riesenie: Ukazeme, ze LY € ZrE, z toho vyplyva Ly € Lye.. Pre Ly dokaz vyzera analo-
gley Plati Llc = (L1UL2)CU(L2 7L1) = (Ll ULQ)CU(LQQ(leLQ)C). Vieme, ze L2 € gRE'
Navyse:

Li1ULy € Lroe = (L1 U L2)C € Lree = (Ll U LQ)C € LRrE
LiNnLy € frec = (L1 N Lg)c S g’r‘ec = (Ll n LQ)C S D?RE
A kedze Lrp je uzavretd na prienik a zjednotenie, aj L{ € Zrg, q.e.d.

Uloha 9.6.4 Dand je instancia MPKP (prvé domino je zaciatoéné). Standardnou konstrukciou
k nej zostrojte ekvivalentni instanciu PKP.

cab e cb ab dd
c a be ab cdd

Ekvivalentni sadu domin uvadzame nizsie. Zjavne kazdé rieSenie PKP s novou sadou domin
musi zaéinat prvym z nich, a teda zodpoved4 nejakému rieSeniu MPKP s pévodnou sadou domin.
A naopak, podla kazdého riesenia povodnej instancie MPKP vieme zostrojit rieSenie PKP s novou
sadou domin.

frcftadtbt cffad#tbt et bt ag#tb#t d#td+# 7
i iy 7a #bitc #adtb reardqtd ##

Uloha 9.6.5 Ukdzte, ¢i je nasledugjiici problém rozhodnutelnyj: Pre dany NTS A, slovo w a tri
stavy q1, q2, g3 povedat, ¢i existuje akceptacny viypocet A ma w, prechddzajici cez tieto stavy
tesne po sebe v danom poradi. Formdlne: ked zapisujeme konfigurdcie A ako trojice (stav,slovo na
pdske,pozicia hlavy), pgtame sa, ¢i existuji v; € T*, n; € N také, Ze (qo,w,1) F* (q1,v1,n1) b
(g2,v2,n2) F (g3,v3,n3) H* (¢, v4,n4), pricom qr je akceptacny stav.

Nie je. Ukdzeme, Ze ak by bol rozhodnutelny, vedeli by sme rozhodovat aj prislusnost slova do
jazyka akceptovaného TS. To by znamenalo, ze L, € L,.. a mame spor.

Nech M je DTS (ktory vzdy zastavi) rozhodujtci problém zo zadania. Zostrojime DTS U ktory
vzdy zastavi a akceptuje L,, nasledovne: U dostane na vstupe dvojicu (A4, w). Upravi §-fciu A tak,
Ze prida tri nové stavy qx, qy, qz, ktorymi A prejde na zaciatku vypoctu bez toho, aby sa hybal
a prepisoval pasku. Takto U vyrobil kéd TS A’, ktory je zjavne ekvivalentny s A a navyse kazdy
jeho akceptaény vypocet prechadza cez pridané stavy. Preto ked U chce rozhodntt, éi A akceptuje
w, stadl mu spustit M so vstupom (A, w,qx,qv,qz).

Ind moznost konstrukcie U bola takd, ze U vobec nezmeni J-fciu A, len postupne zavold M
pre vietky trojice stavov A. Takto zisti, ¢i v A existuje akceptaény vipocet dlzky aspon 3, kratsie
vypocty potom vsetky vyskusa.
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Uloha 9.6.6 Rozhodnite, ¢ existuje deterministicky Turingov stroj, ktory na kaZdom vstupe za-

stavi a ak na vstupe dostane trojicu [k‘o’d (lubovolného deterministického) Turingovho stroja <A>,

kod vstupného slova w, kod znaku x € FA}, tak akceptuje prave vtedy, ak TS A pocas vipoctu na

slove w niekedy zapise na pdsku znak x. Ak takyto stroj existuje, strucne popiste jeho konstrukciu.
Ak neexistuje, dokdzte.

Taky TS neexistuje, inymi slovami tento problém nie je rozhodnutelny.

Sporom. Nech taky TS M existuje. Zostrojme TS M’, ktory bude vyuzivat M, vzdy zastavi a
bude akceptovat univerzalny jazyk Ly = {<A>#w | w € L(A)}. To bude spor so skuto¢nostou,
7e Ly € ZLrec, ktora bola dokdzand na prednaske.

(Dohodnime sa, Ze TS akceptuje, ked zastane v akc. stave. Ak by sme chceli, nech akceptuje
akondhle sa dostane do akc. stavu, nasledujiica konStrukcia by vyzerala trochu inac.) N&§ stroj
M’ mé o stroji A rozhodntt, ¢i akceptuje slovo w. Preto upravi kéd stroja A nasledovne:

e do pracovnej abecedy prida novy symbol O

e do mnoziny stavov pridd novy stav go, mnozinu ake. stavov zmeni na {qo}

e do J-fcie z kazdého byvalého akc. stavu na kazdé chybajtce pismeno (t.j. na tie, na ktoré by
bol zastal) prid4 pravidlo, v ktorom stroj prejde do g, zapiSe na pasku O a hlavou zostane
staf na mieste

Takto dostane kéd nejakého stroja A’. Zjavne L(A) = L(A’). Takisto zjavne vie M’ urobif vSetky
tieto zmeny v kéde A v konecnom case.

Vsimnime si, ze A’ akceptuje w prave vtedy, ked sa pocas vypoétu A’ na w objavi na péske
Q. Ak teda M’ chce povedat, ¢i A akceptuje w, stac¢i mu vysSie popisanym sposobom vyrobif kéd
A’ a opytat sa M na trojicu [<A'>, w, Q).

Uloha 9.6.7 Je rozhodnutelné, ¢i pre dané homomorfizmy hy, hy : £ — X3 existuje slovo w # ¢
také, Ze hi(w) = ho(w)?

UkéZeme, Ze tento problém nie je rozhodnutelny, lebo keby bol rozhodnutelny, potom by aj
PKP bol rozhodnutelny.

Nech je dand instancia PKP (X,Y), kde | X| = |Y| = n, nad abecedou ¥. Nech ¥; = {1,...,n},
¥y = X anech Vk € 3y; hi(k) = zx a ha(k) = yg. Zjavne kazdé slovo w € X predstavuje
postupnost indexov domin, hi(w) je slovo, ktoré pri tejto postupnosti dostaneme na hornom
poschodi a ha(w) slovo na dolnom poschodi. Slové, na ktorych daji oba tieto homomorfizmy
rovnaky obraz teda zjavne zodpovedaji prave vSetkym rieseniam prislusnej instancie PKP. Teda
keby sme pre Tubovolné dva homomorfizmy vedeli rozhodnit, ¢i existuje neprazdne slovo, ktoré
mé v oboch rovnaky obraz, vedeli by sme rozhodovat aj PKP. To ale nevieme.

Uloha 9.6.8 Majme triedu Turingovych strojov, ktoré nemoézu zapisovat na pdsku blank. Je pre
takéto stroje rozhodnutelny problém: Povedat, ¢ pre dany kdd TS <A>, vstupné slovo w a konfi-
gurdciu K existuje vgpocet A na w, ktory prechddza cez konfigurdciu K ?

Uvedomme si, ze takyto Turingov stroj nikdy nedokéaze skratit slovo zapisané na paske. Preto
vo vypocte pred konfigurdciou K nebol v ziadnej konfiguracii, v ktorej je slovo na paske dlhsie
ako v K. Takychto konfiguracii je ale len konec¢ne vela. Stacéi teda skimat vSetky mozné vypocty
A a prestat v okamihu, ked je dlzka popisanej ¢asti pasky pridlha alebo sa niektora konfigurécia
zopakuje.

Odpoved na otézku by sa prudko zmenila, keby sme sa pytali, ¢i existuje akceptaény vypodet
A na w, prechadzajuci cez K. Zjavne tato ulohu lahko zredukujeme na Ly (staéi zobrat K = gow).

9.7 Uvod do tedrie zlozitosti

Uloha 9.7.1 Rozhodnite, ¢i je trieda NSPACE(n?) uzavretd na lubovolny homomorfizmus. Svoje
tordenie dokdzte. (Hint: Lrcs € NSPACE(n3) C Lree C LrE)-
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Tvrdenie neplati. Nech L je lubovolny rekurzivne vyd¢islitelny, ale nerekurzivny jazyk. (Napr.
univerzélny jazyk Ly.) Nech A je DTS s jednosmerne nekone¢nou péaskou, ktory ho akceptuje.
Tento jazyk zjavne nepatri do NSPACE(n?), lebo nie je ani len rekurzivny. Ukézeme, Ze je
vhodnym homomorfnym obrazom vhodného jazyka z NSPACE(n?).

BUNYV nech L je nad abecedou {0, 1}. Zoberme homomorfizmus h taky, ze h(0) = 0, h(1) = 1,
h(B) = €. Zostrojime TS A’ ktory bude pracovat v priestore n (a teda aj n?) a akceptovat jazyk
L’ taky, ze h(L') = L.

TS A’ bude pracovat nasledovne: Na zaciatku skontroluje, ¢i ma na paske slovo z {0, 1}*{B}*,
ak nie, neakceptuje. Inak za¢ne na tomto vstupe simulovat A, pricom znaky B berie ako blanky
pre A. Ak by pocas simulécie potreboval pisat za koniec vstupného slova, zasekne sa.

Zjavne ak A’ akceptuje nejaké slovo wB* (w € {0,1}*), tak A akceptoval w — A’ sa podarilo
odsimulovat A. On the other hand, nech w € L(A). Potom A pri vypoéte na w pouzil len koneéne
vela polidok péasky, say . Ale potom A’ zjavne akceptuje slovo wB?®.

Zjavne L(A’) € DSPACE(n), a teda L(A’) € NSPACE(n3). Ale ked zoberieme vyssie uve-
deny homomorfizmus h, tak h(L(A’)) = L ¢ NSPACE(n?).

Nasli sme teda jazyk z NSPACE(n®) a homomorfizmus také, ze homomorfny obraz nésho
jazyka nepatri do NSPACE(n?). Preto NSPACE(n?) nie je uzavretd na lubovolny homomorfiz-
mus, g.e.d.
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