Determinanty

Determinanty sa definuja len pre Stvorcové matice.

Matica typu 2 x 2: | git 612 | = a11a22 — a12a91

Sarusovo pravidlo:

a1 a2 ai3
az1 az2 a23

az: azs azy = 011022033 + 012023031 + A13021032 — G11023032 — 12021033 — 13022031

Ako A si ozna¢me lubovolnti maticu typu n x n.
Laplaceov rozvoj (podla i-teho riadku)

|A| = a;1Ain + ainAio + ...+ ainAin,

kde A;; = (—1)""7|M;;| a M;; je matica, ktora vznikne z A vynechanim i-teho riadku a
j-teho stlpca.
|A] = |AT| (To znamen4, Ze vsetko, ¢o plati pre riadkové tpravy bude platif aj pre

stipcové. Takisto Laplaceov rozvoj sa da robif aj podla stipca.)

Ak B vznikne z A pripoc¢itanim nésobku jedného riadku k inému, tak |B| = |A].
Ak B vznikne z A vynasobenim niektorého riadku konstantou ¢, tak |B| = c|A].
Ak B vznikne z A vymenou dvoch riadkov, tak |B| = —|A].

Pretoze vieme, ako sa zmeni determinant pri vykonani riadkovych tprav, mézeme po-
éitat determinanty podobnym spbésobom, ako sme postupovali pri iprave na RTM. Plati
|A| = |AT|, ¢ize mozeme kombinovaf riadkové a stipcové tipravy. Determinant hornej troju-
holnikovej matice je sac¢in prvkov na diagonale.

a1 0 0 0
0 az 0 0
0 0 as 0
= ai1ag...ay
000 an
Determinant stc¢inu je stcin determinantov.
|A.B| = |A]|B|

Matica A je regularna (t.j. k A existuje inverznd matica) < |A| # 0.
Hodnost matice 4 je n < |A| #0. !
Vypoéet inverznej matice pomocou determinantu:?

A= —
| | Aln AZn v Ann
Cramerovo pravidlo: Ak A je reguldrna matica, tak ststava rovnic uréend maticou A s
pravymi stranami by, ..., b, ma jediné riesenie, a to takéto:
|Aj | -1
Tj = |A| - |AJHA| »

b1
pricom A; je matica, ktora vznikne z A nahradenim j-teho stipca stlpcom < : )
bn

1Plati tu ekvivalencia, to znamen4, e ak je determinant nulovy, tak hodnost musi byt mensia ako n.
2Pozor na to, Ze su tu vymenené indexy.
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Uloha 1. Vypoéitajte determinanty: | § 723 2 (|1 21 2 || * 3 2
1 -1-1220lo 11 1llo 1 Z11

Ak existuje inverzna matica, aky bude jej determinant. Vysledky (bez zaruky): 0,8,8.
3401 1141 1211

Uloha 2. Vyrieste v Z5 pomocou Cramerovho pravidla: (1 12| 1) (0 12| 2) (0 11 1)
34110 1033 2132

Uloha 3. Pomocou Cramerovho pravidla rieste:
xr1  +5xs +4x3 +3x4 =1 r1 +2x0 +x3 =1
201 —xo H2x3 —x4 =0 201 4z —x3 =0
(Névod: Skuste zvolit x3, x4 za parametre.)

Uloha 4. Uréte determinanty danych matic. Viete na zaklade vysledku urcif ich hodnost?

1 2c—1 1 1c—1 2ct+l 0
c—21 0 c—21 0 2 c—12c
c 1 0 0 1 ¢ 1 1 1

Uloha 5. Néjdite inverznti maticu k maticiam z cvi¢enia 7 pomocou determinantu.

Uloha 6. Vypocditate inverznt maticu:

1110 111 1
1101 123 -1
1011 149 1
0111 1827 —1

1 a1 a% af
1 as ag al
Uloha T7*. Do s =2
1 a, a2 ay
1 ant1 ai+1 i
21 0 0 ..0
12 1 0.0
. 01 2 150
Uloha 8*. D, =|.. . . . =7
0., 0 1 21
0.0 0 12
at+tb ab 0 0 .. O
1 at+b ab 0 ... O
_ 0 1 a+b ab ... 0
Uloha 9*. D, =| . . . . . =?
(.) 0. 1' aJ.rb ab
0 .. 0 0 1 a+b
n1 1.1
Uloha 10*. D,, = 1 n 1 - =2
iiiie
Riesené ulohy
Uloha 28*1 0
- 11 0 0
12 1 0.0
I 02 1 .00
Dn: SRR :ZDn—lfl :2Dn—1*Dn—2
S0 15 0. 1 21
0.. 0 1 21
0.0 0 12 0..0 12
s . ; ) . ; )
V kroku (1) sme pouzili Laplaceov rozvoj podla prvého riadku, v kroku (2) podla prvého
sﬂpca.

Dostali sme rekurentny vztah D,, = 2D,,—1 — D,,_5. Vypocitajme niekolko prvych hodnét
(prvé dve priamym vypoctom, pri ostatnych uz mozeme pouzit rekurenciu): D; = 2, Dy =
3,D3=4,...

Hypotézu, ze D,, = n+ 1 lahko dok4dZeme matematickou indukciou. Indukény krok: D,, =
2Dp1—Dp_2=2n—(n—1)=n+1.



Uloha 9*:

a+b ab 0 0o ... 0
1 atb ab 0 ... 0 @0y 3
0 1 a+bab ... 0 (1) 2)
Dn = .o . . . = (CL‘Fb)Dn_l*l . . = (a+b)Dn_1—abDn_2
. . : coe 0 ... 1 a+b ab
0 0 1 a+b ab o . o 1 atb

0 .. 0 0 1 atb
Tentoraz sme robili najprv rozvoj podla prvého stlpca a potom podla prvého riadku.

D, = (a+b)Dp=1 — abD,,_s. Opiit vyratame niekolko prvych hodnot: Dy = a + b, Dy =
a?+ab+b%, D3y =a® + a’b+ ab® + b3, . ..
Matematickou indukciou sa budeme snazit dokéazat, ze D,, = a™ + a® b+ ... +b" =

n—1 n—2
a™~kb*. Indukény krok: D,, = (a+b)D,,_1—abD,,_o = (a+b) > a" 1=ktF—ab 3 a"27kpF =
k=0 k=0

M=

k=0
n—1 n—1 n—2 n—1 n
anr—Fkpk + E qn—1-kpk+1 _ Z an—l—kbk+1 — Z an_kbk—f—b" — Z ar—kpk .
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
Uloha 10*:
nl1..1 (1) n+1 n+1 nt+l ... n+l 111..1 ) 11 1.. 1
Dn: 1 n 1 ..1|Y 1 n 1 ... 1 :(n+1) 1n1..1 :(n+1)0n710... 0 —
T011n 1 T 1 n T 01 1n [ 00 n-1

(n+1)(n —1)""1 V kroku (1) sme od prvého riadku odpoéitali vSetky ostatné. V kroku (2)
sme od ostatnych riadkov odpocitali prvy riadok. Nakoniec sme dostali determinant matice,
ktorda ma pod diagondlou samé nuly. Tento determinant vyratame ako sucin diagonalnych
prvkov.




