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Kapitola 1

Súčasný stav

Dokazovanie tesných dolných odhadov sa pre mnoho problémov z P ukazuje ako veľmi
náročné. Preto sa v posledných desaťročiach výskum upriamil aj na ukazovanie pod-
mienených dolných odhadov.

Pri takýchto dolných odhadoch sa najprv zvolí kľúčový problém a dolný odhad pre
tento problém, ktorý síce nie je dokázaný, ale javí sa ako rozumná hypotéza. Tento
dolný odhad sa príjme ako predpoklad. Na základe neho sa následne pomocou tesných
redukcií ukazujú (podmienené) dolné odhady pre iné problémy. Tieto odhady teda vždy
majú formu „ak sa problém P1 nedá riešiť rýchlejšie než v čase T1, potom sa problém
P2 nedá riešiť rýchlejšie než v čase T2”.

Medzi najčastejšie problémy, ktoré sa v podmienených odhadoch používajú ako
kľúčové, patria 3SUM , problém najkratších ciest pre všetky dvojice vrcholov v grafe
( APSP 1), násobenie matíc nad polokruhom (min,+) a CNF-SAT . Veľmi zaujímavé
sú aj problémy TRIANGLE-COLLECTION a ∆-MATCHING-TRIANGLES , ktoré
definujú Abboud, Williamsová a Yu [5]. Tieto dva problémy sa dajú tesne redukovať na
všetky z predchádzajúcich problémov, preto sú hypotézy o ich dolných odhadoch ešte
vierohodnejšie. V tejto kapitole zhrnieme známe výsledky v získané redukciami týchto
problémov.

1.1 Problém 3SUM

Problém 3SUM sa dá sformulovať niekoľkými spôsobmi, jedna zo štandardných for-
mulácií je nasledujúca.

Problém 1 ( 3SUM ). Máme množinu S, ktorá obsahuje n reálnych čísel. Existujú
a, b, c ∈ S také, že a+ b+ c = 0?

Často sa uvažuje aj špeciálny prípad tohto problému, kde S obsahuje iba celé čísla.
1z angl. all pairs shortest path

2
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Táto celočíselná verzia umožňuje používať techniky, ktoré sa vo všeobecnosti použiť
nedajú – napr. používať čísla z S ako indexy, hešovať čísla z S a pod.

1.1.1 Zložitosť problému 3SUM

Problém 3SUM sa dá riešiť pomocou jednoduchého kvadratického algoritmu: najprv si
čísla utriedime a následne pre každé možné a pomocou techniky dvoch bežcov hľadáme
vhodné b a c.

Tento algoritmus sa dlho nedarilo prekonať, a to ani v celočíselnej verzii problému.
Erickson ukázal, že v (obmedzenom) modeli lineárnych rozhodovacích stromov, kde
každé rozhodnutie je založené na znamienku afínnej kombinácie troch alebo menej
vstupných čísel, potrebuje každý algoritmus Ω (n2) rozhodnutí [28]. Tento výpočtový
model je slabší než RAM, preto z Ericksonovho odhadu ešte nevyplýva, že sa 3SUM
nedá na RAM riešiť výrazne rýchlejšie.

Kvadratická bariéra bola prvý raz prekonaná v roku 2005, keď Baran, Demaine a
Pǎtraşcu našli randomizovaný algoritmus pre celočíselný 3SUM , ktorý na RAM s
w-bitovými slovami beží v očakávanom čase O

(
n2/max

{
w

lg2 w
, lg2 n

(lg lgn)2

})
[13]. Okrem

toho našli verzie tohto algoritmu, ktoré bežia v lepšom než kvadratickom čase, aj pre dva
ďalšie výpočtové modely. V roku 2014 prišli Grønlund a Pettie s deterministickým al-
goritmom pre 3SUM s reálnymi číslami, ktorý beží v čase O

(
n2(log log n)

2
3/(log n)

2
3

)
[34]. Okrem toho popisujú aj randomizovaný algoritmus bežiaci s vysokou pravdepo-
dobnosťou v čase O (n2(log log n)2/ log n). Algoritmus Grønlunda a Pettieho zjednodu-
šil Freund , ktorý dosiahol zrýchlenie deterministického algoritmu naO (n2 log log n/ log n)

[31]. Nezávisle na ňom vymysleli deterministický algoritmus s rovnakou časovou zloži-
tosťou Gold a Sharir [33]. Zlepšenie o zhruba logaritmický faktor priniesol v roku 2018
Chan, ktorého algoritmus beží v čase O

(
n2(log log n)O(1)/ log2 n

)
[21].

Napriek veľkému množstvu úsilia, ktoré sa venovalo hľadaniu efektívnych algorit-
mov pre 3SUM , sú najlepšie známe algoritmy stále iba o chlp (polylogaritmický faktor)
rýchlejšie, než O(n2). Pre to sa zdá pravdepodobné, že platí nasledujúca hypotéza.

Hypotéza 1. Problém 3SUM sa (vo verzii s reálnymi číslami, ani v celočíselnej verzii)
nedá na RAM riešiť v čase O(n2−ε) pre žiadne ε > 0.

1.1.2 3SUM -ťažké problémy

Okolo roku 1995 Gajentaan a Overmars našli redukcie problému 3SUM na nie-
koľko problémov z výpočtovej geometrie, čím ukázali dolné odhady pre tieto geomet-
rické problémy, za predpokladu platnosti hypotézy 1 [32]. Takéto problémy potom na-
zvali 3SUM -ťažké. Medzi geometrickými 3SUM -ťažkými problémami, ktoré popisujú
Gajentaan a Overmars sú napríklad:
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• Pre danú množinu bodov v rovine overiť, či sú vo všeobecnej konfigurácii (teda
overiť, že žiadne 3 body neležia na jednej priamke).

• Pre danú množinu nepretínajúcich sa úsečiek rovnobežných s osami zistiť, či sa
dajú priamkou rozdeliť dve neprázdne podmnožiny.

• Pre danú množinu rovinných pásov a obdĺžnik určiť, či pásy úplne pokrývajú
obdĺžnik.

• Pre danú množinu trojuholníkov určiť obsah ich zjednotenia.

• Pre danú množinu vodorovných trojuholníkov v priestore zistiť, či je daný troj-
uholník z tejto množiny viditeľný z daného bodu.

Bose, Kreveld a Toussaint ukázali, že problém hľadania optimálneho natočenia
odlievacej formy je tiež 3SUM -ťažký [15]. Okrem toho je známych ešte niekoľko
ďalších 3SUM -ťažkých problémov z výpočtovej geometrie [14, 9, 26, 47].

Ďalšou z oblastí, kde sa hypotéza 1 používa na ukazovanie dolných odhadov je
približné vyhľadávanie v texte. Aj v tejto oblasti existuje niekoľko známych 3SUM
-ťažkých problémov [23, 18, 10, 7].

V roku 2010 Pǎtraşcu ukázal na základe hypotézy 1 dolné odhady pre niekoľko
grafových a niekoľko dynamických problémov[42]. Nasledujúce odhady sú platné, ak
platí hypotéza 1:

• Pre daný neorientovaný graf sm hranami, nájdeniem trojuholníkov (cyklov dĺžky
3) vyžaduje ω

(
n4/3−ε) času pre každé ε > 0.

• Pre daný graf s m ohodnotenými hranami, nájdenie trojuholníka s váhou 0 vyža-
duje ω

(
m3/2−ε) času pre každé ε > 0. Pre husté grafy teda nájdenie trojuholníka

s nulovou váhou vyžaduje ω (n3−ε) času.

• Dátová štruktúra udržiavajúca orientovaný graf, ktorej operácie sú pridanie hrany,
vymazanie hrany a zistenie, či je vrchol u dosiahnuteľný z vrcholu v vyžaduje
O(nΩ(1)) času na jednu operáciu.

Pri redukciách Pǎtraşcu používal ako prostredníka problém Convolutional3SUM .

Problém 2 ( Convolutional3SUM ). Máme vektor v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn. Existujú i, j
také, že vi + vj = vi+j?

Aj pri tomto probléme má zmysel zvlášť uvažovať celočíselnú verziu, kde vektor v
patrí do Zn. Ak sa celočíselná verzia 3SUM nedá riešiť v čase O (n2−ε) pre ε > 0,
potom sa ani celočíselný Convolutional3SUM nedá riešiť v O (n2−ε) pre ε > 0 [42].
Kopelowitz, Pettie a Porat ukázali, že čas potrebný na vyriešenie celočíselného 3SUM
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je nanajvýš O(log n)-krát väčší, než čas potrebný na vyriešenie Convolutional3SUM
[41].

V posledných rokoch vyšlo množstvo ďalších výsledkov ohľadom 3SUM -ťažkosti
niektorých dynamických a grafových problémov [6, 5, 41].

1.2 Násobenie matíc nad (min,+) a APSP

Problémy APSP a násobenie matíc nad polokruhom (min,+) môžeme definovať na-
sledovne:

Problém 3 ( APSP ). Máme orientovaný graf s n vrcholmi a ohodnotenými hranami,
zadaný ako maticu susednosti. Úlohou je pre každú dvojicu vrcholov u, v vypočítať
dĺžku najkratšej cesty z u do v.

Problém 4. Máme matice A = (aij) , B = (bij) typu n × n nad R ∪ {∞}. Úlohou je
vypočítať maticu C = (cij) = A ◦B typu n× n definovanú predpisom:

cij =
n

min
k=1

(aik + bkj).

Tieto dva problémy spolu úzko súvisia – akM je matica susednosti grafu G, potom
Mn (v zmysle násobenia ◦) je matica vzdialeností tohto grafu.

1.2.1 Zložitosť problémov APSP a násobenia matíc nad (min,+)

Problém APSP sa dá riešiť klasickým algoritmom v čase O(n3) [29]. Prvý rýchlejší al-
goritmus našiel Fredman v roku 1976, jeho algoritmus beží v časeO

(
n3(log log n)

1
3/ log

1
3 n
)

[30]. Tento algoritmus bol ešte niekoľkokrát prekonaný [48, 27, 35, 49, 51, 19, 36, 20],
najrýchlejší v súčasnosti známy algoritmus je od Hana a Takaoku z roku 2012 a má
časovú zložitosť O

(
n3 log log n/ log2 n

)
[37].

Problém násobenia matíc nad (min,+) sa dá naivne riešiť v čase O(n3). Medzi
násobením matíc nad (min,+) a APSP existujú (tesné) redukcie oboma smermi, za
predpokladu, že zložitosť násobenia matíc nad (min,+) je Ω (n2+ε) pre nejaké ε > 0,
majú tieto dva problémy rovnakú asymptotickú časovú zložitosť [8].

Podobne ako pri probléme 3SUM , ani pri problémoch APSP a násobenia matíc
nad (min,+) sa zatiaľ nepodarilo nájsť algoritmus, ktorý by klasické riešenie zrýchlil
o viac, než polylogaritmický faktor. Preto sa, podobne ako pri 3SUM , často pracuje
s nasledujúcimi dvoma (ekvivalentnými) hypotézami:

Hypotéza 2. Problém APSP sa na RAM nedá riešiť O (n3−ε) pre žiadne ε > 0.

Hypotéza 3. Problém násobenia matíc nad polokruhom (min,+) sa na RAM nedá
riešiť O (n3−ε) pre žiadne ε > 0.
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1.2.2 APSP -ťažké problémy

Williamsová a Williams nedávno ukázali, že hypotézy 2 a 3 sú ekvivalentné s obdobnými
hypotézami pre niekoľko ďalších problémov [50]. Z nich ako príklad uvádzame niektoré:

• Hľadanie druhej najkratšej cesty medzi dvoma vrcholmi ohodnoteného oriento-
vaného grafu.

• Kontrola, či daná matica definuje metriku.

• Zisťovanie, či graf s ohodnotenými hranami obsahuje trojuholník so zápornou
váhou.

• Hľadanie cyklu s najmenšou váhou v grafe s nezápornými váhami hrán.

Abboud, Grandoni a Williamsová ukázali ekvivalenciu hypotéz 2 a 3 s obdobnými
hypotézami pre ďalšie grafové problémy, napríklad výpočet polomeru grafu a hľadanie
mediánu grafu [3].

Roditty a Zwick uvažovali problém najkratších ciest z jedného fixného vrcholu v
grafe, do ktorého je možné dynamicky pridávať a odoberať hrany. Pre verzie tohto
problému, kde je možné iba pridávať, resp. odoberať hrany ukázali (podmienené) dolné
odhady založené na hypotéze 2.

Abboud a Williamsová ukázali dolné odhady podmienené hypotézou 2 pre dva dyna-
mické problémy [6]. Prvým z uvažovaných problémov bolo hľadanie ceny najdrahšieho
párenia vo váhovanom bipartitnom grafe, do ktorého je možné pridávať, a odoberať
z neho hrany. Dolné odhady ukázali pre inkrementálnu (bez odoberania hrán) a dek-
rementálnu (bez pridávania hrán) verziu tohto problému. Druhým uvažovaným prob-
lémom bolo zisťovanie vzdialenosti medzi dvoma fixnými vrcholmi v neorientovanom
ohodnotenom grafe, do ktorého je možné pridávať a odoberať z neho hrany. Aj tu našli
dolné odhady pre inkrementálnu a dekrementálnu verziu tohto problému.

Abboud, Williamsová a Yu ukázali dolné odhady pre ďalšie dynamické grafové
problémy, napríklad maximálny tok a silno súvislé komponenty [5].

Abboud a Lewi ukázali (podmienený) dolný odhad pre vyhľadávanie niektorých
fixných podgrafov s nulovou váhou v ohodnotenom grafe [4].

Abboud a Dahlgaard využili hypotézu 2 aj na ukázanie dolných odhadov pre nie-
ktoré problémy na planárnych grafoch [2].

Backurs, Dikkala a Tzamos ukázali (podmienený) dolný odhad pre nasledujúci prob-
lém. Máme n ohodnotených (kladne alebo záporne) bodov v d-rozmernom priestore.
Úlohou je nájsť hyperkváder rovnobežný s osami, ktorý obsahuje body s najväčším
súčtom cien [11].
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Backurs a Tzamos ďalej ukázali, že za predpokladu hypotézy 2 je Viterbiho algo-
ritmus na hľadanie najpravdepodobnejšej cesty v skrytom markovovskom modeli pre
malé počty rôznych pozorovaní optimálny, až na subpolynomiálne faktory [12].

Okrem toho sú známe výsledky založené na hypotéze 2 pre rôzne problémy súvisiace
s editačnou vzdialenosťou [45, 16].

1.3 Problém CNF-SAT

Problém CNF-SAT je špeciálnym prípadom problému SAT .

Problém 5 ( CNF-SAT ). Máme booleovskú formulu o n premenných v konjunktívnej
normálnej forme. Je táto formula splniteľná?

Okrem tejto verzie sa často uvažuje aj s verziami problému CNF-SAT , kde je
počet literálov v jednej klauzule obmedzený nejakou konštantou k. Takéto obmedzené
verzie voláme k-SAT .

1.3.1 Zložitosť problému CNF-SAT

Problém CNF-SAT sa dá riešiť naivným algoritmom bežiacim v čase O(2npoly(n)):
vyskúšame všetky možné ohodnotenia a pre premenných každé z nich vyhodnotíme
zadanú formulu.

Existuje množstvo algoritmov, ktoré sú v rôznych špeciálnych prípadoch rýchlejšie,
než tento naivný algoritmus [38, 46, 43]. Žiaden z nich však nerieši všeobecnú verziu
problému CNF-SAT čase O

(
2δnpoly(n)

)
pre δ < 1.

Problém CNF-SAT je známy NP -ťažký problém [40]. Za predpokladu P 6= NP sa
teda nedá riešiť v polynomiálnom čase. To je však pomerne slabý dolný odhad. Preto
Impagliazzo a Paturi zaviedli exponenciálnu hypotézu (ETH2) a silnú exponenciálnu
hypotézu (SETH3) [39].

Pre každé k ≥ 3 definujme:

sk = inf{δ : existuje algoritmus riešiaci k-SAT v čase O
(
2δnpoly(n)

)
}.

Postupnosť si je zjavne neklesajúca. Ďalej definujme:

s∞ = lim
k→∞

sk.

Hypotéza 4 (ETH). Pre každé k ≥ 3 platí sk > 0.
2z angl. exponential time hypothesis
3z angl. strong exponential time hypothesis
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Inými slovami, ETH hovorí, že problém k-SAT pre k ≥ 3 vyžaduje exponenciálny
čas.

Hypotéza 5 (SETH). s∞ = 1.

Hypotéza 5 inými slovami hovorí, že neexistuje algoritmus riešiaci všeobecnú verziu
CNF-SAT v čase O

(
2δnpoly(n)

)
pre δ < 1, teda že naivný algoritmus sa (až na

subexponenciálne faktory) nedá zlepšiť.

1.3.2 Odhady založené na SETH

Existuje množstvo dolných odhadov podmienených SETH pre iné NP -ťažké problémy
[24, 25]. Pre nás sú však zaujímavé najmä problémy z P .

Williams a Yu sa zaoberali problémom hľadania kolmej dvojice vektorov ( OV 4). V
tomto probléme máme množiny d-rozmerných vektorov A a B a pýtame sa, či existujú
také u ∈ A, v ∈ B, že u · v = 0. Ukázali, že ak |A| = |B| = n a d = Θ(log n) (a platí
SETH), potom sa tento problém nedá riešiť v čase O(n2−ε) pre ε > 0. Problém OV je
zaujímavý, lebo sa v mnohých nasledujúcich redukciách využíva ako medzikrok medzi
CNF-SAT a problémom, na ktorý redukujeme.

Roditty a Williamsová ukázali (podmienený) dolný odhad pre 3
2
-aproximačné algo-

ritmy riešiace problém priemeru grafu [44]. V nasledujúcej práci Chechik a kol. ukazujú
ďalší dolný odhad v oblasti aproximačných algoritmov hľadajúcich priemer grafu [22].

Backurs a Indyk ukázali, že editačá (Levenshteinova) vzdialenosť medzi dvoma re-
ťazcami dĺžky n sa nedá vypočítať v čase O(n2−ε) pre ε > 0, ak platí SETH.

Bringmann a Künnemann tento odhad mierne zosilnili a ukázali podobné dolné
odhady aj pre hľadanie najdlhšej spoločnej podpostupnosti a dynamic time warping
[17].

Podobný výsledok dosiahli nezávisle aj Abboud, Backurs a Williamsová, ktorí však
navyše ukázali, že najdlhšia spoločná podpostupnosť k reťazcov dĺžky n nad abecedou
veľkosti O(k) sa nedá nájsť v čase O(nk−ε) pre ε > 0, ak platí SETH [1].

Abboud a Williamsová využili SETH aj na dolné odhady v rôznych dynamických
a grafových problémoch [6].

Dolné odhady, ktoré Abboud, Williamsová a Yu ukázali na základe hypotéze 2 pre
dynamický maximálny tok a dynamické silno súvislé komponenty sa dajú postaviť aj
na SETH [5].

4z angl. orthogonal vectors
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1.4 Problémy TRIANGLE-COLLECTION a

∆-MATCHING-TRIANGLES

Abboud, Williamsová a Yu definujú vo svojej práci nasledujúce dva problémy [5].

Problém 6 ( TRIANGLE-COLLECTION ). Je daný graf G s n ofarbenými vrcholmi.
Je pravda, že pre každú trojicu rôznych farieb a, b, c existuje v G trojuholník (x, y, z)

taký, že x má farbu a, y má farbu b a z má farbu c?

Problém 7 ( ∆-MATCHING-TRIANGLES ). Je daný grafG s n ofarbenými vrcholmi.
Existuje trojica rôznych farieb a, b, c taká, že graf G obsahuje aspoň ∆ trojuholníkov
(x, y, z), v ktorých x má farbu a, y má farbu b a z má farbu c?

Oba tieto problémy majú jednoduché riešenie v O(n3): môžeme preiterovať všetky
trojice vrcholov a pritom si pre každú trojicu farieb počítať, koľko trojuholníkov danej
trojice farieb sme videli. Pre oba problémy môžeme sformulovať hypotézy, že oveľa
lepšie algoritmy už neexistujú.

Hypotéza 6. Problém TRIANGLE-COLLECTION sa nedá riešiť v čase O (n3−ε)

pre žiadne ε > 0.

Hypotéza 7. Problém ∆-MATCHING-TRIANGLES sa nedá riešiť v čase O (n3−ε)

pre žiadne ε > 0.

Abboud, Williamsová a Yu ukázali, že ak by ľubovoľná z hypotéz 6, 7 neplatila, ne-
platila by ani žiadna z hypotéz 1, 2 a 5 [5]. To robí hypotézy 6 a 7 ešte dôveryhodnejšími
než hypotézy 1, 2 a 5.



Záver
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