Matematické algoritmy

6.1. Uvod do matematickych algoritmov

Matematické postupy tvoria Uplny zaklad pri algoritmickom mysleni. Jeden zo zadkladnych vedeckych
vypoctov je rieSenie sustavy linearnych rovnic. Vyuziva sa nielen v matematike, ale aj vo fyzike, a inych
pridruzenych odvetviach.

6.1.1. Gaussova eliminacia Gaussian climination)
Zaklad tohto algoritmu na rieSenie ststavy rovnic je jednoduchy a menil sa, od svojho vzniku pred 150 rokmi,
len nepatrne. Algoritmus je vel'mi dobre pochopeny, hlavne v poslednych 20 rokoch, takze moézeme presnosti
jeho vysledkov spolahlivo doverovat. Vo vSeobecnosti, chceme vyriesit’ nasledovnu sustavu N rovnic o V
neznamych:

ai1Xq +appXy +...+ayXxy =by

@y X +axpXy +...+ayXxXy =by

aN1X1 +aN2X2 +...+aNNXN = bN

Co sa zapisuje v podobe matic nasledovne:

a1 ap an | | Xy by
axy Aaxp an X2 | _ b,
ayi ayz - ayy ) \ Xy by

Alebo jednoduchsie symbolickym zapisom A-x = b, kde 4 reprezentuje koeficienty nezndmych v rovniciach,
x reprezentuje premenné a b reprezentuje pravé strany rovnic. Ked'ze sa pri d’alSom vypocte riadky 4 menia
sucasne so zodpovedajiicimi prvkami v b, je pohodIné si pamitat’ b ako (N+1)-vy stipec matice 4. Zhriime si
teraz operacie, ktoré mozeme vykonavat’ na takychto rovniciach bez zmeny vyslednej mnoziny rieSeni:

Vv Vymena rovnic. Zrejme poradie, v ktorom st rovnice napisané neovplyviiuje rieSenia danej ststavy.
V maticovej reprezentacii to zodpoveda vzajomnej vymene dvoch riadkov matice.

\/ Premenovanie nezndmych. Toto zodpoveda vzidjomnej vymene dvoch stipcov v maticove;
reprezentacii. Ak su stipce i a j vymenené, tak aj nezname x; a x; musime vymenit’.

Vv Vyndsobenie rovnic nenulovou konstantou. Znovu, v maticovej reprezenticii, to zodpoveda
vynasobenim hodnot v riadku rovnakou nenulovou konstantou.

Vv Scitanie dvoch rovnic a zamena jednej z nich tymto suctom. Zrejme, takéto kombinovanie rovnic ndm
ni¢ nepokazi, pretoze l'ahko vidiet, Ze ak takto zmenena ststava ma rieSenie, tak aj povodna ma
rieSenie a naopak.

Gaussova elimindcia prebieha v dvoch fazach:

1. Prednd elimindcia (forward-climination)y kde poOvodny systém rovnic transformujeme systematickym
odstranovanim nezndmych z rovnic tak, aby (v matici 4) koeficienty pod hlavnou diagonalou zostali

nulové.
2. Spdtna substitucia (ackward-substitutiony Kde s hodnoty neznamych dopocitané zredukovanej
trojuholnikovej matice vytvorenej v prvej faze.
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6.1.2. Priebeh Gaussovej eliminacie

Prva faza — predna elimindcia — prebieha nasledovne: najprv, eliminujeme prva neznamu vo vSetkych okrem
prvej rovnice — pripo¢itame vhodny ndsobok prvej rovnice k ostatnym rovniciam. Potom eliminujeme druht
neznamu vo vsetkych okrem prvych dvoch rovniciach tak, ze pripo¢itame vhodny nasobok druhej rovnice ku
kazdej rovnici od tretej az po poslednd, atd’.

Vseobecne, na eliminovanie i-tej neznamej v j-tej rovnici (pre j idice od i+1 do N), od j-tej rovnice
odpocitame 2~ nasobok i-tej rovnice. Problém nastdva, ked je a; =0, vtedy moze nastat’ delenie nulou.

ajj

Toto jednoducho opravime tak, ze i-ty riadok vymenime s niektorym d’alsim riadkom (od i+1 do N) tak, aby
bol prvok a; nenulovy. Ak neexistuje takyto d’al$i riadok, naSa matica je singularna, tzv. neexistuje
jednoznacné rieSenie. Prvok a;;, ktory eventualne pouzijeme na elimindciu nenulovych prvokov v i-tom stipci
pod diagonélou nazyvame pivot. Ukazuje sa, ze pri vybere pivota je vhodné najst’ nielen nejaky nenulovy
prvok, ale zaroven prvok najvacsi v absolutnej hodnote. Hodnota pivota sa totiz pouziva pri néaslednych
elimindciach a vzniknuté koeficienty pri nasobeni by mohli byt privelmi vel'ké, ¢o by sposobilo, ze d’alSie
hodnoty v matici by boli nepresné v dosledku zaokruhl'ovacich chyb (round-oft-crror)-

V druhej faze — spdtna substitucia — jednoducho, zacinajuc od neznamej xy smerom naspit (az ku xp),
postupne pocitame hodnoty neznamych z uz vypocitanych hodndt nezndmych. Na zistenie hodnoty nezname;
X; ndm postacuju hodnoty nezndmych Xii1, ey Xy.

var N:integer; double a[101][101], x[101];
atarray[1..100,1..100] of real; int N;
x:array[l..100] of real;
void eliminuj (void)
procedure eliminuj; {

var i,j,k,max:integer; int 1i,3j,k,max;

t:real; double t;
begin
for i:=1 to N do for (1 = 1; 1 <= N; 1i++4)
begin {
max:=i; max = 1i;
for j:=i+l to N do for (j = i+1; j <= N; J++)
if abs(al[j,1]) > abs(almax,i]) then if (fabs(aljl[i]) > fabs(almax][i]))
max:=j; max = j;
for k:=1i to N+1 do /* vymena riadku */
begin for (k = i; k <= N+1; k++)
t:=ali,k]; ali,k]:=a[max,k]; al[max,k]:=t; { t = al[i]l[k]; alil[k]=a[max] [k]; al[max] [k]l=t; }
end; /* eliminacia */
for j:=i+l to N do for (j = i+1; j <= N; J++)
for k:=N+1 downto i do for (k = N+1; k >= 1i; k—--)
alj,kl:=alj,kl-ali,kl*alj,il/ali,i]; aljl(k] -= alillkl*aljl[il/alil[i];
end; }

end;

procedure substituuj;
var j,k:integer;
t:real;
begin
for j:=N downto 1 do
begin
t:=0.0;
for k:=j+1 to N do
ti=t+alj, k] *x[k];
x[j]l:=(alj,N+1]1-t)/al3,J];
end;
end;

}

void substituuj (void)

int 3,k;
double t;
for (j = N; j >= 1; j--)
{

t =0.0;

for (k = j+1; k <= N; k++)

t += aljl[kl*x[k];
x[3] = (aljlIN+1]-t)/al3l(3];

Gaussova elimindcia pracuje v &ase O(N°), a pamiti O(N*) — koeficienty neznamych v rovniciach.

Gymndazium Jura Hronca



