Dynamické programovanie

Princip rozdel'uj-a-panujdivide-and-conquer), Ktory sa pouziva pri mnohych problémoch, pracuje nasledovne:
vel'ky problém rozdelime na viaceré samostatné mensie podproblémy, ktoré vyrieSime a vysledky pouzijeme
(skombinujeme) na vytvorenie rieSenia celého velkého problému. V dynamickom programovani tento
princip dovedieme do extrému: ked presne nevieme, ktoré podproblémy treba vyriesit, jednoducho ich
vyrieSime vSetky, vysledky si zapamétame a opit’ vyuzijeme na dorieSenie vacSich problémov.

4.1.1. Kedy pouzit’ dynamické programovanie?

Pri aplikovani dynamického programovanie musime pocitat’ s niektorymi uskaliami. Po prvé, nie vzdy je
mozné skombinovat’ rieSenia mensich problémov na vytvorenie rieSenia vac¢sieho problému a po druhé, pocet
malych problémov, ktoré potrebujeme vyriesit méze byt prili§ velky. Neda sa precizne vyclenit, ktoré
problémy sa daju vhodne takto riesit,, ale su urcité ukazovatele, ktoré ndm pomahaji:

e Optimalna podstruktura
e Prelinajice sa podproblémy

Prvy krok pri rieSeni optimaliza¢nych problémov (h'adame najlepsSie rieSenie) je charakterizovat’ to hl'adané
najlepsie rieSenie. Hovorime, ze problém v sebe obsahuje optimdlnu podstruktiru prave vtedy ked’, kazdé
najlepsie riesenie (moze ich byt predsa aj viac) v sebe obsahuje optimalne rieSenia podproblémov (napriklad
najkratSia cesta v grafe obsahuje len najkratSie podcesty).

Dalsim dolezitym ukazovatelom, Ze by sme mohli pouzit dynamické programovanie je prelinanie
podproblémov. Teda, Ze mnozstvo rdznych podproblémov, ktoré treba vyriesit’ je malé. Ked rekurzivne
rieSenie stale prehl'addva rovnaké arovnaké podproblémy, tak treba zaCat uvazovat nad vyuzitim
dynamického programovania. Naproti tomu, problém na ktory je vhodna technika rozdel'uj-a-panuj generuje
v kazdom kroku rekurzie celkom nové podproblémy a teda by sme si ich len zbyto¢ne pamitali. RieSenie
zalozené na dynamickom programovani zvykne vyuzivat vysledky uz vyrieSenych podproblémov, aby ich,
neskor, nemuselo pocitat’ viac razy.

4.1.2. Technika paméatania memoization)

Typické dynamické programovanie postupuje v hierarchii problémov od najmensich po najvécSie. Variacia
dynamického programovania, ktord zachovéava prirodzent orientaciu od vacSich problémov k mensim sa
nazyva technika pamétania. MySlienka spociva v zaznamenavani vysledkov, ktoré uz raz rekurzivny
(neefektivny) program vypocital a vzdy, ked’ by ich mal pocitat’ znovu, si ich uz len precita z tabulky, kam si
ich zapaméital.

4.1.3. KonStrukcia rieSenia
Algoritmus pracujuici na principe dynamického programovania sa da myslienkovo rozdelit’ na Styri Casti,
z ktorych sa Stvrta obc¢as zanedbava(nie vzdy nés zaujima konkrétne rieSenie, sta¢i ndm jeho hodnota) :

Charakterizovanie optimalneho rieSenia

Rekurzivna definicia optiméalneho rieSenia

Vypocet rieSenia postupne smerom od mensich podproblémov po vicsie
Konstrukcia optimalneho rieSenia z vypocitanej informéacie

bl e
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4.1.4 NajdlhSia (vybrana) spolocna podpostupnost’ ongest common subsequence)

Teoria dynamického programovania je jednoduchd. Na zvladnutie tohto postupu treba prerieSit mnoho
modelovych uloh. My sa teraz budeme zaoberat’ nédjdenim najdlhSej spolo¢nej podpostupnosti dvoch
postupnosti.

Podpostupnost’ postupnosti X je X s niektorym (aj ziadnymi) prvkami vynechanymi. Predstavme si teraz dve
postupnosti X a Y. Z je spolocna podpostupnost’ X a ¥ prave vtedy, ked” je podpostupnost’ou kazdej z nich.
Ked neexistuje spolocnd podpostupnost’ s viacerymi prvkami, hovorime ze Zje najdlhSia spoloc¢na
podpostupnost’ (LCS). Dané X a Y, zaujima nds najst’ najdlhsiu spolo¢nt podpostupnost’.

Aplikujeme dynamické programovanie: rekurzivne budeme pocitat’ LCS postupnosti X a Y tak, Ze budeme
postupne uvazovat predlZzujice sa LCS dvojic prefixov X a Y. Nech X, je postupnost’ < x,,x,,...,x, > a ¥, je

postupnost’ < y,,¥,,...,¥, > . Naviac, nech Z, =<z,z,,...,z, > je Tubovolna LCS postupnosti X, a ¥,,.
Potom zrejme platia nasledujtce tvrdenia:

v Ak x, =y, ,potom z, =x, =y, aZg;je LCS postupnosti X,.; a ¥,.;
Vv Ak x, #y,,potomak z, #x,,Z; musi byt LCS postupnosti X,.; a ¥,,
Vv Ak x, #y,,potomak z, #y, ,Z musi byt LCS postupnosti X, a ¥,

Vsimnime si, ze na vyrieSenie problému pre (X,,Y,,) potrebujeme vediet' vysledky pre (X,.;,Yn), (Xo, Y1) a
(Xu-1,Ym-1). Pri rekurzivnom rieSeni, aby sme nemuseli v roznych vetvach rieSit’ rovnaké podproblémy
viackrat, pouzijeme techniku pamétania. Priamociare dynamické programovanie funguje ale inym spésobom
a to takym, ze vzdy ked’ potrebujeme mat’ nieo uz vypocitané, tak to uz mame je vypocitané — postupujeme
od mensich problémov k va¢$im.

Kostra nasho ,,rydzeho® rieSenia vyzera potom nasledovne:

for 1 := 0 to n do
for j := 0 to m do
les([i,3]1 := “dizka LCS postupnosti X;a Y;"”

Tato procedura vypliia tabulku 1cs, kde 1cs [1, ] obsahuje dizku LCS postupnosti X; a Y;. Uvedomme si
ze, v Case ked pocitame lcs[i, ] boli vSetky menSie podproblémy uz vyrieSené.

Nech teda mame vypocitané dizky najdlhdich spoloénych podpostupnosti pre vsetky mozné zadiatky
postupnosti X a ¥, potom vieme vyslednu spolo¢nu podpostupnost’ uz jednoducho skonstruovat’.

Pozrime sa teraz na poradie vypliiiania jednotlivych poli¢ok tabulky. V i-tej iteracii i-cyklu vyplnime i-ty
riadok tabul’ky s tym, Ze potrebujeme vediet’ len vysledky predchadzajiceho riadku. Tuto mézeme uSetrit
nejakti pamit’. V pripade, Ze nas nezaujima vysledna podpostupnost’, ale sta¢i nam len jej dizka, je nam cela
tabulka 1cs zbytocna, mozeme sa obmedzit’ len na predchadzajtci a d’alsi riadok.

Priamociaro, uvedeny algoritmus mé Casovu zlozitost” O(NM), pamitova zlozitost’ zavisi na poziadavkach,
ktor¢ kladieme na vysledok.
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4.2. Dynamické programovanie Il.

Dynamické programovanie sa hojne pouziva na rieSenie rozmanitych problémov. Schopnost’ vidiet’ problém
v re¢i dynamického programovania ,,nespadne z neba* ale vyzaduje bezprostredné skusenosti s mnozstvom
takychto uloh. Pontikame prehl'ad 8 modelovych uloh spolu s rieSeniami. Odporacany postup pri rieSeni je
precitat’ si zadanie tlohy a snazit’ sa ju vyrie$it’ bez nahliadnutia do rieSenia.

4.2.1. Modelové ulohy

NajdlhSia vybrana rastuca podpostupnost’

Dana je konecna postupnost’ celych ¢isel dlzky N, N >1. Prvky tejto postupnosti oznacime po rade
X;,X,,...,X, . Pod podpostupnostou diiky k vybranou z danej postupnosti budeme rozumiet’ 'ubovolnu
konec¢nu postupnost’ tvaru x, ,x, ,...,x, , kde 1 <i, <i, <...<i; <N (tzv. zo zadanej postupnost’ je vybranych

I'ubovol'nych nie nutne susednych £ ¢isel, pricom je zachované ich poradie.

Navrhnite algoritmus, ktory uréi dizku najdlhsej rasticej podpostupnosti vybranej zo zadanej postupnosti. To
znamena, ur¢i maximalne & také, ze x, <x, <..<ux, ,pre nejaké indexy 1 <i, <i, <..<i <N.

NajdlhSia suvisla rastuca podpostupno§t’

Dané je konecnd postupnost’ celych ¢isel dlzky N, N >1. Prvky tejto postupnosti ozna¢ime po rade
X,,X,,...,X, . Pod savislou podpostupnostou dizky k danej postupnosti budeme rozumiet lubovolni
konecntl postupnost’ tvaru x;,x,,,,...,x,,, ,, kde 1 <i <i+k —1< N (tzv. zo zadanej postupnost’ je vybranych
I'ubovolnych susednych k Cisel).

Navrhnite algoritmus, ktory uréi dizku najdlhiej suvislej rastiucej podpostupnosti zadanej postupnosti. To
znamend, ur¢i maximalne & také, ze x, <x,,, <...<x,, ,,preindex 1<i<i+k-1<N.

Problém batohu (Knapsack Problem)

Zlodej, ktory vylomil zdmok na trezore, zistil, Ze je naplneni N vecami réznych velkosti a roznej ceny. Na
lup ma ale len batoh kapacity M, problém batohu je prave ndjst’ taki kombindciu veci z trezoru, aby sa mu
zmestila do batoha abola ¢o moZno najcennejSia. Dané su velkosti objektov §,,S,....,S, aich ceny

C,C,,....,Cy , treba najst taky vyber objektov i,i,,....i, , aby S, +S, +..+S, <M a ich cena

1

C, +C, +...+ C, bolanajvécsia moZna.

Dominapominoes — CEOI 1997, Nowy Sacz, Poland)
Uvazujme N kociek domina naukladanych do radu. Kazda kocka ma dve Cisla 4; a B;. Spocitajme rozdiel
stctov ¢isel v hornom riadku a dolnom riadku:

Jedno otocenie je otocenie jednej kocky domina opacne — vymena jej Cisel. H'addme najmensi pocet otoceni
taky, aby rozdiel A bol najmensi mozny.
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. 0
. @ . . . Pre domind na obrazku nam postacuje jedno otoCenie (otocenie poslednej
L + ol Ie r kocky 1-2 naopak, potom bude sucet v hornom riadku 10, v dolnom riadku 10,
. [ [ takze menej sa urcite uz neda).
. [ .

Planovanie predné§°k(8cheduling Lectures, ACM 1998, EastCentral NorthAmerica)
Na univerzite treba prebrat’ N tém, kazda téma vyzaduje ¢,¢,,...,,, minat na vysvetlenie. Témy musia byt

kvoli nadviznosti, oducené v poradi 1,2,...,N, pricom ziadnu tému nie je mozné rozdelit’ medzi prednaskami
(celt ju treba odudit’ v ramci jednej prednasky). Jedna prednaska ma dizku L minut. Niekedy je vhodné mat’
volny ¢as na konci predndsky, ak prednésajtici skon¢i najviac o 10 minat skor, Studenti su radi, Ze moézu
odist’ skor, avSak, ak sa skonci skor, budu sa citit’, ze zo Skoly nedostavaji dostatok vedomosti. Miera
nespokojnosti D gissatisfaction index) Studentov je nasledovna:

Vv DI=0,akt=0
Vv DI=-C,ak 1<¢<10
vV inak DI = (t-10)*

kde C je kladné celé ¢islo, ¢ je mnozstvo vol'ného ¢asu na konci prednasky. Celkova miera nespokojnosti je
stiget mier nespokojnosti jednotlivych prednasok. Ulohou je rozdelit’ témy do prednasok tak, aby sa vyuzilo
¢o mozno najmene] prednasok, a ak je takych rozdeleni viac, lepSie je také, ktoré méd najmenSiu mieru
nespokojnosti Studentov. Treba ndjst’ najlepsie rozdelenie.

Zber jabik(Apples, USACO, Fall 2002)
Farmar sa dohodol so svojou kravou, ze mu zatrasie jabloiiou, a on bude chytat’ padajtce jablka. Vieme, ze,

ked’ krava zatrasie stromom, kam (stradnice [x,y] ) budu jednotlivé jablka padat’ a v akom ¢asovom okamihu
dopadnu. Farmar chyti jablko vtedy, ked’ sa bude nachadzat’ na suradniciach dopadu v momente dopadu. Na
zacCiatok je Farmar na suradniciach [0,0], vieme jeho rychlost’ tlohou je zistit’ koI'ko najviac jablk je schopny
chytit’.

Palindromické cesty paiindromic Tax Paths, USACO, Fall 2002)
Dana je mriezka NxN pricom v kazdom mrezovom bode sa nachadza nejaky symbol. Uvazujme mravceka

pohybujuceho sa po mriezke. Z mrezového bodu sa vie presunut’ do susednych bodov (aj po diagonale).
Zaginajuc v Pubovolnom bode bude chodit’ sem a tam, pri¢om prejde presne L bodov. Ulohou je zistit’ kol’ko
roznych palindromickych ciest danej dizky mozZe uskutoénit. Zapis cesty nazveme postupnost symbolov
v mrezovych bodov v poradi v akom nimi presiel. Ceste je palindromickd vtedy, ak je zdpis danej cesty
palindrémom, teda ak znie rovnako, ked’ ho precitame spredu ako ked’ ho precitame zozadu.

Cesta okolo KanadY(Canada Tour, 101 1993, Mendoza, Argentina)
Vyhrali ste sut’az organizovanii Kanadskymi aeroliniami, dostali ste vol'ny listok na cestovanie okolo Kanady,

zaCinajuc v najzapadnejSom meste obsluhovanom aeroliniami, cestovanim len zo zdpadu na vychod do
najvychodnejiicho mesta a potom zase naspif. Ziadne mesto sa nesmie navitivit viac razy, okrem
pociatocného, ktoré musi byt navstivené prave dva razy. Nie je povolené pouzivat' ani iné prepravné
prostriedky ako Kanadské aerolinie. Ulohou je, danych N miest, ich poradie od zapadu na vychod a dvojice
miest spojené linkou, urCit’ najvacsi pocet miest v Kanade, ktoré sa daji jednym takymto okruznym letom
navstivit'.
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4.2.2. RieSenia uloh

NajdlhsSia vybrana rastuca podpostupnost’

Hraddme dizku najdlhsej vybranej rastiicej podpostupnosti. Z axiém logiky vyplyva, ze hladana postupnost
musi kon¢it' v nejakom prvku povodnej postupnosti. Oznaéme si D(x;) dizku najdlhSej vybranej rasticej
podpostupnosti takej, ze konc¢i v prvku x; pévodnej postupnosti. Trivialne, ked’ vieme Cisla D(x;), D(x3), ...,
D(xy), vieme z nich vybrat najvicsie, ¢o bude nasa hl'adana dizka.

Ako ale ur¢ime ¢isla D(x;), D(x2), ..., D(xy)? Postupne. Predpokladajme, Ze uz mame vypocitané ¢isla D(x;),
D(x;), ..., D(x;.;) pre i<N, zaujima nas vypocitat’ ¢islo D(x;). VSimnime si teraz Struktiru najdlhsej vybranej
podpostupnosti  konciacej vprvku x; kedze hladdme rasticu vybrani podpostupnost, plati:
D(x,) = max(l,{D(x,) | x, < x, Ak <i}), ¢o ndm uz postacuje na najdenie nasej dizky v ase ON).

Poznamenajme, ze existuje rychlejsi algoritmus pracujuci v case O(N log N), ktory je jednoduchy, ale
natol’ko zaujimavy, ze ho ponechame na badanie Citatel'om.

Najdlhsia suvisla rastuca podpostupnost’

Hradame dizku najdlhsej stvislej rastiicej podpostupnosti. Z axiém logiky vyplyva, ze hl'adana postupnost
musi konéit' v nejakom prvku povodnej postupnosti. Oznaéme si D(x;) dizku najdlhiej savislej rastucej
podpostupnosti takej, ze konci v prvku x; povodnej postupnosti. Trividlne, ked’ vieme ¢isla D(x;), D(xy), ...,
D(xy), vieme z nich vybrat’ najviésie, ¢o bude naga hl'adané dizka.

Ako ale ur€ime ¢isla D(x;), D(x;), ..., D(xy)? Postupne. Predpokladajme, ze uz médme vypocitané ¢isla D(x;),
D(x;), ..., D(x;i.;) pre i<N, zaujima nds vypocitat’ ¢islo D(x;). VSimnime si teraz Struktiru najdlhsej stvislej
podpostupnosti konciacej v prvku x; ked’ze h'adame rastucu stvisli podpostupnost’, plati:

X, 2x, = D(x;)=1

X <x; = D(x;)=D(x, ) +1

D(xi):{

Toto nam postaduje na nijdenie nasej dizky v ¢ase O(N). Viimnite si podobnost’ §truktiry riesenia tejto
ulohy s predchadzajticou tlohou.

Problém batohu (Knapsack Problem)

Ozna¢me O;; ako najvicsiu cenu veci v batohu kapacity j taka, ze si mo6Zeme vybrat’ spomedzi veci 1,...,1.
Potom cislo Oy s prestavuje hodnotu veci v najlepSom vybere veci do batohu spomedzi vSetkych veci. Tieto
¢isla budeme po citat postupne, predstavme si, Zze mame vypocitané¢ vsetky cisla pre i = 1,2,....M:
0,:,0,,,...,0r1;, dalSie vypocCitame nasledovne:

0,, =max(0,_,;,{0,_,5, +C, | S, 2} prei =12,.., M

Toto pozorovanie nam ddva navod na skonstruovanie rieSenia pracujuceho v case O(NM).

Dominapominoes — CEOI 1997, Nowy Sacz, Poland)
Najskor si domind transformujeme tak, ze kazdému dominu bude prisluchat’ jedno cislo x; = |4,-B;|. Potom

N
S = le. a 0;; ozna¢me ako minimalny pocet preklopeni (ak sa to neda, tak O, ; = ) niektorych domin
i=1
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z mnoziny 1,...,7 tak, Ze sucet hodnot v hornom riadku na dominach 1,...,i po preklopeni bude j. Ked’ uz toto
mame vypocitané, tak sta¢i ndjst medzi hodnotami Oy; taky sucet i, ktory vieme nejakym otaCanim
dosiahnut’ a rozdiel ||S-i|-i] bude najmensi mozny. Ak bude takychto rozdielov viac (mdze byt este jeden
symetricky podla £ ), tak vyberieme ten, ktory preklopi oproti povodnému stavu menej domin.

Tieto c¢isla budeme po ¢itat’ postupne, predstavme si, ze mame vypocitané vSetky cisla pre i = 1,2,...,S:
0,:,0,,,...,0r1:, dalSie vypocCitame nasledovne:
prei=12,..,S:

P, = {Ok—l,i | x, <0}U {Ok—l,i—xk | x, >0Ax, <i}

O = {Ok—l,i+,xk +1]x, <0} U{O,,, +1]x, >0}

Ok,i = min(Pk,; > Qk,i)

Kde Py; koreSponduje s moznost'ou, ze k-te domino neoto¢ime a QOy; s moznost'ou, ze k-te domino oto¢ime.
Toto pozorovanie nam dava navod na skonStruovanie rieSenia pracujuceho v case O(NS). VSimnite si
podobnost’ Struktiry rieSenia s predchadzajicim prikladom.

Planovanie prednéé(’k(ScheduIing Lectures, ACM 1998, EastCentral NorthAmerica)

Oznac¢me C;; ako najmensi pocet prednasok, v ktorych sme schopny oducit’ témy 1,...,7, priCom v posledne;j
pouzitej prednaske zostava eSte j volnych minut. D;; bude pre dany minimalny pocet prednaSok minimalna
miera nespokojnosti Studentov (bez miery nespokojnosti v poslednej eSte neuzatvorenej prednaske).
Vysledok potom bude niektory z (C;;,D;;) podl'a toho, ktory bude najlepsi po uzatvoreni poslednej prednasky.

Ako budeme uvedené ¢isla pocitat? Postupne. Predstavme si Ze uz mame vypocitané vsetky cisla pre i =
0,1,2,..,.L: C;;,Cz4,....Cr.1.i,a Dyi,Ds;,...,Dipi, dalSie vypocitame tak, ze pre i = 0,1,2,....L z (Ci.1.s, Di11)
zohl'adnime pridanie i-tej témy bud’ do aktudlnej prednasSky, alebo uzatvorenie poslednej prednasky
a vytvorenie novej. Toto robime v duchu toho, aby si €isla C;; a D,; zachovali hore definovany vyznam.

Tato myslienka postacuje na vytvorenie algoritmu beziaceho v ¢ase O(NL), ktory nam urci najlepsi vyber
prednasok.

Zber jabik(Apples, USACO, Fall 2002)
Pridame si jedno jablko, ktoré spadne do bodu [0,0] v ¢ase 0, toto jablko farmar urcite chyti, a teda vysledok

takto zmodifikovanej tlohy bude o jedna vacsi ako povodnej ulohy. Jednotlivé jablka si oznacime ay, ay, ...,
ay, pricom jablko ay je to naSe umelo pridané. Ozname s rychlost’ pohybu farmara, #, as v ktorom padne
jablko a; a d;; ako vzdialenost' dopadu jablk a; a g;. Definujme si potom nasledovné usporiadanie prvkov
(jablk):
(a,<a,) e (BL<t, ~1,)

Teda jablko a; bude ,,menSie* ako jablko a; prave vtedy, ked’ plati, Ze ak by sa farmar po dopade jablka a;
hned’ rozbehol k miestu dopadu jablku a;, stihol by ho chytit. UZ ndm staci jablka len utriedit’ vzostupne
podla ¢asu dopadu a zostava vyrieSit’ ulohu o najdlhsej vybranej rasticej podpostupnosti z postupnosti jablk
aj, ..., An.

Gymndazium Jura Hronca 6



Dynamické programovanie

Palindromické cestypaiindromic Tax Paths, USACO, Fall 2002)

Hladame pocet vSetkych palindromickych ciest urCitej dlzky. Z axiém logiky vyplyva, ze kazda cesta, ktora
zapocitame musi niekde zacinat' a niekde koncit. Oznacme preto Crpj/cpjr pocet palindromickych ciest
dizky L, ktoré zadinaju na stradniciach [A,B] a kon¢ia na stradniciach [C,D]. Nase hl'adané &islo bude
potom sucet vSetkych Cjyp;/cp;r takych, ze 1 < 4,B,C,D < N. VSimnime si teraz Struktiru nejakej
palindromickej cesty dizky K > 2. Prvy a posledny prvok tejto cesty a teda palindromicka cesta dizky K, sa
sklada s nejakej palindromicke;j cesty dizky K-2. Toto pozorovanie ndm uz dava postup, ako vypoditat’ pocet
palindromickych ciest dizky L.

Pocty palindromickych ciest budeme pocitat’ postupne. Uvazujme, Ze uzZ mame vypocitané pocty ciest pre
vSetky 1 < 4,B,C,D < N-: C[A,B],[C,D],], C[A,B],[C,D],Z, e C[A)B],[C,D],K_j. Pocet palindromickych ciest dliky K je
potom:

[E.F]1#[G,H]= C[E,F],[G,H],K =0

C -
[E,FIIG.HLK
{[E,F] #[G,.H]= C[E,F],[G,H],K = ZM[E,F],[G,H],K
M pymx = {C[A,B],[C,D],K—Z |(A-E|+|B-F))=1A(C-G|+|D-H|)=1}

Toto nam dava navod na skonstruovanie algoritmu beZiaceho v Gase O(LN?).

Cesta okolo KanadY(Canada Tour, 10l 1993, Mendoza, Argentina)
Namiesto toho, aby sme hl'adali najskor cestu tam, potom spét, budeme hl'adat’ tieto cesty naraz. Oznacme

O;; ako najvicsi poCet miest, ktoré mézeme navstivit, ak pdjdeme nejakou cestou z mesta 1 do mesta 7,
pricom druhou (disjunktnou — neobsahuje ziadne rovnaké mesto) cestou pdjdeme z vrcholu 1 do vrcholu ;.
Hradané ¢&islo potom bude Oy y. Cisla budeme poéitat’ postupne tak, Ze vzdy, ked” budeme pocitat’ &islo O; s
tak vieme, Ze uZ mame vSetky ¢isla tvaru O, pre a <i a b <j uz vypocitané. Pre O;; (i<j) potom plati:

O,;, =max({O, +1|k<inI(k & jHulQ, +1]i<k<j Ak < j))

Co koreponduje s posunom jedného cestovatel’a do oblasti, ktoré druhy cestovatel este nevidel a teda to
zaruduje disjunktnost’ tras. Toto nam umoZituje zostrojit’ algoritmus pracujici v &ase O(N°).

4.2.3. Dodatok k vyuzitiu dynamického programovania

Ak chceme ulohu uspesne vyriesSit pouzitim dynamického programovania, vyzaduje si to, aby sme sa
zamysleli nad Struktirou optimalneho rieSenia, optimalne rieSenie definovali pomocou menSich alebo
jednoduchého rozsirenia mensich rieSen.

VSsetko sa robi v duch pocitania celkového rieSenia od zédkladov — od najmensich rieSeni — az po vrchol
pyramidy — zadana uloha.

4.2.4. Casové a pamitové naroky

Pri rieSeni nie su dolezité len poziadavky na ¢as vypoctu, ale aj na mnozstvo spotrebovanych pamétovych
zdrojov. Vo vicsine pripadov, ale nie vzdy, ulohy rieSitelné dynamickym programovanim maju zaujimavua
vlastnost’, ze pre velkost’ vstupu N, pamdtové naroky kladené na program su N-krdt menSie ako Casové
naroky.

Tento rozdiel, vznikd kvoli sposobu konstrukcie vacsieho riesenia z menSieho. Postup k vic¢Siemu rieSeniu si
Casto vyzaduje prebrat’ nejakii mnozinu mensich rieseni, ktoré skombinujeme, alebo z ktorych si vyberieme
jeden najlepsi. Teda pre vypocet d’alSieho prvku, potrebujeme prebrat’ vel'a (zhruba N) mensSich.
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