Vypoctova geometria

Disciplina vypoctovej geometrie vznikd koncom 70-tich rokov. Pokryva geometrické algoritmy uréené na
spracovanie geometrickych objektov ako body, usecky, priamky, kruznice a mnohé iné. Stava sa pravidlom,
ze vacSinu uloh, ktorymi sa zaoberd, vyrieSi Clovek, s papierom arysovacimi potrebami, omnoho
jednoduchsie ako pocitac. Ked sa ale vyzaduje spracovavanie velkého mnozstva dat, pocitae tvoria
neodmyslite'nit pomdcku.

Uz zdanlivo trivialne geometrické tlohy vyzaduju netrividlne dlhy kod. Nespocetné singularne pripady ako
napr. nendpadné kolinearnosti bodov, degenerované uhly ¢i splyvajuce usecky, spdsobuju vo vacSine
pripadov fatalne tazkosti. Pri navrhu geometrickych algoritmov sa najskor tieto uskalia zanedbaju, co
napomaha lepSie pochopit’ samotny algoritmus, avSak v druhej faze navrhu treba zohladnit' vsetky
degenerované pripady(degencrate cases), teda akési rozlozenia objektov, ktoré nie su celkom vSeobecné, napr. uz
spominané kolinearnosti spracivanych objektov. Geometrické tlohy st natol’ko rozmanité, ze zanedbanie uz
len jedného Specidlneho pripadu vedie, napriek zdaniu, k Gplne nefunkénému algoritmu na skoro kazdom
vstupnom rozlozeni.

Nakoniec treba zobrat’ na zretel’, ze pocitace ,,nie su dokonalé* a predsa len pracujeme v obmedzenom svete,
ktory nevie pocitat’ s redlnymi ¢islami s absolutnou presnostou! V tretej faze navrhu sa teda zameriavame na
robustnost’ a stabilitu nasich implementacii. Na to, ako cely nds vypocet ovplyvnia nepredpokladané chyby
v zaokrthl'ovani medzivysledkov. Napr. takmer vzdy, ked’ s¢itame nejaké desatinné Cisla, ktorych sucet by
pri absolutnej presnosti mal byt 0, dostaneme len nieco blizke ¢islu 0, niekedy dokonca so zapornym
znamienkom!

3.1.1. Délezita analyticka geometria

Aby sme mohli na realizaciu nejakych geometrickych algoritmov vobec pomyslat, treba mat’ urcitt zru¢nost’
v analytickej geometrii, Cize byt’ schopny jednoduché geometrické vlastnosti objektov pocitat’ naslepo — nie
znazornenim v rovine, ale len vypoctom z ich suradnic (analytického vyjadrenia)!

Zameriame sa na dvojrozmernt euklidovskl rovinu E,. Bod v rovine je ureny svojimi suradnicami —
usporiadanou dvojicou [x,y] . Uvazume dva body 4=[a,,a ] a B=[b,b,] . Body [x,y]€E,

nachadzajuce sa na priamke AB spifiaju rovnost’
(a,-b)x+(b,—a,)y+(ab,—ab)=0

Teda ak sa bod roviny nachédza na priamke AB , tak jeho stradnice [x, y] spiiiaji uvedenti rovnost, inak
uvedenti rovnost nespliiajii. Opacéne, ak nejaky bod so suradnicami [x, y] uvedent rovnost spiiia, tak sa

nachadza na priamke 4B, inak sa na nej nenachéadza.
Uvazujme teraz dve priamky p a ¢, dané nasledujiicimi rovnicami:

prax+by+c =0
q:a,x+b,y+c,=0

Urcime, ¢i su priamky rovnobezné(alebo totozné) alebo (v pripade, ak st réznobezné) zistime ich priesecnik.
Zaved'me si najskor spdsob vypoctu determinantu matice tvaru 2x2:
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Na zistenie uvedenych vlastnosti priamok si vypocitame nasledujuce determinanty:

a, b -c, b a, -c
D — 1 1 = 1 1 D2 — 1 1
a, b, —c, b, a, —6
Potom, ak D =0, tak st priamky rovnobezné (eSte nevieme, ¢i su aj totozné), inak (D # 0), tak X = [%,%]

je priese¢nik priamok p a g. Ak dve rovnobezné priamky maja spolo¢ny bod, tak su totozné.

Vektor u je usporiadana dvojica u = (u,,u,) , ktord predstavuje akysi posun, smer. Nech mame bod
A=[a,,a,], bod 4 posunuty o vektor u je bod so suradnicami [a, +u,,a, +u,]. VSimnime si, Ze aj bod
[x, y] je vlastne vektor. Majme teraz dva body 4=[a,,a,] a B=[b,,b ], chceme najst’ vektor u taky, Ze

posunutim bodu 4 o vektor # dostaneme bod B. Jednoduchym vypoctom dostaneme u = (b, —a,,b, —a,).

Uvazujme teraz priamku p dand rovnicou p:a,x+b,y+c, =0, potom s (smerovy vektor — nejaky vektor
rovnobezny s jej smerom) a ¢ (kolmy vektor — nejaky vektor kolmy na smer s) vypocitame nasledovne:

N :(_blaal)a t= (alabl)

, vektora u = (u,,u,), ako [u| = /u} +u; . Uvazujme vektory u = (u,,u,),v = (v,v,),

uhol «, ktory zvieraju tieto vektory vypocitame z rovnice u,v, +u,v, = ||u||-||v||cosa. Vsimnime si, ak st

Definujme normu ||u

vektory u a v kolmé, plati u,v, +u,v, =0, a opacne. Uhol dvoch priamok je rovnaky uhlu ich smerovych

vektorov. Obsah rovnobeznika, ktory ur¢uju vektory u# a v bude |S| :

Tento poznatok ndm postacuje aj na vypocet obsahu trojuholnika daného troma bodmi 4, B a C, tak ze si
zostrojime vektory u = B— 4A,v = C — B a obsah rovnobeznika, ktory urcuju je prave dvojndsobok hl'adan¢ho
obsahu trojuholnika. V§imnime si, ze spravny obsah trojuholnika bude@ , pricom znamienko § je dané tym,

¢i pri ,,cestovani® po bodoch 4 — B — C sa to¢ime dolava (S > 0), doprava (S <0), alebo sa neto¢ime
(S =0). Toto ndm umoznuje zistovat’ dolezita vlastnost’ (lavo/pravo tocivost’, kolinearnost’) trojice bodov!

Vzdialenost bodu M =[m,n] od priamky p:ax+by+c, =0 avzdialenost’ dvoch rovnobeznych priamok p
a q:ax+by+c, =0 vypocitame nasledovne:

|am+bn+cl| | |cl—cz|
Va® +b’ . Va® +b*

Tieto zakladné poznatky nam vystacia na zostrojenie niekol'kych jednoduchych geometrickych algoritmov.

M, p| =

Gymndazium Jura Hronca 2



Vypoctova geometria

3.2. Konvexné obaly convex hulls)

Pri spracovani vicSiecho mnoZstva bodov sa zaujimame o ich rozsah ¢i hranice. Clovek, pozerajiici na
mnozinu bodov vyznaCenych v rovine, bez vaznych tazkosti rozoznd body leziace vo vnutri od bodov
leziacich na okraji danej mnoziny bodov. Tento rozdiel zohrava vo vypoctovej geometrii dolezitu ulohu.

Matematicky tato prirodzent hranicu nazyvame konvexny obalconvex nar- Konvexny obal mnoziny bodov
v rovine definujeme ako najmensi konvexny mnohouholnik (atvar, v ktorom spojnica kazdych dvoch jeho
vnutornych bodov lezi celd vinom), ktory ich vSetky obsahuje. Ekvivalentne, je to mnohouholnik
s najmenSim obvodom spomedzi vSetkych takych konvexnych mnohouholnikov, ktoré obsahuju danu
mnoZzinu bodov.

Zrejme vrcholy obalu budi niektoré z bodov povodnej mnoziny. Hl'adanie konvexného obalu potom spociva
v najdeni tychto bodov. Tento pojem sa prirodzene rozsiruje aj do vyssich rozmerov, avSak tloha je potom
zvicsa prekomplikovana a jej vyuzitie diskutabilné. Pri naSich d’alSich ivahéach sa preto zameriame len na
konvexné obaly v dvojrozmernej euklidovskej rovine.

3.2.1. HPadanie konvexného obalu

Dolezitou vlastnostou konvexného obalu je, ze kazda priamka nepretinajuca obal sa ho, pri pohybe
z pomyselného nekone¢na smerom k nemu, dotkne v nejakom jeho vrchole. Tymto spésobom vieme pol'ahky
ndjst’ niektoré body, ktoré sa istotne nachédzaji na obale. Staci ked’ si zoberieme vodorovnu a zvislu priamku
— body s najmensou a najvac¢sou x-ovou a y-ovou suradnicou su vsetky na obale.

Sposobov hl'adania konvexného obalu je vela, medzi najznadmejSie patria Grahamov prechodGraham scany,
Jarvisov pochodjurvis's marey — zndme aj ako metodda Balenia balicka (puckage-wrappingy @ QuickHull (funguje
podobne ako QuickSort). My sa budeme zaoberat’ jednou z inkrementalnych metdd, ktord vyuziva len
jednoduché vypocty (s¢itanie a nasobenie), ktoré sa napr. v pripade bodov, ktoré maju celo¢iselné suradnice,
potom vsetky odohravaju len v celych ¢islach. Na reprezentaciu bodov vyuzijeme nasledovnu Struktaru:

type point = record typedef struct
X,y:integer; { int x,y;
end; } point;

Dana je teda vstupnd mnozina bodov py, pa, ..., pn, chceme najst’ jej konvexny obal (vymenovanim jeho
vrcholov po obvode v protismere hodinovych ruciciek) o1, 03, ..., oy. Vstupné body najskor lexikograficky
utriedime — najskor podl'a x-ovej suradnice, body s rovnakou x-ovou podl'a y-ovej — do vzostupného poradia,
¢im dostaneme postupnost’ py, p2, ..., PN-

Nas algoritmus potom spocita vysledny konvexny obal zlucenim dvoch

.h']'_'"f’_r D_'"']_ mensich: dolného obalu — &ast’ obalu z p; do py pri usporiadani vrcholov
- . '\ proti smeru hodinovych ruciciek, horného obalu — Cast’ obalu v opatnom
p ! . n smere z py do p;. Zameriame sa na vypocet dolného obalu, horny obal sa
! . ¥ vypotita analogicky.
L] o .
o Algoritmus postupne pridava body vstupnej mnoziny, pricom po kazdom
R pridani si udrziava ¢iastocny konvexny obal doposial’ pridanej Casti bodov.
dolny obal KTIacovy krok je preto pozmenenie obalu po pridani bodu p;.
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Inymi slovami, dany je konvexny obal bodov py, ..., pi1, musime vypocitat konvexny obal mnoziny py, ...,
pi. Predpokladajme, Ze pridanie bodu p; do konvexného obalu mame vyrieSené (procedura insert), potom
implementacia nasho inkrementalneho algoritmu (py, p2, ..., Py St uz zotriedené!) vyzera nasledovne:

var p:arrayl[l..maxn] of point; point pl[maxn];
o:array[l..2*maxn] of point; point o[2*maxn]; /* obal */
np,no:integer; int np, no;
procedure hull; void hull (void)
var i:integer; {
begin int 1i;
{ zaéiname } /* zadéiname */
o[l]:=p[1]; ol[2]:=p[2]; o[0]=p[0]; o[l]l=pll];
no:=2; no=2;
{ dolny obal } /* dolny obal */
for 1i:=3 to np do for (i=2;i<np;i++)
insert (i) ; insert (i) ;
{ horny obal } /* horny obal */
for i:=np-1 downto 1 do for (i=np-2;1i>=0;i--)
insert (i) ; insert (i) ;
{ obal si body o[l..no] } /* obal sa body o[0..no-1] */
end; }

Teraz dorieSime pridanie dalSicho bodu vstupnej mnoziny. Uvazujme, pri obchadzani obvodu
mnohouholnika sa v kazdom vrchole to¢ime bud’ dol'ava alebo doprava (alebo ideme rovno). Pre 'ubovol'ny
mnohouholnik sa mézeme tocit’ rézne, ale pre konvexny mnohouholnik by sme sa mali to¢it’ vzdy jednym
smerom (pre dolny obal: dol'ava).

zruené body

Bod p; pridame, pretoze na ciastonom obale urCite bude. Opakovane sa teraz
pozrieme na poslednu trojicu bodov na konvexnom obale. Pokial’ pri prechode
Z 0j cez 0j.1 do o; sa to¢ime doprava, znamena to, ze bod 0.1 je vnitorny bod

iného konvexného mnohouholniku apreto zdefinicie nemoze byt na .
vyslednom konvexnom obale bodov pj, ..., pi. Preto ho zruSime a postup
opakujeme az pokym sme z obalu nezrusili vSetky body, ktoré tam nepatria — ¢
¢im dostaneme platny konvexny obal. Nasledujica implementacia je
priamociari prepis tychto myslienok:
function ccw(a,b,c:point) :integer; int ccw(point a, point b, point c¢)
begin {
{ <0 doprava, =0 rovno, >0 dolava } /* <0 doprava, =0 rovno, >0 dolava */
ccw:=(c.x-a.x)*(c.y-b.y)- return(c.x-a.x)*(c.y-b.y) -
(c.x-b.x)*(c.y-a.y); (c.x-b.x)*(c.y-a.y);
end; { vekotorovy saéin } } /* vekotorovy suéin */
procedure insert (i:integer); void insert (int 1)
begin {
{ pokym sa toéime doprava } /* pokym sa toéime doprava */
while (no>=2) and while (no>=2 &&
(ccw(o[no-1],0[no]l,pli]) < 0) ccw(o[no-2],0[no-1],p[i]) < 0)
do dec (no) ; no--;
{ novy bod } /* novy bod */
inc(no); o[nol:=p[i]; olnot++]l=pl[il;
end; }
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3.2.2. Zlozitost’ hladania konvexného obalu

Casova naroénost nagho postupu je zjavne O(N log N), pretoze kazdy bod vstupnej mnoziny do nasho
pracovné¢ho konvexného obalu najviac raz priddme anajviac raz ho zneho zruSime. Od algoritmu na
hl'adanie konvexného obalu vyzadujeme, aby zistil vrcholy obalu v poradi v akom na niom lezia.

Uvazujme, ze mame utriedit’ ¢isla xy, x3, ..., Xy, transformujme ich do roviny ako body ¢1, 42, ..., gn, kde
q; = (x,—,x,—z) ¢o zodpoveda parabole. Zrejme sa vSetky tieto body nachadzajii na konvexnom obale (parabola
je konvexnd), a ich poradie na obvode urcuje ich usporiadanie.

Kazdy algoritmus na vypocet konvexného obalu dokaze preto aj triedit’. Z tohto vyplyva, Ze ak by sme vedeli
vytvorit’ konvexny obal rychlejSie ako v ¢ase O(N log N), vedeli by sme aj rychlejsie triedit’, Co sa ale neda
a preto uvedena zlozitost’ pre konvexny obal je najlepSia mozna.

Otazkou je, ¢i by to, vnejakych konkrétnych pripadoch, neslo aj lepSie. Vezmime si napriklad dany
mnohouholnik (nekonvexny), ako rychlo dokazeme urcit’ jeho obal? Jedna moznost’ je zabudnut na to, ze
dané body su jeho vrcholy zadané po obvode, a vypocitat’ konvexny obal tychto bodov ako neusporiadane;j
mnoziny, ¢o by trvalo ¢as O(N log N). Ak vSak vyuzijeme vedomost, ze mdme dané poradie bodov, ktoré
tvoria nepretinajlici sa mnohouholnik, d4 sa to aj lepsie.

3.2.3. Konvexny obal mnohouholnika

Najskor si musime uvedomit’, Ze pristup, ktory sme vyuzivali pri hl'adani obalu neusporiadane; mnoziny
bodov sa, bez triedenia, nedd pouzit. Treba preto vymysliet nieCo dovtipnejSie. Rovnako ako predtym,
konstrukciu rozdelime do dvoch etdp — horny a dolny obal. Zamerajme sa na horny obal. Nekonvexné oblasti
mnohouholnika budeme povazovat' za diery, ktoré treba hranami konvexného obalu pozakryvat'.

vietko

Algoritmus bude prechddzat’ bodmi v poradi pi, p2, ..., pn, pricom bude konstruovat’ postupnost’ viecok,
ktoré zakryvaji nekonvexnosti (diery) mnohouholnika. Postup je, rovnako ako predtym, inkrementalny —
mame konvexny obal (postupnost’ viecok) vrcholov pj, ..., pi, chceme urcit’ obal vrcholov py, ..., pia.
Dolezity je preto krok rozsirenia existujuceho rieSenia o d’alsi vrchol.

Ked’ priddvame vrchol, situdcia vyzera (obr. vpravo) tak, Ze sme uzavreli dieru d’al§Sim vieckom. Prechod
obvodu mnohouholnika pokracuje teda za vrcholom o0;. Oznaéme u vrchol, ktory predchadza vrcholu o; na
obvode mnohouholnika, potom rozli§ime dva pripady, zavislé na relativnej polohe bodu u# vzhl'adom na

usecku pyo; .
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(b) Py

a) wu sa nachddza na alebo napravo od pyo; . V tomto pripade rozliSujeme tri oblasti oznacené 1, 2, 3

definované intuitivne podl'a obrazku — rozdelené priamkou o; ,0; , polpriamkou o;u a okrajom

zakrytej diery.

b) u sa nachadza nalavo od pyo; . V tomto pripade ndm vznika este jedna oblast’ 4.

Ozna¢me v vrchol, ktory nasleduje za vrcholom o0; na obvode mnohouholnika. Podl’a toho, v ktorej oblasti sa

nachadza bod v, algoritmus bude vykondvat’ nasledovné ukony:

a)

b)

d)

v e (oblast &.1.): V tomto pripade,
hranica mnohouholnika pokracuje cez
dieru, budeme ju nasledovat’, pokym
nevstapi do oblasti ¢.2. (vrchol w).
Vrchol w budeme povazovat’ za
vrchol v, ktory je v oblasti €.2.
(nasledujuca diskusia).

v € (oblast &.2.): Zjavne v sa nachadza

v obale nasich bodov, takze vrchol
v priddme do obalu a body,
nachadzajuce sa vnutri (na obrazku:
0,41, «+., 0;) Z obalu vyluc¢ime.

v ¢ (oblast &.3.): v bude d’alsi vrchol
obalu, pretoze sa nachadza smerom
doprava od o, 0, .

v e (oblast &.4.): Hranica vstupuje do
vnutra konvexného obalu, preto ju
staci nasledovat’, az pokym nepride
do vrcholu py (algoritmus kon¢i)
alebo nevkroci do oblasti ¢.3.

Takto vygenerujeme hornu ¢ast’ obalu. Podobnym postupom v smere py, pn-1, -.., p1 Vytvorime aj dolny obal.
Ich spojenim vznikne konvexny obal, ktory je uz vysledkom nésho algoritmu. Ked'Ze algoritmus pracuje na
kazdom vrchole mnohouholniku len konStantny cas, ndjdenie konvexného obalu sa dé& realizovat
v optimalnom ¢ase O(N) a pamiti O(N).

Implementacia popisanych myslienok je jednoducha a je odporicana ako 'ahké cvicenie v programovani.
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