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Vzorové riesenia 2. kola zimnej casti

L. opravovala Tana
1. Zapis predmetov (max. 10 bodov)

Na zaciatku bolo treba prist na to, ze udaj o dlzke vlasov je zavadzajuci, lebo dlzka radu
nezavisi od toho, koho konkrétne teta zavola dnu. Povie ndm len to, Ze jeden student z radu
idealne riesenie.

Najprv nacitame pocet udalosti a potom uz len reagujeme na kazdu osobitne — ked pride
0, rad sa skrati o jedna a ked pride kladné &islo, rad sa prediZi o jedného Studenta. Teraz si
uz len musime sledovat, kedy je najdlhsi. Na to budeme mat zvlast premennt — ked bude
rad dlhsi ako nase maximum, tak toto maximum prepiseme.

Dolezité bolo zamysliet sa, kedy treba kontrolovat maximum, ¢i je stale najvicsie. Ked
sa nad tym zamyslime, prideme na to, Ze maximum moéze ohrozif len rad, ktory sa prave
predlzil, teda sta¢i kontrola po kazdom jeho predlzeni alebo tesne pred jeho skratenim. Tym
sa nam znizil celkovy pocet vykonanych prikazov. Dalo sa eSte uvazovat dalej: ked mame
udaje za cely den — teda zac¢iname nulovym radom, aj nim konc¢ime — tak je ndm jedno, kedy
porovnavame rad s maximom, lebo pocet pric¢itanych a od¢itanych jednotiek je rovnaky. Ak
by sme viak mali tdaje za nejaky ¢asovy tsek a konéili by sme na nenulovej dlzke radu, je
teda tato ¢ast podmienky bude voland menejkrat. Takéto detaily som uz nehodnotila.

Casové zlozitost rieSenia je linedrna, O(n), lebo musim spracovat kazdy vstup a pritom
vykonam konstatny pocet prikazov. Pamitova zlozitost je konstanta, O(1), lebo si pamétam
vzdy len par premennych — aktudlnu a maximalnu dizku radu, poéet udalosti, aktualnu
udalost a iterdtor.

Hodnotenie:

Plny pocet bodov dostalo rieSenie s najmensou moznou zlozitostou, jej dobrym odhadom
a taktiez najmensim poctom vykonavanych prikazov — kontrola maxima sa nevykonala po
kazdej zmene dlzky radu, ale len v jednom pripade — pri zvii¢Seni alebo zmenseni. Jeden
bod som strhévala za kontrolu maxima po kazdej udalosti a zly alebo chybajici odhad
pamitovej alebo ¢asovej zlozitosti. Za pamétovu zlozitost O(N) boli 4 body dole a rieSenie
so zlou tvahou nedostalo viac ako 3 body.

Dolezita vec — zlé rieSenie s popisom mé Sancu ziskat viac bodov ako zlé riesenie bez
popisu, lebo je vidiet Vasa tvaha, ktora nemusi byt tak scestné ako sa javi program.

Viac nemam ¢o dodat, jedine kéd :)

Listing programu:

#include <iostream>
using namespace std;

int main(Q)

{

http://www.ksp.sk/ksp2.0

Tato praca bola podporovand Agentirou na podporu vyskumu a vyvoja na ziklade zmluvy ¢. LPP-0103-09



2 Zastavme nezbednikov!

int N,dlzka=0,max=0; // na zadiatku mdme rad dl'zvky 0, takze aj maximum bude 0
cin >> N;
for (int i=0;i<N;i++)

{
int vlasy;
cin >> vlasy;
if (vlasy>0) {dlzka++;} // ak dostaneme kladné ¢islo, rad sa predlz o 1
else {
if (dlzka>max) max=dlzka; // ak dostanem 0, pozriem, & je rad dlhsi ako max
dlzka--; // potom ho skrdtim
}
}
if (dlzka>max) {cout << dlzka << endl;} // ak sa rad neskratil, max mohlo zostat 0,
else {cout << max << endl;} // preto ho skontrolujem
return 0;
}
; vzorak pisal Tomi
2. Zastavme nezbednikov! (max. 10 bodov)

Nezbednik sa predbehol vtedy, ak je niekde neskor po nom mensie ¢éislo. Takze staci ist vo
vstupnom poli odzadu a vzdy si pamétat, aké najmensie ¢islo sme zatial videli. Ked uvidime
¢islo x, ale uz sme niekde za nim videli aj ¢islo mensie ako z, tak sa x predbehol. Nakoniec
vypiSeme tie x, ¢o sa predbehli, vo vzostupnom poradi.

Toto riesenie zbehne v ¢ase O(N) a ma pamét O(NV).

Listing programu:

program Nezbednici;
var n, i, minimum: longint;
studenti: array [1..100000] of longint;
predbeholsa: array [1..100000] of boolean;
begin
ReadLn(n);
for i := 1 to n do ReadLn(studentil[il);
for i := 1 to n do predbeholsali] := false;

minimum := n;

for i := n downto 1 do begin
if studenti[i] > minimum then predbeholsa[studentil[i]] := true;
if studentilil] < minimum then minimum := studentili];

end;

for i := 1 to n do begin
if predbeholsali]l] then WriteLn(i);
end;
end.

Chyba subor prikl3.tex!!!
opravoval Mio

3. Zbytocné opevnenie (max. 15 bodov)

Uvodom treba spomentt to, na ¢o ste vietci prisli - Ze tidaj o pozicii bol zbytoény (netrebalo
ho vsak zabudnit naditat).

http://www.ksp.sk/ksp2.0
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Zbytocné opevnenie 3

Vicsina z Vas odovzdala velmi podobné rieSenie, ktoré spocivalo v tom, Ze ste si utriedili
pole podla zaciatku, a nasledne ste veZe prechadzali postupne a kontrolovali, ¢i ndhodou
aktualna veza nie je v nejakej predchadzajicej. Kontrola prebehla tak, Ze ste si paméitali
koniec intervalu, ktory siahal najdalej a kontrolovali, ¢i ndhodou koniec aktualnej veze nelezi
pred nim. Aby to teda bolo zaujimavejsie, tak ukdzem iné rieSenie tohto prikladu(hoci s
horSou konstantou).

Zakladnou myslienkou je toto: ak pred nejakou vezou zacina viac vezi ako pred nou konéi,
tak sa nutne musi nachadzat vnutri intervalu nejakej veze, pretoze existuje aspon 1 veza,
ktorej interval zacal pred fou a este neskoncil. Takze staci zistit kolko vezi pred 1ou zacina
a kolko konéi.

Ale to je celkom jednoduché. Pocet vezi pred tiou(resp. za fiou) je rovny jej pozicii
v utriedenom poli podla zaciatku(resp. konca).

Este tu ostava jeden problém(na ktorom stroskotalo mnoho z vés) a to pripad ak sa
zhodné zaciatky, alebo konce intervalov (alebo oboje). Bolo totiz potrebné zabezpecit, aby
v utriedenom poli boli pri rovnakych zaciatkoch skor tie, ktoré mali koniec neskor. Pri rov-
nakych koncoch koncili skor tie s va¢sim zaciatkom. A ak boli intervaly zhodné, tak ich bolo
treba nejakym spésobom do seba porovnavat(napriklad, tak, ze kto ma mensie ¢islo veze
zacina skor a kon¢i neskor).

Casové zlozitost riesenia - 2krét tu triedim a inak nié¢ ¢o by trvalo dlhsie - &ize O(nlogn).
Paméfova zlozitost - O(n) pamétat si treba informaécie o veziach.

Ako som hodnotil: Hodil som si mincou a potom som hodnotil nasledovne:

Plne funkéné riesenie so zlozitostou O(n logn) dostalo max 15 bodov. Ak ste odovzdali
plne funkéné riesenie so zlozitostou O(n?) mohli ste ziskat 10 bodov. Ak ste neoSetrili hra-
ni¢né pripady dostali ste sankciu —3 body. —1 bod bol za kazda chybajicu zlozitost. +1
bonusovy bod pri kvadratickom rieseni bol ak tito zlozitost spésoboval pomaly sort. Dalsie
body boli strhavané za iné chyby, pripadne ak bolo riesenie nefunk¢né.

To je vSetko, uzite si vzorak - myslim Ze je komentovany dostato¢ne aby mu aj paskalista
nemal problém rozumiet.

Listing programu:

#include <iostream>
#include <algorithm>
#include <vector>
using namespace std;

struct veza //ekvivalent pascalovskeho record

{
int zaciatok, koniec, cislo;
};
bool cmpzac(veza v1, veza v2) //porovnavatko podla zaciatku veze
{
if(v1.zaciatok==v2.zaciatok) //rovnake zaciatky
{
if(v1.koniec==v2.koniec) //rovnake oboje
return vl.cislo<v2.cislo; //veza s vacsim cislom je vnutri veze s mensim cislom
return vl.koniec>v2.koniec; //vacsi konec zacina skor
}
return vl.zaciatok < v2.zaciatok;
}
bool cmpkon(veza vl, veza v2) //porovnavatko podla konca veze
{
if(v1.koniec==v2.koniec) //rovnake konce
{
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4 Zbohatlikom odzajtra

if(vl.zaciatok==v2.zaciatok) //rovnake oboje
return vl.cislo>v2.cislo; //veza s vacsim cislom je vnutri veze s mensim cislom
return vl.zaciatok>v2.zaciatok; //vacsi zaciatok konci skor
}
return vl.koniec < v2.koniec;

}

int main()
{
int n, p;
vector<veza> vezel, veze2; // 2 zoznamy vezi
vector<int> pozicie; //zoznam pozicii - kde je ktora veza v poli veze 2
cin > n; //nacitanie poctu vezi
vezel .resize(n); veze2.resize(n); pozicie.resize(n);
for(int i = 0;i<n;i++) //forcyklus od 0 do n-1

{
vezel [i] .cislo = i;
cin >> vezell[il.zaciatok >> p >> vezell[i] .koniec; //nacitanie veze
veze2[i] = vezellil; //skopirovanie veze do druheho zoznamu
}

sort(vezel.begin(),vezel.end() ,cmpzac); //usortim podla zaciatku
sort (veze2.begin() ,veze2.end () ,cmpkon) ; //usortim podla konca

for(int i = 0;i<n;i++) //naplinm pozicie
pozicie [veze2[i] .cislo] = i;

bool buralsom = false;
for(int i = 0;i<n;i++)

{
if(i>pozicie [vezel [i] .cislo])
{
cout << vezell[i]l.cislo + 1 << endl; //vypisem vezu
buralsom = true; //poznacim si ci som uz bural nejake veze
}
}

if('buralsom)
cout << “Nemozno zburat ziadnu vezu.“ << endl;

Vzorak PPershing, opravovalo sa samo

4. Zbohatlikom odzajtra (max. 20 bodov)

Hned na tvod zac¢nem tym, Ze uloha dopadla o dost horsie ako som ocakaval. Vicsina z
Vés robila kadejaké podivné heuristiky, i ked rieSenie je v skutku jednoduché. Omnoho vicsi
problém bol pozhanaf a poparsovat zdrojové tidaje. Samotné stranka poskytuje moznost
downloadu, pri troche snahy zistime aj linku

Takze postupne — najskor sa pozrieme na fazu “zhanania” vstupov. V nasom pripade stahovania kurzov
http://www.oanda.com/currency/historical-rates/download?quote_currency=#FROM#&price=bid
&end_date=2011-1-1&start_date=2009-12-31&period=daily&display=absolute&rate=0&data_range=y2
&view=table&base_currency_O0=#T0#&download=csv

kde #FROM# a #T0# sU zamenené prislusnymi menami. Dané mozné kombinacie vSetkych
mien (ktorych je 12 - 11 = 132) moézeme bud postahovat rucne, alebo pomocou nejakého
skriptu. Dostaneme tidaje v nasledujicom CSV forméte:

"Daily BID rates @ +/- 0%"

http://www.ksp.sk/ksp2.0
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Zbohatlikom odzajtra 5

"www.oanda.com/currency/historical-rates/"
nn

"End Date","EUR/CZK","","","",""
"2011-01-01","25.0608", ,,,
"2010-12-31","25.2353", ,,,
"2010-12-30","25.2918", ,,,
"2010-12-29","25.3268", ,,,

Evidentne takyto formét je uz pomerne pouzitelny a da sa pomerne jednoducho ¢itat
(a pre tych lenivejsich sa d&4 dokonca pouzit CSV kniznica). Kazdopadne, uz mame vsetky
potrebné vstupné tdaje, hurd konec¢ne do riesenia tlohy.

V prvom rade sa zamyslime, ako najlepsie méze PPershing investovat svoje peniaze.
Mozno sa to na prvy pohlad nezdd, ale vzdy sa mu oplati mat vSetky peniaze v jednej
mene. Prec¢o? Predpokladajme, ze by PPershing investoval do réznych mien. Potom ale v
priebehu ¢asu (najneskdr na konci) musi svoje investice aj tak zamenit za spolo¢ni menu.
Pozrime sa teraz na obidve “cesty” finanénym svetom. Ak jedna mala vySsi percentualny
vynos ako ta druhé, investovanim vsetkého do tej lepsej by si PPershing prilepsil. V pripade,
Ze maju rovnaky percentudlny vynos, je to jedno a teda rieSenie pouzivajice iba jednu cestu
je rovnako dobré. Zaverom naSich myslienok je, ze PPershingovi sa oplati mat furt celé svoje
imanie v jednej mene.!

Ako teda na tom moze byt PPershing v deni X? Ozna¢me najviicsi dosiahnutelny podcet
penazi meny M v den X ako cash[X, M]. Evidentne, rieSenim celej tlohy je cash[1.1.2011, EU R).
No a najlepsie rieSenie pre cash|[X, M| moZe vzniknit dvoma sposobmi:

a ) predchadzajici den sme ni¢ nerobili, teda cash[X, M] = cash[X — 1, M]
b ) predchadzajuci deni sme previedli nejaké peniaze z meny M’ (a mali sme peniaze iba

v tej mene) na menu M, v tom pripade cash|[X, M| = preved(X — 1, M', M, cash[X —

1, M']) kde funkcia preved vypo¢éita peniaze po prevode (spravnym kurzom, s bankovym

poplatkom ak je treba).

1,...], vieme spo¢itaf aj cash[X,...]. Postupne teda vypocitame tabulku rozmerov dni x mien,
vyplnenie jednej polozky trva ¢as O(mien). Spolu médme teda pamétovia zlozitost O(dni -
mien) a éasovit O(dni - mien?).

Uzasné, mame vysledok. Teda aZ na jednu drobnost — nas nezaujimalo len to, kolko
PPershing vie zarobit, ale hlavne ako. Toto je vSak uz iba drobnéd zmena do nasho programu.
Zakazdym si v tabulke nezapamitdme len cash[X, M] ale aj prev[X, M] ktoré bude hovorit,
z ktorej predchadzajicej meny sme najlepsi vysledok dosiahli. No a teraz nam stac¢i odzadu
postupne prejst po prev a vypisat (v reverznutom poradi) vSetky potrebné finanéné operacie.

Listing programu:

#!/usr/bin/python

import data; # postahovane data
import datumy; # cislo dna -> datum
import copy;

import sys;

##H#
# preved sumu z jednej meny na druhu

INie je to uplne pravda. Dané tvrdenie plati len v ideadlnom matematickom svete. V naSom finanénom svete
zaohrthlovania nadol mézu ovplyvnit vysledok. Napriklad sa ndm méze oplatit velmi drobnt ¢ast sumy (par centov)
nezamenit, lebo by sa zbyto¢ne zaokruhlila na nulu pri prevode. Ak sa ¢asom nazbiera niekolko takychto zbytkov,
mozeme ich prevadzat napriklad na CZK (kde je strata zaokrihlenim mensia) a nésledne na konci prevedieme naspét
na eura. Takuto Sancu predbehntt vzorédk vsak nikto nevyuzil ;-)
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6 Zbohatlikom odzagtra

#

# @param int hodnota hodnota v centoch (hodnota * 100)

# Q@param int kurz hodnota kurzu * 10000 (kurz 1.0 = 10000)
#

# Q@returns int vysledna suma, v centoch

##

def preved(hodnota, kurz, interbank):
res = (hodnota * kurz * (1000-interbank)) / 10000 / 1000;
return res

###
# Vrati formatovanu hodnotu v centoch
##
def currencyToString(value):
return "%d.%02d" % (value / 100, value % 100)

currencies = data.currencies;
DAYS = len(datumy.datumy); # pocet dni

# nacitaj vstup
vstup = sys.stdin.read().split(’> ’)[2]; # vstup je "interbank fee 2.5}"
interbank = int(vstup[0])*10 + int(vstup[2]);

# nastav pociatocne hodnoty v dynamike
initial = {}
for ¢ in currencies:
initiallc] = (0, "XXX");
initial [’EUR’] = (1000000, "XXX");
#tabulka najlepsich vysledkov
best = [];
best.append(initial);

current = initial;
for day in range(1, DAYS):
new = {} # nove hodnoty
for ¢ in currencies:
newl[c] = (current[c][0], "-—-");
# skus vylepsit nove hodnoty
for c_to in currencies:
for c_from in currencies:

x = preved(current[c_from] [0],
int (data.datal[c_from] [c_to] [day-11),
interbank)

if (x > newl[c_to][0]):

newl[c_tol=(x, c_from)
best.append (new)
current = new

# skoncili sme, ideme odzadu pozbierat najlepsiu cestu
events = [];
aktualna_mena = ’EUR’;
for day in range(DAYS - 1, 0, -1):
predchadzajuca_mena = best[day] [aktualna_mena] [1]
if (predchadzajuca_mena <> ’---7):
events.append((datumy.datumy [day-1],
best [day-1] [predchadzajuca_mena] [0],
predchadzajuca_mena,
aktualna_mena))
aktualna_mena = predchadzajuca_mena;
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O vyrobnej linke 7

# a mozeme vypisat od zaciatku
events.reverse()
for event in events:
print "day %s" % event[0]
print "transfer %s %s %s" % (currencyToString(event[1]), event[2], event[3])

; ... opravoval Imp
5. O vyrobnej linke (max. 20 bodov)

Tento priklad mal velmi malo rieSitelov — triapolkrat menej, nez predchadzajuci, ¢i nasle-
dujtci. Mozno robilo problém predstavit si, ¢o znamena postupovat nejakou stratégiou s
ohladom na to, Ze ju pouziva aj ten druhy. Skutoc¢ne, této stratégia obcas viedla k nein-
tuitivnym a paradoxnym rozhodnutiam, na ktoré niektori riesitelia v rieseni aj poukazali.
Navyse, niektori z vas upozornili aj na to, Ze stratégia nebola popisana celkom jednoznacne.

Mozno toto vSetko viedlo k skuto¢nosti, ze tilohu riesilo malo Tudi — a na druhej strane,
kazdy, kto ju riesil, ju vyriesil spravne a s optimélnou zlozitostou. Body sa preto strhavali
iba za malé nedostatky a nikto nedostal menej ako 18 bodov.

Ako sa teda tato tloha mala riesit? Hned sformulovat vSeobecnu stratégiu moze byt
tazké, tak si najprv rozoberme malé pripady. Ak je na pase iba jediny balicek, oplati sa vziat
si ho. V opa¢nom pripade by sme predsa neziskali ni¢. Co ak st tam dva balicky? Mozeme
prvy nechat tak a vziat si len ten druhy. Druhd moznost je, zZe si vezmeme prvy bali¢ek, ¢im
sa na fah dostane druhy hrac¢ a ten si bude chciet vziat druhy balicek. To teda znamena, Ze

Ako ndm pomdzu tieto malé pripady? Tym, Ze aj ked rozoberame vseobecny pripad,
tieto malé pripady raz nastant. Aj pre velké N raz dojde k tomu, ze N — 2 balickov uz
po linke prejde zostant tam posledné dva. Hraé, ktory bude vtedy prave na tahu, sa bude
rozhodovat na zdklade vyssie uvedenej tivahy. Ba ¢o viac, v§imnime si dve alternativy, ktoré
mohli nastaf v pripade s dvoma balickami. Akokolvek sme sa uz rozhodli ohladom prvého
balicka, previedli sme riesenie na pripad s jednym balickom. Rozdiel bol v tom, Ze v prvom
pripade (ak sme prvy bali¢ek nechali tak), sme este stale na tahu, v druhom pripade (ak sme
si ho vzali), je na tahu druhy hrac.

Ak sme takto vedeli previest riesenie pre N = 2 na rieSenie N = 1, mohli by sme to aj
zovSeobecnif. RieSenim je teda akasi indukcia, kde N = 1 je baza a s kazdym indukénym
krokom zvySujeme pocet balickov, pre ktory tlohu vieme riesit. Hlavnou pointou tohto pri-
kladu vsak je, Ze je to spitnd indukcia - nepozerame sa na prvy balicek, prvé dva, atd. ale
na posledny balicek, posledné dva...lebo to s tie pripady, ktoré raz nastan.

Nacitajme teda hodnoty vSetkych balickov do pola P — budeme to potrebovat, lebo ich
chceme prechadzat v opa¢nom poradi. Toto ndm hned vynucuje paméfovi narocénost O(N),
ktort si uz nezhorsime. Pomoze nam to vSak dosiahnuf aj ¢asovi naroc¢nost O(N), ktora
je zrejme optiméalna, pretoze tak ¢i tak potrebujeme precitat cely vstup. Pre jednoduchost
pouzime aj dve pomocné polia, ktoré budi tiez dizky N. Neskor ukézeme, Ze tieto dve
pomocné polia vlastne nepotrebujeme (a plny pocet dostali ti riesitelia, ktori si aj toto
uvedomili).

V tychto pomocnych poliach (ozna¢me si ich A, B) si pre kazdy index i spocitame
nasledovné: ak mame prave na linke uz len balicky i az n, kolko najviac praliniek eSte moze
ziskaf hrac¢, ktory je prave na tahu (A[i]) a kolko ten druhy (B[i])? RieSenim potom bude
A[l], éo znamend ,kolko praliniek este moze ziskat hrac, ktory je na fahu, ked sa hra zac¢ina?,
¢o znamend presne ,kolko praliniek méze ziskat Kleofas?«.

Tieto polia vyplnime dynamicky odzadu. Zjavne plati A[n] = P[n] a B[n] = 0, pretoze
ak zostava jediny balicek, tak ten, kto je na fahu, si ho vezme a druhému sa uz ni¢ neujde.
Zamyslime sa teraz nad hodnotami A[i], B[i| pre i < n. Ak sa rozhodneme si i-ty balicek
nevziat, dostaneme A[i] = A[i + 1], B[i] = B[i + 1], pretoze takto nikto ni¢ neziska, hraé¢

http://www.ksp.sk/ksp2.0

Této praca bola podporovand Agenturou na podporu vyskumu a vyvoja na zdklade zmluvy ¢. LPP-0103-09



8 O vyrobnej linke

na tahu zostéva, iba sa linka posunie dalej. Ak si ho vSak vezmeme, dostdvame Afi] = Pi]
+ Bli + 1], BJi] = A[i + 1]. To znamen4, 7e ziskame hodnotu i-teho balicka, po linke sa
prisunie (i+ 1)-vy balicek, ale na fah sa dostane druhy hra¢. Ten sa teraz bude snazit ziskaf
maximum, teda A[i + 1], a my este ziskame B[i + 1], teda ,maximum pre hraca, ktory nie je
na tahu“. Kedze kazdy chce ziskat ¢o najviac praliniek, z tychto dvoch moznosti (vziat, ¢i
nevziat? To je otazkal!) si vidy vyberieme t1, ktord ndm maximalizuje A[i].

Tu dochédza k na zaciatku spominanej nejednoznac¢nosti. Co treba robif, ak oboma
moznostami dosiahnem rovnaka hodnotu A[i|? Zadanie to totiz neSpecifikuje. Uvazujme
napriklad balicky s hodnotami: 3 2 1 2. Ak si skusite odsimulovat vysSie uvedeny postup,
zistite, ze pri druhom balicku obe moznosti prinesti rovnakt hodnotu A[2], ale ini hodnotu
B[2]. To by nas teoreticky nemalo zaujimat, my sa snazime maximalizovat vlastny zisk
(hodnoty v poli A) a zisk druhého (v poli B) nas nezaujima. Malo by teda byt jedno,
ktorti moznost si zvolime. AvSak, prvy balicek sa jednoznac¢ne oplati zobrat a to sposobi,
ze sa hra¢i na fahu vymenia. Hodnota, ktord nam teda vysla v B[2] tak ovplyvni hodnotu
A[l], ktord néas uz ale zaujima, pretoze je rieSenim. Na zaklade rozhodnutia druhého hraca
tu prvy moze ziskat az 5 praliniek, alebo len 3. Ti z vas, ktori nejednoznac¢nost odhalili,
zvolili rieSenie ,,vezmem najlavejsi balicek”, respektive ,budem milosrdny“ (¢o opét znamend
v nasom rieSeni, kedZe postupujeme odzadu, znamend ,,ak nie je jednoznac¢né, ¢i mam alebo
nemam vziat, tak vezmem®, pretoze toto zabezpedi, ze vezmem ¢im skorsi balicek.

Ako bolo spomenuté vyssie, d&4 sa to implementovat eSte troska Sikovnejsie — staci si
v8imnut, ze pri vypocte Afi] a B[i] sa pozeram iba na A[i + 1] a B[i + 1], a teda pozicie
i+ 2 a vysSie uz nikdy nebudem potrebovat, preto si nemusim naraz paméitat celé polia, ale
vzdy iba poslednii vyratant hodnotu v A, B. Samozrejme, stéle si treba pamiitat celé pole
P, teda tento trik pamétovi ndrocnost nezlepsi. Napriek tomu som pri opravovani povazoval
za dobré ocenit tych, ktori si uvedomili, Ze pamétova naroc¢nost je O(N) kvoli polu P a nie
kvoli poliam A, B, bodom naviac.

Zamyslenie na zaver: ¢o je na tejto stratégii také paradoxné? Vezmime si napriklad
postupnost balickov s hodnotami 1111112. Kym rozumni hracéi by sa pekne striedali, aby
mali ¢o najviac praliniek, v tomto pripade si Kleofas vezme rovno bali¢ek s 2 pralinkami
a ZachariaSovi ni¢ neostane. Keby to totiz nespravil a zobral by si balicek s 1 pralinkou,
riskoval by, Ze sa tak zachova Zacharid$ a on sa uz nedostane na tah.

Listing programu:

#include <cstdio>
#include <vector>
using namespace std;

vector<int> P;

int main() {
int N;
scanf(“%d“, &N);
P.resize(N);

for (int i = 0; i < N; i++)
scanf(“%d“, &PI[il);

int A = P[N - 1], B = 0;

for (int i = N - 1; i-—; )
if (P[] + B >= A) {
int C = A;
A = P[] + B;
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Obyvatelstvo pod kontrolou 9

printf(“%d\n*“, A);

return 0;

, vzorak pisal Bob
6. Obyvatelstvo pod kontrolou (max. 20 bodov)

Tento priklad sa tesil neobvyklej priazni riesitelov. Teda, neobvyklej vzhladom na jeho vysoké
¢islo, ro¢né obdobie a prebiehajice MS v hokeji. Ved minuly rok som sa takto pri podobnej
prilezitosti stazoval, Ze prisli iba S$tyri rieSenia, a teraz? Rovnych 22! Prizndvam, ten vykri¢nik
na konci predchadzajicej vety sluzi iba na zdéraznenie mojej radosti a nie ako faktorial, ale
aj tak...

Z pohladu do vysledkovky sa da eSte usudit, ze prisli kadejaké rieSenia, niektoré za 20
bodov, niektoré aj za menej. To by malo byf motiviciou pre tych, ktori neposlali ni¢ — aj
ked ste nevymysleli optimélne rieSenie, stdle mate Sancu ziskat nenulovy pocet bodov.

Fajn, povinny tvod méame za sebou, pozrime sa konec¢ne na vzordk. Mapa kralovstva je
vlastne strom s koreniom vo vrchole 1 (hrad). NavySe mame zadané poradie, v akom budia
tradnici vysielani do svojich miest (teda najprv pride tradnik ¢islo 1 do mesta c¢;, potom
druhy do mesta cq, atd.). Na toto sa mézeme (ak sa to bude hodit) pozerat aj z druhej
strany: mame pre kazdé mesto zadané cislo tiradnika, ktory sa v iom usadi.

Asi najjednoduchsim rieSenim je postupne simulovat cestu kazdého tradnika z hradu do
prideleného mesta. V pomocnom poli si budeme pre kazdy vrchol pamiitat, ¢i sa v iom uz
usadil dradnik. Na najdenie cesty do ¢; spustime z vrcholu 1 prehladavanie do hibky (depth-
first search, DFS). V momente, ked prehladdvanim navstivime vrchol ¢;, za¢neme sa vracat
v rekurzii spit a cestou spocitame mestd s Gradnikmi.

Kedze takych prehladavani spustime n a pri kazdom prejdeme prinajhorSom cely graf,
¢asova zlozitost je O(n?). Tento odhad je tesny, lebo napriklad na grafe v tvare hviezdy
(vSetky ostatné mestd st k hradu priamo pripojené hranou) toto riesenie naozaj potrebuje
radovo n? krokov.

Lahko vidno zjavny nedostatok nasho rieSenia: kvoli hladaniu cesty z vrcholu 1 do vrcholu
¢; musime prejst v najhorSom pripade celym grafom, aj ked je tato cesta ovela kratsia. Pre
kazdy vrchol z v strome existuje prave jedna cesta vediuca z neho do korena. Oznacme
f(x) vrchol, ktory na tejto ceste nasleduje za x. Najprv si jednym DFS-kom spustenym
z koremia predratame hodnoty f(x). Néasledne budeme vedief prejst cestou z x do korena
v ¢ase linedrnom od jej dizky (za¢neme v z, prejdeme do f(z), potom do f(f(z)), ..., az
kym neddjdeme do 1).

Zial, ¢asova zlozitost sa nezmeni; tentoraz je najhorsim pripadom graf v tvare jednej
dlhej ¢iary. Ak ale zanedbame ¢as potrebny na predpocéitanie hodnot f(x), toto riesenie nie
je na ziadnom vstupe pomalSie ako to predchadzajice, ba prave naopak. Navyse sa mu darilo
ziskavat o ¢osi viac bodov.

Sikovnému ¢&itatelovi uz musi byt jasné, ¢o nasleduje. Samozrejme, Ze zlozitost nagich
rieSeni zostédva na nelichotivej trovni O(n?), ked simulujeme cestovanie kazdého tiradnika
osobitne. Ak si chceme prilepsit, musime to ratat nejako naraz. Nejako.

V naSom tuplne vzorovom rieSeni preto pouzijeme len jedno DFS z korena. Ked také
prehladévanie narazi na vrchol x, na zasobniku ma vlastne ulozent celt cestu z vrcholu 1
az do x. Nés zaujima, kolko je na tejto ceste takych vrcholov, v ktorych sa usadi tradnik
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10 Obyvatelstvo pod kontrolou

s mensim ¢islom ako m4 ten v meste x (to s presne mestd, v ktorych musi tradnik smerujtci
do x nechat bonboniéru).

Potrebujeme teda datova Struktiru, v ktorej si budeme pocas DFS paméitat mnozinu
¢isel tradnikov usadenych v mestach aktuélne rozpracovanych prehladédvanim. Zisla by sa
nam podpora rychleho vkladania a mazania prvkov, navyse pozadujeme moznost zistif pocet
prvkov mensich ako nejaké t.

Mohli by sme vyuzit niektory z vyvazovanych bindrnych stromov, ktoré vsetky potrebné
operacie vykonavaju v ¢ase O(logn). Takéto stroméeky sa ale kédia dost... nepohodlne.
Zvycajne si vystacime s kontajnerom set, v ktorom nam tvorcovia STL implementovali
Cerveno-Cierny strom; set ale nepodporuje operacie ,,vrat k-ty najmensi prvok“, ani ,kolky
v poradi je tento prvok?“.

Takze nakoniec sa obratime na o ¢osi mensi kaliber: suctovy intervalovy strom. Mnozinu
¢isel budeme mat reprezentovant ako pole dizky n. Na kazdej pozicii budeme mat uloZzent
hodnotu 0 alebo 1 podla toho, ¢i sa dané ¢islo nachddza v mnozine. Pocet ¢isel menSich ako
t zistime ako stcet intervalu [1,¢ — 1].

Aha, takze vlastne aj intervalovy strom je zbytocne velké kladivo na tento problém.
Bude nam stacit obyc¢ajny suctovy finsky strom. Podrobnosti k jeho implementécii ndjdete
na adrese http://www.ksp.sk/ksp2.0/wiki/Kucharka/FinskyStrom. Snad len spoment,
ze tato Struktura potrebuje na kazda z pozadovanych operacii ¢as O(logn), takze celkova
¢asova zlozitost vzorového riesenia je O(nlogn).

Listing programu:

#include <iostream>
#include <vector>
using namespace std;

int n;
vector<vector<int> > G; // graf
vector<int> T, F, R; // &asy prichodov dradnikov, finsky strom, pole vysledkov

int lastone(int x) { // poslednd jednotka bindrneho zdpisu x
return x & (x ~ (x - 1));

}

int sum(int x) { // sidcet prvych z prvkov
int res = 0;
for (int i = x; 1 > 0; i -= lastone(i))
res += F'[i];
return res;

}

void update(int x, int ¢) { // zvdési hodnotu z-tého prvku o c
for (int i = x; 1 <= n; i1 += lastone(i))
F[l += c;
}

void DFS(int x, int p) { // prehladdvanie z z, dostali sme sa sem z p
RIT[x] - 1] = sum(T[x]); // pocet mensich casov
update(T[x], 1); // zaznadime si, Ze dradnik pride v éase T[x]

for (vector<int>::iterator i = G[x].begin(); i !'= G[x].end(); ++i)
if (xi !'= p) // nechceme sa vracat do otcovského vrcholu
DFS(*i, x);

update(T[x], -1); // a na koniec si tohto dradnika odznacdime

}

int main() {
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cin >> n;
G .resize(n);
for (int i =0; i<n - 1; ++1) {

int a, b;
cin > a > by
—-a, —-b;

G [a] .push_back(b);
G [b] .push_back(a);
}
T .resize(n) ;
for (int i = 1; i <= n; ++i) {

int c;
scanf(“%d“, &c);
Tlc - 1] = i;

}

F.resize(n + 1, 0);
R.resize(n);

DFS(0, -1);

for (int i = 0; 1 < n; ++i)
printf(“%d\n“, RI[i1);

Chyba stubor prikl8.tex!!!

. ; opravoval Usamec
2::9. Tichy lov (max. 25 bodov)

RieSenie za¢neme podobne ako 0smy priklad. Takze opit z nasho grafu vymazeme hrany
po ktorych nejde Ziadna najkratsia cesta a nasledne z neho spravime orietovany graf (smer
hrany vyjadruje smer najkratsej cesty).

V tomto grafe chceme najst najmensiu mnozinu vrcholov inych ako A, B, po ktorych
odstraneni graf nebude existovat cesta z A do B. Pre ¢loveka, ktory ma trochu hlbsie znalosti
grafovych algoritmov je tato tiloha pomerne typicka. My si teraz ukdzeme ako ju riesit.

Redukcia z odstranovania vrcholov na odstranovanie hran

Rovno si povedzme, Ze tiloha, kde by sme hladali ¢o najmensiu mnozinu hran, po ktorych
odstraneni nebude existovaft cesta z A do B.

Preto prva vec, ktorti urobime, bude prevod z jednej tlohy na druhta. Kazdy vrchol z
rozdelime na dva vrcholy z% a z~ nasledovne: Do z~ budi vstupovat vsetky hrany, ktoré
povodne isli do z. Z T buda vychadzat vsetky hrany, ktoré povodne igli z . A vyrobime
novd hranu, ktord vedie z = do x™.

TODO: Obrazok

Ked v takomto prerobenom grafe nidjdeme najmensiu mnoZinu hran, ktora oddeli A™
a B7, tak z nej mnozinu rozdelovacich vrcholov zostrojime jednoducho, pre kazda hranu
vezmeme jeden susedny vrchol z povodného grafu (pre hrany z 2 do y~ je jedno ¢ vezmeme
x alebo y, pre hranu z = do ™ samozrejme vezmeme z). Takto spolu s vrcholmi zrusime
v grafe prislusné hrany a méame rozpojeny graf. Za domécu tlohu si dokazte, ze vzniknuté
mnozina vrcholov bude fakt najmensia.

Minimalny rez a maximalny pocet disjunktnych ciest
To, ¢o vlastne hladdme sa ind¢ vold minimélny rez grafu. Rez grafu je rozdelenie grafu
na dve mnoziny S, T, pricom vrchol A je v mnozine S a vrchol B je v mnozine T'. Velkostou
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12 Tichy lov

rezu nazyvame pocet hran veducich z A do B. A naSou tlohou je najst rez s najmensou
velkostou — minimalny rez. Zjavne ked hrany vedice z S do T z grafu odstranime, tak cesta
vedica z A do B existovat nebude.

Disjunktnymi cestami budeme volat také dve cesty, ktoré nemaji spoloént hranu. Zjavne
medzi A, B nie je viac disjuktnych ciest ako je velkost minimdalneho rezu. D4 sa dokazaf aj,

hladanie maximalneho poétu disjunktnych ciest medzi AT a B~

Zlepsujuce cesty

Otéazka znie ako hladat disjuktné cesty. Mozeme skusit greedy spdsob (pridavat nové
cesty, kym sa neda pokracovat), ale obrazok nas Tahko presved¢i, Ze to nie je dobry pristup.

TODO: obrazok

Predstavme si, Ze mame najdent cestu C ako na obrazku vlavo a hladdme novt cestu
D. To, ¢o by sme potrebovali je zrusit jednu hranu cesty C, prepojit zaciatok cesty D s
pokracovanim cesty C' a najst ceste C' nové pokracovanie. Vysledok bude ako na obrazku
vpravo. Takze to, ¢o potrebujeme je dovolit pri hladani novej cesty vracat sa po uz najdenych
cestach. Zlepsujucou cestou nazveme cestu, ktord iba v smere hran pokial nimi ziadna cesta
nevedie a proti smeru hran pokial tam nejaka cesta vedie. Pouzitie zlepSucej cesty z A do B
(po hranach ktorymi sme sa vracali cesta viest nebude a po hrandch, ktorymi sme isli vpred
budt viest nové Casti ciest) ndm zjavne zvysi pocet objavenych disjuktnych ciest o jedna.

Teraz si rychlo este dokéZeme tvrdenie z predchadzajicej ¢asti. Chceme dokézat, Ze
ximalny pocet disjuktnych ciest. Ozna¢me mnozinou S vsetky vrcholy, kde sa vieme dostat
zlepSujucou cestou z A (do B sa dostat nevieme, lebo ind¢ by sme vedeli zvysit pocet dis-
juktnych ciest). V mnozine T budd zvys$né vrcholy. Zjavne vSetky hrany vedice z S do T st
obsadené nejakou cestou, takze velkost rezu je rovna poc¢tu disjuktnych ciest. VSimnite si, Ze
tento dékaz ndm déava priamy navod na néjdenie rezu.

Zhrnutie
Tak a lohu uz mame vyrieSent. Zhrinme si vSetky kroky.
Najprv sposobom rovnakym ako v 6smej tlohe zostrojime orientovany graf na ktorom
st vSetky najkratsie cesty vedtce z A do B. Toto vieme v ¢ase O((N + M)log N).
Kazdy vrchol rozdelime na dva vrcholy a hrany poprepajame. Toto vieme v ¢ase O(N).
Budeme postupne v grafe hladat zlepSujice cesty, kym sa to da. Jedno hladanie zlep-

.....

O(N(N + M)).

Nakoniec esSte ndjdeme mnozinu vrcholov kam sa zo zaciatku vieme dostaf zlepSujicou
cestou. Hrany medzi touto mnozinou a zvyskom tvoria rez.

Prelozime hrany na pévodné vrcholy.

Takze mame celkovy ¢as O(N(N + M)) a pamétové naroky O(N + M).

Poznamky

Existuje trochu vseobecnejsia tloha ako ta, ktorti sme teraz riesili. Predstavte si, Ze
by sme na hrany dali vdhy. A chceli sme najst rez s ¢o najmensou vahou hréan. Potom by
sme hladali maximélny tok zo zadiatku ku koncu, ¢ize kazda hrana by mali obmedzenie
na kapacitu, ktord miou teéie (resp. pocet ciest, ktoré tadial mozu viest) a vo vrcholoch
sa ziadny tok hromadif nemdze (¢o tam pritecie, to tam odtecie). Riesenie takejto tlohy
je velmi podobné. Budeme tiez hladat zlepsujtce cesty (tento krat na prechod spatne nam
staci, ze tam nieco tecie) a tlacit nimi toho ¢o najviac naraz. D4 sa ukazat, ze pokial hfadame
najkratsie zlepsujiice cesty, tak ¢asové zlozitost rieSenia neprekro¢i O(N M?). Tento pristup
mozeme vyuzit aj pri rieSeni nasej tlohy, na hranich z = do ™ dame kapacitu 1 a na
zvy$nych ddme kapacitu nekoneéno. Pripominam, Ze odhad zlozitost bude stale O(N M),
kedZe riesenie $pecidlny pripad maximélneho toku.
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Chyba stbor prikl10-1.tex!!!

; ; opravoval Usamec
2::9. Temna party (max. 25 bodov)

Pri rieSeni takejto tilohy skoro ni¢ nepokazime, ked si najprv zadanych Iudi utriedime podla
jednej vlastnosti.

Ked sa teraz pozrieme na hodnoty druhej stradnice, tak sme dobrych tcastnikov vybrali
prave vtedy, ked tieto hodnoty si rastice. Takze chceme hladaf najdlhsiu rasticu podpo-
stupnost. Tento problém sa uz v tomto ro¢niku vyskytol a jeho rieSenie si mozete precitat v
rieSeni 6smomeho prikladu z druhej série.

Este st tu dva malé zaddrhle. Potrebujeme vyriesit Tudi, ktory maji rovnaka hodnotu
prvej vlastnosti. Na to aby sme dvoch tychto Tudi nevybrali, tak budeme triedit vzostupne
podla prvej vlastnosti a zostupne podla druhej. Takto ich nemdzeme vybrat, lebo by sme
porusili rastticost druhej vlastnosti.

Druhy problém je vypis konkrétnych vybranych prvkov. Ten vyriesime tak, ze v kazdom
bode si okrem najlepsej aktualnej dizky budeme pamiitat aj najblizsie mensie miesto, ktoré
méame vybrat, aby sme dosiahli najlepsiu dizku.

Vysledné riesenie méa ¢asovu zlozitost O(N 1g N) a pamétova O(N).

Listing programu:

#include <algorithm>
#include <cstdio>
#include <map>
#include <vector>

using namespace std;
#define INF 2000000100

int main() {
int N;
vector<pair<pair<int, int>,int> > data; // najprv parametre potom povodne
// miesto, kvoli triedeniu
scanf(“%d“, &N);
data.resize (N);
for (int i = 0; i < Nj; i++) {
scanf(“%d %d“, &datali].first.first, &datali].first.second);
datal[i] .first.second *= -1; // Prevratime druhu suradnicu, aby sme mohli
// spravne triedit
datali] .second = i+1;
}
data.push_back(make_pair (make_pair (INF, -INF),-1)); // Sentinel
sort(data.begin(), data.end());

// Hladanie najdlhsej rastucej podpostupnosti
vector<int> odkial; // Pre spatnu rekonstrukciu
odkial.resize(data.size());
map<int, int> lis; // Hodnota -> kde sa nachadza
lis[0] = -1; // Sentinel
for (int i = 0; i < data.size(); i++) {
map<int, int>::iterator it2 = lis.lower_bound(-datal[i] .first.second);
map<int, int>::iterator it = it2;
it2--; // Mensi prvok
odkial[i] = it2->second;
if (it '= lis.end())
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14 Trdpenie stromamsi

lis.erase(it) ;
lis[-datal[i] .first.second] = i;
}

// Vypisanie vystupu

vector<int> output;

int cur = odkial[N];

while (cur !'= -1) {
output.push_back(data[cur] .second) ;
cur = odkial[cur];

}

printf(“%d\n“, output.size());

for (int i = output.size()-1; i > 0; i--)
printf(“%d “, outputlil);

printf(“%d\n“, output[0]);

. . . vzorak pisal Zemco
7. Trapenie stromami (max. 25 bodov)

S trapenim stromami sa trapil len jeden riesitel. Skoda, e vas nebolo poZehnanejsie, pretoze
priklad to bol velmi prijemny, pekny a relativne nie tazky (méa vsetky predpoklady idealneho
zivotného partnera). Jediné, ¢o mohlo odradit, je netrividlna matematika v pozadi. Aby ste
sa nestazovali, vedzte, Ze tento priklad je polského povodu a (ne)riesili ste jeho zlahcenu
verziu :-).

Na tvod vzordku si podme situaciu trosku zjednodusit a uvazovat pocitanie vyslednej
hodnoty priamo a nie ako zvySok po deleni 1000000009. Toto c¢islo ozna¢me M, nech Set-
rime atramentom a naSimi lesmi, aj ked t4 zbyto¢nd poznamka o Setreni minula viac lesa
ako vSetky vyskyty ¢isla M v dalSom texte, nehovoriac o dalSom zbytoénom pokracovani
tejto vety. .. Pozrieme sa na tlohu ¢isto matematicky a nebudeme uvazovat obmedzenie na-
sich pozemskych vypoctovych zariadeni pamétat si lubovolne velké ¢isla. V tomto vzoraku
predpokladame, Ze botanické pojmy ako strom, podstrom, list a koreni su ¢itatelovi zname.
Obdobne by bolo dobré, keby ¢itatel vedel, ¢o je to binomicky koeficient.

Méame dant Struktiru stromu. Cely algoritmus bude prebiehat prehladdvanim tohto
stromu a postupnym vyhodnocovanim zdola hore. Kazdy podstrom si mozeme predstavit
ako samostatny strom, ktory pozostava z nejakého poctu vrcholov p. Preto mozeme uvazovat
podilohu o poéte moznosti rozdelenia ¢isel 1,2,. .., p v tomto podstrome. Ak mame podstrom
s koretiom vo vrchole v, potom tento pocet rozdeleni ozna¢me P(v). Pre strom pozostévajuici
z jediného vrcholu je lahko vidno, ze odpoved je 1.

Vo vSeobecnej situdcii mame dany podstrom s koretiom u a k synmi vy, vs, ..., U,
ktori su korenimi podstromov s t1,...,tx vrcholmi. Uvazujme, Zze rekurzivne pracujice pre-
hladavanie do hibky uz spoéitalo pocet kombinacii v podstromoch a teda vieme hodnoty
P(vy), P(va), ..., P(vg) a rovnako vieme aj hodnoty ¢;,%s,...,tx. Prvd vec, ktort chceme
zistit, je pocet vrcholov v podstrome s koreriom u. To nie je ale ni¢ iné ako stcet hodnot ¢;
a eSte plus jedna, pretoze potrebujeme zapocéitat aj samotny vrchol u. Ozna¢me tento pocet
vrcholov T

Teraz predpokladajme, Ze v celom tomto strome budeme umiestiovat hodnoty 1,2,...,7T.
Je zjavné, ze ¢islo 1 bude musief byt pouzité v koreni, inak by nemohla byt dodrzana vlast-
nost haldy. Ostali ndm ¢isla 2, ..., T, tieto budeme rozmiestniovat medzi podstromy synov.

Myslienka je, ze ked vyberieme niektoré z tychto ¢isel a povieme, Ze tieto pouzijeme na
oznacenie vrcholov v niektorom konkrétnom podstrome s koreniom v v; pre nejaké ¢, tak
moznosti, ako usporiadat tieto ¢isla v rdmci tohto podstromu je prave P(v;). TODO
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Trapenie stromams 15

Predstavme si, Ze strom s vrcholom

Toto pozorovanie sa dé rozsirit o dalsich synov nasledovnou tvahou.

Keby si niekto tento vztah algebraicky rozpisal (to znamena miesto binomickych koefi-
cientov napisal zlomok s faktoridlmi) a zacal si to zjednodusovat, pride na to, Ze sa to rovna
¢islu:

Toto je presne pocet sposobov, ako rozdelif T-1 ¢isel medzi podstromy s prislusnymi
poc¢tami vrcholov. TODO

Ako to vypodatat ako zvySok po deleni M7

Operacii zvysok po deleni M hovorime mudro a kratSie modulo M. Ako sa neskor pre-
sved¢ime, poziadavka o odpovedi modulo M nam Setri potrebu paméitat si lubovolne velké
¢isla, ¢o je vo vSeobecnosti velkd ostara. Ozna¢me operaciu modulo pomocou symbolu per-
centa %. Napriklad, 11 % 4 = 3. Praca s ¢islami modulo M ma niektoré dost prijemné
vlastnosti. Ked chceme poznat stéin dvoch obrovskych ¢isel modulo M, sta¢i ndm poznat
hodnutu tychto ¢isel modulo M, tie vynéasobit (a odpoved pripadne este znova zmodulovat).
Matematickejsie:

(p1-p2) % M = ((pr % M) - (p2 % M)) % M

Napriklad, ak chceme poznat vysledok (45127 -31243) % 5, tak nepotrebujeme v skutoé-
nosti poznat celé (relativne) velké ¢isla, ale kedze 45127 % 5 = 2 a 31243 % 5 = 3, potom
(45127-31243) % 5=(2-3) % 5 =6 % 5 = 1. Kto chce, nech si uvedeny fakt na dva riadky
dokaze. Tento teda fakt ukazuje, Ze je jedno, ¢i si pamédtame celé ¢isla alebo len ich zvysky
po deleni M.

Ako uz naznacuje vztah vyssie, okrem nasobenia potrebujeme aj delenie modulo M.
Co je to vlastne delenie modulo M? Jednému by mohla byt odpoved na tto otazku velmi
tazko predstavitelné. My vlastne pracujeme s celymi ¢islami 0,1, ... M — 1, tak ako je mozné
vypocitat napriklad 3/57 Nuz, na vysvetlenie pouzijeme mnozinu ¢isel, ktoré sa objavuju
pri operaciach modulo 7. Uvedme najprv tabulku s vysledkami operacie nasobenia na tejto
mnozine:

= lot D OY || O W
N[> R W[ O
RN |[W R[OS

STl WSSO

W DN R O]

S| x| W IN|=]|O
(=l el ol Rol =N Nkl NRoll N}
| U x| W N =]O

Prislusné policko sme dostali ako vysledok operacie nasobenia dvoch ¢isel a potom vy-
pocitali zvySok po deleni siedmimi. Potreba zistif = v rovnici § = z je rovnaké ako potreba
zistit = v rovnici a = z - b. Cize ekvivalentd formulcia je: ¢im mam vynésobit b, aby som
dostal a (samozrejme, v moduldrnej aritmetike)? Napriklad, nahliadnic do tabulky vyssie,
vidime, zZe % = 4. Totiz, ak chceme trojku vynésobif x aby bol vysledok 5, potom je vhodné
x rovné 4 (skutoény vysledok je 12, zvySok po deleni 7 je prave 5). Existuje samozrejme
vela takych ¢isel, avSak tabulka prezradza, Ze v rozmedzi 0 az 7 je také prave jedno. Toto
mimochodom plati pre kazdé mozné a a b okrem nuly.
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16 Trapenie stromami

Méme teda rovnicu @ = z - b. Predstavme si, ze k obom strandm prindsobime nenulovy
prvok, ktory oznaéime ako b~! a pre ktory bude platit b-b~! = 1. Z pravej strany rovnice
a-b1 =x-b-b"! odstranime b-b~! (pretoZe jedna krat x je rovnaké x aj v moduldrnom
nasobeni) a dostavame a-b~! = z. To znie super, pretoze sme koneéne osamostatnili hladané
x a zaroven uz pracujeme len s operaciou nasobenia.

Tajomné b~! budeme nazyvat inverzny prvok k prvku b. Vo vieobecnosti ich méze byt
vela (alebo ziaden), avSak pohlad do tabulky prezradza, ze ak sa pohybujeme v aritmetike
modulo 7, ku kazdému ¢islu okrem 0 existuje prave jeden. V tabulke nizsie si mézete pozriet
inverzné prvky pri poc¢itani modulo 7. Tento fakt plati pre vSetky prvocisla, dékaz si na tomto
mieste odpustime. Aj nase M zo zadania je prvodéislo! Takze uz to zadina niekam smerovat:
ak budeme chciet delit ¢islom b, sta¢i miesto toho vynasobit jeho (existujicim a unikétnym)
inverznym prvkom.

Hodnota 0 1 2 3 4 5 6

Inverzny prvok - 1 4 ) 2 3 6

Otézka zostéva, ako efektivne zistit inverzny prvok k danému ¢islu. Jeden sposob je len
jednoducho dané b skusat nésobif 1, 2, ... az kym niekedy nevyjde jedna — dany stucinitel by
bol hladany inverzny prvok. Toto néas ale stoji ¢as O(M), ¢o je v nasSom pripade nepripustné.

Nasttpit teda musi sofistikovanejsia tedria, ktora nebudeme rozoberat do hibky. Jeden
zo sposobov je vyuzit mala fermatovu vetu. Nech p je prvocislo, n je ¢islo medzi 0 a p — 1.
Potom

a’? %p=a

Ak sa pozrieme na uvedend rovnicu a vykratime obe strany ¢islom a, potom dostdvame
upravend verziu

(a*2-a)%p=1

TakZe vidno, Zze k lubovolnému ¢islu a je inverzny prvok jeho vlastnid mocnina na p — 2
(umocnend modulérne). No umocnit hodnotu na p—2 vieme v ¢ase O(log P). Dajme si znova
priklad: nech chceme vypocéitat &islo b°3. To méZzeme zapisat ako 32 - b16 . p% . bl. Teda, je to
sucin niektorych mocnin b, priCom hodnoty exponentov st mocniny dvojky. Takze vieme za-
¢at s b a postupnym umoctiovanim na druht dostavat b2,b%, b2, . ... Samozrejme, priebezne
treba ¢islo aj modulovat, aby sa ndm zmestil do premennej. Popri tom si moZzeme priebezne
pocitat vysledok a obcas k nemu prinasobif nejakd t narastajicu mocninu b. Odpoved na
otazku, kedy to mame prindsobovat, ndm déva bindrny zapis Zelaného exponentu. Vieme,
Ze 53 v bindrnom zépise je 110101. Idic od zadu tohto zapisu (najmenej vyznamnej cifry),
vidime, ze b! prinasobif mame a b? nie, pretoze prisnusné cifra 53 je nula, a takymto spdso-
bom pokracovat az dokonca. No a pocet krokov tohto umocitiovania je timerny dlzke zapisu
exponentu v bindrnej ststave, ¢o je logaritmus so zdkladom dva (zaokrahleny nahor na celé
¢islo).

Zhrnutie celého algoritmu: prehladavanim do hibky zistujeme vysledok najprv pre pod-
stromy pod synmi konkrétneho vrcholu. Potom na zaklade tychto vysledkov pocitame hod-
notu pre dany vrchol podla uvedeného vzorca. Toto ¢islo vyhodnocujeme osobitne ako ¢itatel
a menovatel a ked spocitame tieho hodnoty, jednoducho ¢itatela vynésobime inverznym prv-
kom pre vypocitany menovatel. V jednom vrchole travime ¢as imerny poc¢tu hran iducich z
neho, takze pre kazdi hranu vykonavame konStantny pocet operacii. Hran je presne N — 1,
spolu je to teda ¢as O(NN). Okrem toho v kazdom vrchole hladdme inverzny prvok, dokopy
nas to teda stoji ¢as O(N log M). Kym O(M) bolo nepripustné, hodnota log M je v nasom
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Trapenie stromams 17

pripade menej ako 32, ¢o je celkom kamaratska konstanta. Kedze si musime pamiitat cely
graf, vyslednd pamif je linedrna.

Listing programu:

#include<vector>

#include<cstdio>

using namespace std;

typedef pair<int,long long> PILL;
#define M 1000000009

#define MAXN 1000000

int N;

//faktorialy modulo M

long long FIMAXNT];

//pre kazdy vrchol zoznam synov
vector<vector<int> > G;

//vypocita exponent modulo M, v logaritmickom case
long long modexp(long long co, int nakolku){
long long vratim = 1;
long long exp = co;
while(nakolku > 0){
if (nakolku % 2){
vratim *= exp;
vratim %= M;
}
nakolku /= 2;
exp *= exp;
exp %= M;
¥
return vratim;

}

//vypocet inverzneho prvku modulo M

long long inverzny(long long prvok){
return modexp(prvok, M - 2);

}

//spocitame velkost podstromu a pocet moznosti pre koren v
PILL rataj(int v){
long long citatel = 1;
long long menovatel = 1;
//sucet = pocet vrcholov v tomto podstrome
int sucet = 0;
for (int i=0;i<G [v] .size();i++) {
//p.first - pocet vrcholov v podstrome, p.second - pocet moznosti
PILL p = rataj( GIv][i] );
citatel *= p.second;
citatel %= M;
sucet += p.first;
menovatel *= F[p.first];
menovatel %= M;
}
citatel *= F[sucet];
citatel %= M;
return make_pair( sucet + 1 , ( citatel*inverzny(menovatel) ) % M);

}

int main(){
scanf(“%d “,&N);
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18 Trapenie stromami

G .resize(N+1,vector<int>());
F[0] = 1;
for (int i=1;i<=N;i++) FI[i] = (F[i-11*i) % M;
for (int i=2;i<=N;i++){
int x;
scanf(“%d “,&x);
G [x] .push_back(i) ;
}
printf(“%lld\n“,rataj(1) .second) ;
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