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Dva diskrétne problémy na avod

Spolo¢ny setting: Mame N Tudi a M druhov jedla. O kazdom ¢loveku vieme mnozZinu jedal,
ktoré je ochotny zjest.

Problém #1: Cecilka organizuje party pre vSetkych N Tudi a chceme to mat s ¢o najmensou
namahou. Preto by chcela vybraf ¢o najmenej druhov jedla, ktoré pripravi. Samozrejme tak,
aby si kazdy nasiel aspoii nieco, ¢o je ochotny zjest.
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Problém #2: Paulina rada vari, a tak navarila vsetkych M jedal. Teraz by rada pozvala c¢o
najviac spomedzi dotyénych N Tudi na navstevu. Nechce ale, aby sa niektori dvaja pohadali,
ze obaja chct to isté jedlo. Aby tomu naisto zabranila, potrebuje, aby vsSetci pozvani mali po
dvoch disjunktné mnoziny chuti.

1.1 Este raz v blede modrej mnozinovej forme

V oboch pripadoch ide o zname problémy.

Ten Cecilkin sa vola SETCOVER a v mnozinovej terminolégii znie nasledovne: Mame mno-
zinu prvkov A = {1,..., N} a tiez postupnost B tvoreni M podmnozinami mnoziny A. Z
postupnosti B treba vybrat ¢o najmenej prvkov tak, aby ich zjednotenim bola celd mnozZina A.

Inymi slovami, treba z B vybrat ¢o najmenej mnozin tak, aby dokopy ,,pokryli“ celi A.

Ten Paulinin sa vola SETPACKING. Tentoraz mame mnozinu prvkov B = {1,..., M} a postup-
nost jej podmnozin A. Z postupnosti A chceme vybrat ¢o najviac prvkov tak, aby kazdé dva
boli disjunktné.

Inymi slovami, treba z A vybrat ¢o najviac mnozin, ktoré sa naraz ,zmestia“ do B.

Oba tieto problémy, teda presnejsie ich rozhodovacie verzie, si N P-tiplné.

1.2 Prvy priklad duality

Nage dva problémy st v istom zmysle dudlne. Aby sme to lepsie videli, predstavme si maticu
Z rozmerov N x M, v ktorej v riadku i a stlpci j je 0 alebo 1 podla toho, ¢ Elovek i zje jedlo j.

Na tejto matici teraz moZzeme nase tlohy preformulovat nasledovne:
C: Vyber ¢o najmenej stipcov tak, aby v kazdom riadku bola vybrata aspoii jedna 1.

P: Vyber ¢o najviac riadkov tak, aby v kazdom stipci bola vybraté najviac jedna 1.

Vidime teda, ze zadania sa na seba podobaji. Ale stuvisia spolu aj riesenia?

Suvisia. Presnejsie, plati nasledujtce tvrdenie: Nech sy,. .., s. je nejaky (nie nutne optimalny)
viber stlpcov, ktory spliia podmienku C, a nech rq, . . . .7 je nejaky (opét, nie nutne optimalny)
viber riadkov, ktory spliia podmienku P. Potom ¢ > p.

(To isté slovne: Lubovolné riesenie pre pakovanie ndm déva dolny odhad pre minimalne pokry-
tie. Lubovolné riesenie pre pokrytie ndm dava horny odhad pre pakovanie.)

Preco? Pozrime sa na riadky rq,...,7,. Mohol nastat jeden patologicky pripad: Niektory z
tychto riadkov moze obsahovat samé 0. Ale ak toto nastalo, tak neexistuje Ziadne rieSenie
problému C — aj keby sme vybrali tplne vietky stipce, v tomto riadku 1 nebude obsahovat
ziaden z nich.

Moézeme teda predpokladat, Ze kazdy z riadkov rq,...,7, obsahuje aspon jednu 1. Co vieme
teraz povedat o rieSeni problému C? Potrebujeme vybraf takt mnozinu stipcov, aby sme v
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kazdom riadku vybrali aspoii jednu 1. Specidlne teda musime vybrat aspori jednu 1 v kazdom
z riadkov 71, ...,7,. LenZe kedze tieto riadky st rieSenim problému P, fubovolny stipec m4 1
nanajvys v jednom z nich. Aby sme teda vybrali asponl jednu 1 v kazdom z riadkov rq, ..., 7,
musime vybrat aspoii p stipcov, q.e.d.

(Ddkaz sa samozrejme dal robif aj opacnym smerom. Majme nejaky vyber stipcov si,. .., s,
taky, ze v kazdom riadku vyberieme aspoii jednu jednotku. Co teraz vieme povedat o rieeni
problému P? Kazdy riadok, ktor§ vyberieme, ma 1 v aspoil jednom zo stlpcov s, ..., s.. Ak
by sme teda vybrali viac ako ¢ riadkov, ur¢ite by sme (z Dirichletovho principu) dostali nejaké
dva, ktoré majt 1 v tom istom stipci — a to nesmieme. Preto mézeme vybrat najviac ¢ riadkov,

q.e.d.)

Poznamka na zéver: Ani ak mame zarudené, ze ma problém C rieSenie, nemusi nastat rovnost
medzi velkostou minimélneho pokrytia a velkostou maximélneho pakovania. Neskor uvidime,
7e rovnost by v takomto pripade vzdy nastala, ak by sme povolili ,vyberat riadky/stlpce ¢ias-
to¢ne, t. j. napriklad zobraf 0.7-krat prvy a druhy a 0.6-krat piaty stipec.

2 Toky a rezy

Ind znama dualita, dokdzana panmi Fordom a Fulkersonom, je dualita medzi maximalnym
tokom a minimalnym rezom v orientovanom grafe.

Instanciou pre oba problémy je orientovany ohodnoteny graf s dvoma $pecialnymi vrcholmi s
at (source, target). Ohodnotenia hran nech st pre jednoduchost nezaporné celé ¢isla. Pri toku
ich volame kapacity, pri reze zvicsa ceny.

Pri maximalnom toku sa na graf divame ako na stustavu potrubi (s chlopiiami, aby boli jedno-
smerné), pricom o kazdom vieme, aki ma priepustnost za sekundu. Cielom je zistif priepustnost
siete — kolko najviac vody modzeme kazdi sekundu pustif do s tak, aby vSetka stihala odtekat
z t?

Formélnejsie, kazdej hrane e chceme priradit nejaky tok f., ktory bude nezdporny a nanajvys
rovny jej kapacite c.. Toto priradenie musi byt také, ze v kazdom vrchole okrem s a t spliia prvy
Kirchhoffov zédkon — teda stcet toku na prichddzajicich hrandch musi byt rovny stctu na od-
chédzajuacich. Velkostou toku je potom rozdiel medzi si¢tom odchadzajticeho a prichddzajuceho
toku v s. (Ekvivalentne sa to da definovat aj v t.)

Pri miniméalnom s — ¢ reze je nasim cielom ,rozstrihnat“ niektoré hrany tak, aby sa uz z s do
t nedalo dostat. Formalnejsie, s — t rez je particia mnoziny vrcholov na dve podmnoziny P; a
P, také, 7e s € P; at € P,. Cena tohto rezu je rovna suctu cien vsSetkych hran, ktoré zacinaja
v P, a kondia v P,. (Toto st hrany, ktoré musime rozstrihnat, ak chceme zabezpecit, aby sa z
Py nedalo dostat do P;.)
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2.1 Dualita tokov a rezov

Pre toky a rezy plati podobnd dualita ako v predchadzajicom priklade: velkost Tubovolného
platného toku je mensia alebo rovné ako velkost lubovolného rezu.

Dékaz je zjavny: pozrime si lubovolny rez (P, P;). Z mnoziny P; do mnoziny P, vieme za kazdt
sekundu pretla¢if nanajvys tolko vody, kolko ,pusti“ tento rez. A kedze s € P, at € P,, tento
rez tym padom obmedzuje mnozstvo vody, ktoré vieme ,pretlacit“ z s do ¢ pri Tubovolnom
toku.

Tentokrat vsak navyse plati aj tvrdenie o rovnosti: vzdy existuju tok a jemu zodpovedajici rez
také, ze ich velkosti sa rovnaju.

Jeden mozny dokaz je zaloZeny na zlep$ujucich cestach. Majme Iubovolny tok. Zostrojime zvys-
kov sief nasledovne: pre kazdt hranu e = wv v povodnom grafe: ak je f. < c., pridame do
zvyskovej siete hranu e, a tiez ak f. > 0, priddme do zvyskovej siete hranu e = vu.

Ak by v tejto sieti existovala cesta z s do t (takato volame zlepsSujica cesta), znamena to,
ze povodny tok vieme zvicsit — vieme zobrat jednotkové mmnozstvo vody navySe a to sietou s
povodnym tokom ,pretlacit po prave najdenej ceste.

KedZe st kapacity celé Cisla, tento postup méZzeme opakovat len konecne vela krat. V koneénom
case teda dostaneme tok, pre ktory uz ziadna zlepsujica cesta neexistuje. V tomto okamihu
nech P; je mnozina tych vrcholov, do ktorych existuje zlepSujtica cesta a P, nech je mnozina
zvysnych vrcholov. Takto sme zjavne dostali s — ¢ rez.

Vsimnime si teraz, ako vyzera nas tok na rozhrani P, a P,. Nech e je fubovolna hrana z P; do
P,. Potom musi byt f. = ¢, inak by sme sa vo zvyskovej sieti vedeli dostat do vrcholu z P,.
Analogicky, nech € je Tubovolna hrana z P» do P, potom musi byt f; = 0.

Dostévame teda, ze celkovy tok z P, do P, je presne rovny cene rezu (P, P2). Lenze tento tok
z P, do P, je nutne rovny velkosti nasho toku — je jedno, ¢i ju meriame pri zdroji alebo hocikde
inde. Preto sme nasli tok a rez, ktoré maju rovnaki velkost, a teda st oba optimaélne.

2.2 Hrladanie toku a rezu ako linearne programy

Ulohu o nijdeni maximalneho toku vieme trividlne formulovat ako linearny program. Budeme
mat jednu premennu f, pre kazda hranu e. Obmedzenia pre tok na jednotlivych hranach su
zjavne OK. Takisto Kirchhoffov zdkon pre vrchol je linedrny — konkrétna kombindacia pre-
mennych f. s koeficientami 1 alebo —1 m4 byt rovna nule. A do tretice, aj funkcia, ktoru
maximalizujeme, je takouto kombinaciou premennych pre hrany incidentné s vrcholom s.

Suvis tokov a rezov naznacuje, Ze aj tloha o minimalnom reze by sa mala daf formulovat ako
linearny program. Ako na to?

Jedna moZnost vyzera nasledovne: Pre kazdy vrchol  budeme mat jednu premenna p,, ktora
budeme volat jeho potencidl. Tieto potencidly musia byt z intervalu [0, 1], pri¢om pozadujeme
ps = 1 a p; = 0. Pre Tubovolnt hranu e = uv nazvime hodnotu w, = p, — p, jej vdhou. Cielom
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bude minimalizovat hodnotu ) _ c.w.. Toto je zjavne nejaka linedrna kombinacia premennych
Pz, takze vsetko je v poriadku a mame linearny program.

Preco ale tento program zodpoveda minimalnemu rezu? Vsimnite si, Ze sice sme povolili necelo-
Ciselné potencidly (podobne ako pri maximéalnom toku povolujeme necelo¢iselné toky), nikdy sa
nam ale neoplatia. Pre Tubovolné rieSenie totiz plati, Zze ak mame vrchol x taky, ze 0 < p, < 1,
tak asponl jedna zo zmien ,nastav p, na 0“ a ,nastav p, na 1“ ndm nezvysi celkovi cenu. Exis-
tuje teda optimalne riesenie, v ktorom je kazdé p, rovné 0 alebo 1, a toto rieSenie evidentne
zodpoveda minimalnemu rezu.

Vsimli ste si chybu, ktord sme timyselne ponechali v predchadzajicej tvahe?

Té je v tom, Ze tak, ako sme tento LP formulovali, sa nam spokojne moze stat, Ze niektoré
hrany budd mat zaporny rozdiel potencidlov. (Pri reze (P, P») by $lo o hrany z P, do P;.) A
toto nie je to, ¢o chceme. My by sme tieto hrany chceli odignorovat (netreba ich rezaf), lenze v
nasom linearnom programe kazda takato hrana znizi hodnotu funkcie, ktortt minimalizujeme.

Uvazujme napriklad jednoduchy graf len s dvoma vrcholmi s a ¢, a s dvoma hranami st a ts,
oboma s jednotkovou cenou. Ak by sme zostrojili LP podla vyssie uvedeného postupu, dostali
by sme LP, ktory by mal optimélne rieSenie 0 — pre Iubovolné pripustné hodnoty premennych

Ds a Pt

Ako teda tuto situaciu zachranit? Pre kazdd hranu uv oznacme d,, hodnotu, ktorou chceme
aby prispela do rieSenia. Ak je p, — p, kladné, malo by byt d,, = p, — p., inak by malo byt
dy, = 0. Toto vieme v reéi LP zapisat pomocou podmienok d,, > 0 a dy, > p, — p.,. Funkcia,
ktort budeme minimalizovat, sa potom zmeni na ) _d. - c..

(V&imnite si, Ze z nami uvedenych podmienok vyplyva len d,, > max(0, p, —p,), v optimalnom
rieSeni vSak zjavne bude pre kazda hranu platif rovnost.)

3 Dualita medzi covering a packing LP

Nech A je matica M x N nezapornych realnych ¢isel, nech b je vektor N nezapornych realnych
¢isel, a nech ¢ je vektor M nezapornych realnych cisel.

Covering (pokryvaci) LP je LP s premennymi x = (z1,...,2y) v ktorom je cielom minimali-
zovaf > bjx; pri podmienkach Vj:x; > 0aVi: ) A;jx; > .

Packing (pakovaci) LP je LP s premennymi y = (y1,. ..,y ) v ktorom je cielom maximalizovat
> ¢iy; pri podmienkach Vi :y; > 0a Vj: Y Ay < b;.

Oba LP si teraz ukdzeme na prikladoch

3.1 Priklad s cukrarnou

Cyril sa vybral do cukrarne. M4 chut na tri rozne dobroty: ¢okolddu, karamel a cukor. Jeho
cielom je zjest aspon ¢; jednotiek ¢okolady, asporni ¢, karamelu a aspoii c3 cukru.
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V cukrarni vsak nepredavaju cukor, ale kolace. Menovite dva druhy: veterniky po b; peniazkov a
karamelové rezy po by peniazkov. Ak Cyril pekne poprosi, odkroja mu aj ¢ast kolaca a naictuju
mu za fu prislusni ¢ast ceny.

Matica A bude popisovat zlozenie kolacov. Kola¢ j obsahuje presne A, ; jednotiek suroviny i.

Z Cyrilovho pohladu dostéavame nasledujici linearny program: Cielom je minimalizovat hod-
notu byxy + boxo, t. j. sumu, ktort za kolace zaplati. Pre kazdu dobrotu dostavame jednu
podmienku, ktora hovori, Ze kiipené kolace musia mat dotyénej dobroty dost. Teda napr. pre
cukor dostavame podmienku As 21 + As 27 > cs.

Toto je covering LP. Cyril musi vybrat kolace, ktoré kupi, tak, aby pokryl vSetky svoje potreby.
Vsimnite si, Ze covering LP je zovSseobecnenim nasho tplne prvého problému SETCOVER. Cyril
musi v matici A nastavit vahy stipcov tak, aby v kazdom riadku dostal dostato¢ne velky
vahovany sucet.

Pozrime sa teraz na situdciu v cukrarni z opa¢ného uhlu pohladu. Cukrar zistil, Ze nemé ziadne
suroviny na to, aby Cyrilovi napiekol kolace, a tak odisiel do obchodu. Obchodnik Pavol vie,
ze cukrar ide nakupovat pre Cyrila, pozné teda tiez hodnoty A, b aj c. A kedze obchodnik je
liska mazana, rozhodol sa upravit ceny surovin (t. j. cokolady, karamelu a cukru) tak, aby jeho
zaruceny zisk bol ¢o najvyssi.

Pavlove premenné y,, ys, y3 teda predstavuju cenu jednotky cokolady, karamelu a cukru.

Podmienky, ktoré musi dodrzat, vyplyvajui z cien, za ktoré cukrar predéva hotové kolace. Ak by
cukrara suroviny vysli drahsie, nenaktpil by tu. Teda napr. pre veternik dostavame podmienku
Ay + Ao iye + Azays < by

Pri dodrzani podmienok mé Pavol isté, Ze cukrar nakapi dost na to, aby splnil Cyrilovu pozia-
davku. Pavol méa teda isty zisk c1y; + caya + c3y3, a jeho cielom bude tento maximalizovat.

Toto je packing LP, zovSeobecnenie problému SETPACKING. Pavol uréuje vahy riadkov matice
tak, aby v ziadnom stlpci neprekrocil stanoveny limit.

3.2 Priklad s privesmi

Tentoraz zacneme packing problémom. Mame firmu, ktord vyraba tri typy privesov za auto:
oby¢ajny, predizeny a kryty. Vsetko, o vyrobi, rovno prediva $tatnym institicidm za vopred
dohodnuté ceny. Zisk je ¢; za kazd§ oby¢ajny, ¢, za kazdy predlZeny, a c; za kazdy kryty prives.

Problémom je, Ze na vyrobu privesu je treba dva druhy préac: opracovanie dreva a opracovanie
kovov. Na obe prace ma firma len obmedzent kapacitu. (A kvoli tomu teda nestiha vyrobit
privesov nekoneé¢ne vela.) Rozne privesy si vyzaduju rozne vela prace.

Presnejsie, j-ty typ privesu si vyzaduje A; ; jednotiek ¢-teho typu préace. Firma za tyzden stihne
spravit nanajvys b; jednotiek i-teho typu prace.

Z pohladu firmy tu méme ocividny packing problém: Premenné y;, ktoré volime, st pocty
privesov kazdého typu, ktoré vyrobime za tyzden. (Tieto poc¢ty mdzu byt aj necelociselné,
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jednoducho potom ostane nejaky prives rozrobeny a v dalSom tyzdni sa na nom pokracuje.)
Maéame obmedzenia na vyrobu, a pri ich dodrzani chceme maximalizovat zisk.

Vyhodou tejto metafory je ocividnost nasledujiceho kroku. Polozme si nasledujicu otazku:
Firma dostala moznost prenajat si navySe nejaké vyrobné haly a pracovnikov, ¢im jej stipnu
obmedzenia na oba typy prace. Kolko méa nanajvys byt nasa firma ochotné zaplatit za kazdu
jednotku prvého typu prace navyse? A kolko za jednotku druhého typu?

Tieto hodnoty sa zvykni oznacovat tiefiové ceny préace (shadow prices).

Ozna¢me si z; a , tiefiovll cenu jednotky prace prvého a druhého druhu. Co o nich vieme
povedat?

Keby nam niekto dal A; ; jednotiek prace prvého a A, ; jednotiek prace druhého druhu, mézeme
si vyrobit navySe jeden obycajny prives, a tym zarobit c¢;. Skutocna cena tejto prace (vSetkej
dokopy) je teda aspoil c¢;. (Vieme zarobif ¢; a mozno nejakym lepsim spdsobom aj viac.)
Dostavame teda nerovnost Aj 11 + Ag 122 > 1. Uvahu samozrejme zopakujeme aj pre ostatné
druhy privesov.

No a uz sme takmer doma. NaSa firma za tyzden vie spravit b; jednotiek prace i-teho druhu.
Teda vsetka prava, ktort dokopy za tyzden spravime, méa cenu by x+boxs. A samozrejme realnej
cene nasej prace zodpoveda najmensia moznéa hodnota tohto vyrazu pre pripustné hodnoty x,
9.

Vsimnite si, ¢o sme prave dostali. Rovnako ako v predchadzajicom priklade sme pre dané
data sformulovali dva rdézne linearne programy. Tentokrat sme vSak ukazali aj stvis medzi
nimi: zacali sme s packing problémom a ukéazali sme, ze k nemu dualny covering problém v
skutocnosti pocita iidaje stivisiace s rieSenim poévodného problému.

Este stale nevieme presne, aky je medzi naSimi dvoma dudlnymi LP vzfah, ale uz sa tam
dostévame.

4 \/Seobecna dualita

Nech A je matica M x N realnych ¢isel, nech b je vektor N realnych ¢isel, a nech ¢ je vektor
M reélnych ¢isel. (VSimnite si, Ze uz nepozadujeme ich nezépornost.)

Uvazujme LP s premennymi y = (yi1,...,ynm) v ktorom je cielom maximalizovat ), c;y; pri
podmienkach Vi:y, > 0aVj:> . Ay <b,.

(Uvedomte si, Zze toto je normdlny tvar pre linedrne programy, hocijaky LP vieme upravit
do tohoto tvaru. Rovnost nahradime dvoma nerovnostami, nerovnost so zlym znamienkom
prenasobime —1.

Jeho dudlnym linedrnym programom budeme volat LP s premennymi x = (z1, ..., zy) v ktorom
je ciefom minimalizovaft Zj bjx; pri podmienkach Vj : 2; > 0 a Vi : Zj Az > ¢

Ak niekedy budeme potrebovat pomenovat prvy popisany LP, budeme ho volat primarny.
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Vsimnite si, ze premenné dualneho LP v istom zmysle zodpovedaju obmedzeniam primarneho
LP. A naopak, obmedzenia v dudlnom LP zodpovedaji premennym v primarnom.

Tiez si vSimnite, Ze keby sme nasli duédlny LP k ndSmu dualnemu LP, dostali by sme spét nas
primarny LP.

4.1 Weak duality theorem
V tejto Casti sa konecne dostavame k doélezitym poznatkom o dualite. Ich formulacia uz iste
nikoho neprekvapi, kedze ide o zovSeobecnenie tvrdeni, ktoré sme uz stretli na prikladoch.

Weak duality theorem hovori nasledovné: Nech i, ..., yy je lubovolné pripustné (nie nutne
optimalne) rieSenie primarneho LP a nech zy,...,zx je ubovolné pripustné rieSenie dualneho
LP. Potom hodnota riesenia primarneho LP je mensia alebo rovna ako hodnota riesenia dudl-
neho LP.

(Co nam tato veta hovori o okrajovych pripadoch? V prvom rade to, ze ak jeden je z nasich
LP neohranic¢eny, tak ten druhy nemoze mat vobec ziadne pripustné rieSenie. A pozor, este je
tu jeden Specidlny pripad: moze sa stat, Ze pripustné rieSenie nem4 ani jeden z nich.)

Dokaz je trividlny, tato skuto¢nost vyplyva priamo z pripustnosti dotyénych dvoch rieseni.

Riesenie priméarneho LP spliia podmienky Vj : > Aijui < bj, zatial ¢o rieSenie dudlneho LP
spliia podmienky Vi : Zj Az > ¢

Pozrime sa najskor na primarny LP. Pre fubovolné j plati ). A; jy; < b;. Zoberme hodnotu x;
z rieSenia dudlneho LP. O tej vieme, Ze je nezaporna. Preto plati aj >, A; jx;y; < b,x;.

Pre kazdé j takto dostaneme jednu nerovnicu. Ked ich vSetky séitame, dostavame:

DY Aijayy < by
i j

Ked spravime analogické tpravy s podmienkami pre dudlny LP, dostdvame druht nerovnost:

ZZAi,jxjyi = Zciyi
i i

Zlozenim tychto dvoch nerovnosti dostavame » bz > > iy, q.e.d.

4.2 Strong duality theorem

Strong duality theorem néas ni¢im novym neprekvapi. Znie: Ak mé primarny LP kone¢né opti-
malne riesenie, tak aj dualny LP méa konecné optiméalne rieSenie a ich hodnoty sa rovnaju.

Dokaz neuvedieme, lebo ho nevieme podat formou, ktoré by ¢itatelovi ¢okolvek dalsie objasnila,
¢i priniesla nejaky nadhlad. Proste sa poSrotia matice a vyjde to.
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4.3 Complementary slackness

Uz sme videli jeden norméalny tvar pre LP. Teraz si ukdzeme iny: Kazdy LP sa d& upravit
na ekvivalentny, kde mame pre kazdt premenni podmienku Ze je nezaporna, a vsetky zvysné
podmienky st rovnosti.

Ako na to? Trik je jednoduchy: ked mame napr. nerovnost » _; A; jz; > ¢;, mdZeme ju zmenit na
rovnost tak, Ze zavedieme novi premenni zy; a pévodnit podmienku zmenime na » i Az =
¢+ N+j-

Takto zavedené nové premenné teda pre kazda podmienku akoby explicitne pomentuvaji ,vol-
nost*, ktori pri nej mame. V anglickej terminoldgii sa tejto hodnote hovori slackness.

Pozrime sa teraz este raz na Weak duality theorem. Ukézali sme, Ze pre Tubovolné pripustné
rieSenia priméarneho a dudlneho LP (y1,...,yy a x1,...,2y) plati nerovnost:

ijxj > ZZAi,jxjyi > Zciyi
j i ‘

Zo Strong duality theorem vieme, Ze pre optimalne rieSenia, ak obe existuji, nastava medzi

pravou a lavou stranou rovnost. Nech teda § a Z st optimélne rieSenia. Pozrime sa teraz napr.
> /7 t4 v 7z Xl A A A

na favii nerovnost, teda v nasom pripade rovnost: >, b;i; = >, > . Ai ;@7

TG moZzeme upravit do nasledovného tvaru:

Z (b] - ZAl,]gl) ii‘j =0

J

To, ¢o sme dostali v zatvorke, silne pripomina jednu z podmienok nasho primarneho LP. Pres-
nejsie, vyraz v zatvorke je priamo slackness v dotyc¢nej nerovnosti. Pripomenme si, Ze si pre
slackness v primarnom LP mozeme zaviest nové premenné yp4; = b; — >, A; ;jy;. Potom mo-
zeme vyssie uvedent rovnost zjednodusit na nasledovny tvar: i+ 5 =0,

Vsetky premenné vystupujice v tejto sume st nezaporné. Aby teda vysiel vysledok 0, znamena
to, ze v kazdej dvojici ya4; a x; musi byt aspoi jedna hodnota nulova.

Co to pre nas znamena? Ak sa na primarny LP divame v duchu prikladu s privesmi ako na
vyuzivanie zdrojov, dostavame vztah medzi dvoma hodnotami — jednou je slackness y; ho-
voriaca, ktoré zdroje nie su plne vyuzivané, druhou st riesenia dualneho problému, o ktorych
vieme, Ze nam predstavuja tieniové ceny jednotlivych zdrojov. Slovne teda mdzeme toto tvr-
denie zhrnif nasledovne: zdroj méze mat nenulovii cenu len vtedy, ak je plne vyuzity (jemu
zodpovedajuca slackness je 0).

Prave odvodeny vztah (ktorému sa hovori Complementary slackness) nam teda ukazuje, Ze
jednotlivé premenné primarneho LP zodpovedaji jednotlivym obmedzeniam dualneho LP a
naopak.
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4.4 Minimalny rez vracia uder

Ked uz teda vieme, ako to vo vSeobecnosti funguje s dualitou linearnych programov, pozrime sa
eSte raz poriadnejsie na pre nas programatorov zaujimavu tému: maximalny tok vs. minimalny
rez.

Ukazeme teraz dvojicu LP, ktoré st navzajom dudlne, a navyse maju tvar, z ktorého je zjavné,
ako zodpovedaji maximalnemu toku, resp. minimalnemu rezu.

Nech G = (V, E) je orientovany graf, pri¢om pre kazda hranu e € E vieme jej ohodnotenie
(kapacitu/cenu) ¢, a nech s,t € V.

Zostrojme G’ = (V, E'), kde E’ vznikne z E pridanim hrany z ¢ do s. (Tato hrana nebude mat
obmedzentu kapacitu. Formalne staci, aby jej ¢ bolo vacsie ako stcet ostatnych, ale nebudeme
to potrebovat.)

Teraz pre kazda hranu e € E’ zavedieme premennu f, predstavujicu tok po tejto hrane. Vsetky
tieto premenné musia samozrejme byt nezaporné, a pre kazdé e € E musi byt f. < c¢.. Velkost
toku, ktortt maximalizujeme, bude rovna f;s — teda toku po novo pridanej hrane.

Este nam ostavaji podmienky pre Kirchhoffov zakon v jednotlivych vrcholoch. Tie sme sice
povodne formulovali ako rovnosti, ale bohate ich stac¢i formulovat ako nerovnosti hovoriace ,,v
tomto vrchole ziaden tok nepribuda“:

YveV: quw_ vawgo

wwveV wwweV

Tym sme zostrojili nova verziu LP pre maximalny tok.

Pozrime sa teraz, ¢o sa stane, ked k nej mechanicky zostrojime dualny LP.

V primarnom LP méme |V| 4 |E| podmienok (okrem nezapornosti premennych), v dudlnom
teda bude |V|+|E| premennych. Podmienke pre hranu e bude v dudlnom programe zodpovedat
premenné d,, podmienke pre vrchol v bude zodpovedat premenné p,.

Ako budt vyzerat obmedzenia v dudlnom LP? Tie budt zodpovedat premennym v primarnom
LP, teda hrandm v E'.

Pre kazda hranu e = uv € E dostavame obmedzenie: p, + d, — py, > 0.

No a pre $pecidlnu hranu ¢s dostavame obmedzenie: ps —p; > 1. (T4 1 namiesto 0 sa tam zjavila
preto, ze v povodnej funkcii, ktort sme maximalizovali, mal tok na tejto hrane koeficient 1,
zatial ¢o tok na ostatnych hrandch mal koeficient 0.

Posledné otézka: ako bude vyzerat funkcia, ktortt minimalizujeme? V priméarnom LP su pravé
strany nerovnosti pre vrcholy nulové, teda premenné p, budi mat nulové koeficienty. No a kazda
premennd d. bude maft koeficient c.. Cielom je teda minimalizovat ) . d. - c..

Zdoraziiujeme, Ze predchadzajici postup neobsahoval myslenie. Slo len o mechanické pouzitie
definicie dualneho LP.
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Pozrime sa teraz na LP, ktory sme zostrojili. Ukazeme, Ze skutocne zodpoveda minimalnemu
rezu.

Premenné p,, podobne ako ked sme prvykrat definovali LP pre miniméalny rez, buda predsta-
vovat potencialy vrcholov. Namiesto povodného p, = 1, p; = 0 mame teraz p, — p; > 1, ale o
chvilu uvidime, Ze to vobec neprekaza.

Ostatné obmedzenia mozeme prepisat do formy d,,, > p, —p,, teda hodnota d,,, je asponi zmena
potencialu na hrane uwv.

Je zjavné, Ze v optimalnom rieseni bude pre vSetky hrany uwv € E platit rovnost — totiz kazda

.....

zvysujeme hodnotu funkcie, ktortt minimalizujeme.

Teda presnejsie, kazdé d,, musi samozrejme byt nezaporné, preto bude platit rovnost d,, =
max (0, p, — po)-

V tomto okamihu uz méame ten isty LP ako sme predtym zostrojili ru¢ne. Jediny rozdiel je
spominand nerovnost p, — p; > 1. No a tu uZ je vSetko jasné: v optimalnom rieSeni aj tak
musi platit p;, — p; = 1. Ak totiz mame rieSenie, kde p, — p;, > 1, mdzeme vSetky potencidly
preskalovat do intervalu [0, 1], ¢im dostaneme iné platné rieSenie s nizSou cenou.

Takze dualny LP, ktory sme mechanicky zostrojili k primarnemu LP pre maximélny tok, sku-
tocne zodpovedd minimalnemu rezu.

Z Strong duality theorem teraz priamo vyplyva rovnost medzi velkostou maximélneho toku
a minimalneho rezu. Z Complementary slackness navyse napr. dostavame pozorovanie, ze tie
hrany e, kde je v optiméalnom rieseni dualneho LP d. > 0, maji vSetky v optiméalnom rieseni
primarneho LP nulova slackness. Inymi slovami, plati pre ne f, = c.. A teda rez zodpoveda-
jaci optimalnemu rieseniu dualneho LP je v optimélnom rieseni primarneho LP cely nasyteny
najdenym tokom.

Doméca tloha: sformulujte ilohu o najkratsich cestach ako LP. Comu zodpovedé dualny prob-
1ém? Co vieme zistif z Complementary slackness?

5 Uzitocné linky

people.cs.uchicago.edu/ brady/CSPP55005/dualexample . pdf
http://web.mit.edu/15.053/www/AMP-Chapter-04.pdf

Disclaimer. Tieto poznamky moézete volne pouzivat na Iubovolné nekomercéné ucely. Na
akékolvek komeréné vyuzitie je potrebny sihlas autora. Ak v mojich pozndmkach objavite
nejakt chybu, pripadne ich nejakym sposobom viete doplnit, budem rad, ak mi date vediet.

Pre potreby pripadného citovania ma tento kus poznamok evidenéné ¢islo MF-0015.
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