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1 Je uz v matematike vSetko vymyslené?

Vo fyzike je jasné, ze vyskum nikdy neskonc¢i — fyzika skiima realny svet, vyslovuje o 1iom tedrie.
A o tych nikdy nebude jasné, ¢i st spravne, nevieme ich potvrdit, len vyvratit. Vyrabame lepSie
pristroje, vieme presnejsie meraft. Len pred 100 rokmi (koncom 19. storo¢ia prvé experimenty,
v roku 1900 Max Planck vyslovuje hypotézu ktord je zédkladom kvantovej mechaniky, 1905
Einstein publikuje $pecidlnu tedriu relativity) sa prislo na to, ze Newtonovska mechanika nepo-
pisuje nas svet presne. Dnes napriklad vid CERN. Fyzike stéle hrozi, Zze nové objavy vyvratia
existujuce tedrie, nikdy si nemoze dovolit zaspat na vavrinoch.

Matematika, naproti tomu, skiima vSetky mozné svety — alebo ekvivalentne jeden idealny. Zdalo
by sa, ze tam je vsetko jasné: niektoré tvrdenia st pravdivé, ostatné sit nepravdivé. Prvocisel je
nekonecne vela, vyplyva to priamo z definicie prvocisla a dé sa to dokédzat. Nech by sa dalsim
vyskumom zistilo ¢o len chce, toto bude platit furt a stéle.

A to néas privadza k otazke: Nie je uz ndhodou v matematike davno vSetko doélezité vymyslené?

Scéasti 4no, mnohé oblasti matematiky st uz dnes tak daleko, Ze ich vysledky ani nasi praprap-
ravnuci nikdy nevyuziju. Ale zdaleka nie vSade je to pravda, a ma to dobry dovod:

NaSe myslenie moéZe byt len tak silné, ako silny je jazyk v ktorom myslime.

Ako sa vyvija matematika, spolu s fiou sa vyvija aj jej jazyk. Podme na mali exkurziu.

2 Exkurzia do dejin jazyka matematiky

° Rozumné ¢isla. Kolko je MCMLXIX plus DCCCXVII? A ¢o XCLVI krat XXIX? Viete si
predstavit pocitat cokolvek este zlozitejsie pomocou rimskych ¢isel?
A samotnd zloZitost popisu ¢isel nie je jediny problém. Kym ¢isla znac¢ime pismenkami,
nedd sa prist na koncept premennej! Vo vete ,Cézar mal X otrokov® je X premennd
alebo cislo 107
Arabi a Indovia uz maju nieco pouzitelné okolo roku 1000, ku ndm sa to dostava v 1202
zasluhou Fibonacciho knihy Liber Abaci, ale este okolo 1400 sa bezne pouzivaji rimske
cisla.
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Tu sa eSte oplati poznamenat, Ze ani sticasnd situécia nie je dokonald. Napr. nase nazvy
pre mocniny desiatky (desat, sto, tisic, milién, miliarda) nijak neodrézaji vzfahy medzi
tymito hodnotami. (Takisto je zaujimavy rozpor medzi naSim biliénom a americkym
billion.)

Operatory. Mame cisla, ale prili§ ndm nepomdzu, ak by sme kazda operaciu s nimi
museli slovne rozpisovat.

Prvé pouzitie + a — v dnesnej podobe sa datuje do roku 1489 (v tctovnickej knihe ako dal
ama dat), v 1514 ich Giel Vander Hoecke pravdepodobne prvykrat pouziva ako operatory.
Teda len 500 rokov mame to pohodlie, Ze mozeme pisat 4 + 7.

(Na nésobenie sme si este museli pockat, prvy zachovany vyskyt x je z roku 1618, bodku
(aby sa to neplietlo s x) presadzuje Leibniz v 1698. Prvé = je z roku 1557.)

Par inych znaceni.

— odmocnina: 1525 Rudolff bez vodorovnej palicky, 1637 Descartes s 1iou

—suma (Y_): 1755 Euler

—sacin ([]): 1812 Gauss, ale mozno uz Descartes

— matice: 1841 Cayley

Moderny priklad.

QWERTY kléavesnica 1874. Nie je optimalizovana pre rychlost pisania, ale pre pisacie
stroje — tam sa obcas zasekavali susediace klavesy, ak boli stlacené zhruba naraz, tak
bolo treba vhodne rozmiestnit pismend, aby to nenastavalo prili§ ¢asto.

No nevyvijali sa len symboly, vyvijali sa aj samotné koncepty.

Analyticka geometria.

1637 Descartes v dodatku k svojej knihe Diskusia o metéde prindsa novy pohlad, ktory
spaja dve dovtedy nesuvisiace oblasti matematiky. A zrazu sa na geometriu dalo divaf aj
inak ako cez axiémy z Euklidovych Zakladov.

Tento prinos neskor viedol k vybudovaniu aparatu potrebného na dokaz nerieSitelnosti
troch zndmych geometrickych tloh z antického Grécka: kvadratury kruhu, zdvojenia kocky
a trisekcie uhla. Dokazy sa podarilo najst az vyse 2000 rokov po tom, ako boli tieto tlohy
prvykrat sformulované.

Infinitezimalny pocet.

Nekonecne malé veli¢iny, derivacie, integraly. Nezavisle na sebe v rokoch 1660-1670 ich
zavadzajui Newton a Leibniz. Najdolezitejsi vyznam: Prvykrat vobec dokaze matematika
popisovat pohyb a iné spojité deje.

Nasledovali morélne zabrany s nekone¢nom, mnohi matematici odmietali verit vysledkom
dosiahnutym pomocou nekone¢ne malych veli¢in. Az Cauchy (1823) a Weierstrass dokéazali
vSetko potrebné sformulovat koneénym sposobom. (Dnes uz klasickd ¢ — 0 formulécia
limity.)

Pravdepodobnost.

Cardano v 16. storoci, Fermat a Pascal v 17. storoc¢i, Huygens 1657.

Teoria grafov.

Euler (1736) pri rieSeni problému s mostami v Kénigsbergu (dnes Kaliningrad).
Komplexné ¢isla.
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Cardano 1545 ked riesi kubicka rovnicu. Este 1831 de Morgan proti ich pouzivaniu pro-
testuje.

o Vypocitatelnost.
Niekto vymyslel pocitace, vznikla otazka, ¢o vlastne vedia. Teda, otazka vlastne vznikla
skor ako pocitace. Viac o tom o chvilu.

° Diferencialne rovnice.
Jednym z najkrajsich okamihov vysokoskolskej matematiky pre ma bolo rieSenie ststav
linearnych diferencidlnych rovnic, kde sa stretli dovtedy nestvisiace oblasti analyzy a
algebry.

3 Vypocitatelnost

Mechanické pocitacie stroje, ¢im dalej, tym SikovnejSie, s tu uz celé starocia. A s nimi aj
otazka, ako vyrobif ,masinku, ktord bude vediet vSetko“.

Leibniz: The only way to rectify our reasonings is to make them as tangible as those of the
Mathematicians, so that we can find our error at a glance, and when there are disputes among
persons, we can simply say: Let us calculate, without further ado, to see who is right.

Leibniz definuje pojmy ,characteristica universalis“ — univerzalny systém, ktory vie popisovat
matematické, vedecké a metafyzické koncepty — a ,calculus ratiocinator — univerzalny systém
vypoctov v tomto jazyku. V podstate ide o predzvest matematickej logiky (t& vzniké az neskor,
1879 Frege), ale Leibniz zaroven sniva o mechanickom zostrojeni ,machina ratiocinatrix“.

1874 prichddza Georg Cantor s dolezitym objavom — redlnych cisel je viac ako prirodzenych.
(Désledok pre nés: skoro Ziadny problém nie je algoritmicky riesitelny.)

1900 Hilbert na medzinarodnom kongrese prezentuje zoznam 23 ,problémov pre 20. storocie“.
Zaujimavy pre nas: 10. Find an algorithm to determine whether a given polynomial Diophantine
equation with integer coefficients has an integer solution.

1920 Hilbertov program na ,ozdravenie matematiky“:

° A formalization of all mathematics; in other words all mathematical statements should
be written in a precise formal language, and manipulated according to well defined rules.

° Completeness: a proof that all true mathematical statements can be proved in the for-
malism.

° Consistency: a proof that no contradiction can be obtained in the formalism of mathema-

tics. This consistency proof should preferably use only “finitistic” reasoning about finite
mathematical objects.

° Conservation: a proof that any result about “real objects” obtained using reasoning about
“ideal objects” (such as uncountable sets) can be proved without using ideal objects.

° Decidability: there should be an algorithm for deciding the truth or falsity of any mathe-
matical statement.

1931 Godel’s incompleteness theorems — zalozené prave na myslienke kédovania tvrdeni do ¢isel.

1936 Turing: “On Computable Numbers, with an Application to the Entscheidungsproblem”
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1936 Tarski veta o nedefinovatelnosti pravdy — v rdmeci aritmetiky prvého radu sa nedé definovat
formula, ktora bude true prave pre kédy pravdivych tvrdeni.

Vsetky tieto vysledky suvisia s tym istym pozorovanim — akondhle mam dostatocne silna tedriu,
viem v nej formulovat tvrdenia o tvrdeniach, a nasledne aj zostrojit tvrdenie, ktoré vypoveda
aj samé o sebe.

Z podobného dovodu napriklad plati, Ze v lubovolnom dostato¢ne silnom programovacom ja-
zyku vieme napisat program, ktory si v nejakej premennej vytvori svoj vlastny zdrojovy kéd —
a nasledne ho napriklad vypisSe. (Programu, ktory vypise ,samého seba“, sa hovori quine.)

4 Komplexné cisla a rovinna geometria

Jednym z vyznamnych myslienkovych krokov v histérii matematiky bolo spojenie dvoch zdan-
livo Gplne nestvisiacich oblasti. Prvou boli komplexné ¢isla, ktoré vznikli pri rieSeni polynomic-
kjch rovnic, a druhou rovinna geometria.

To, ¢o zrazu dostavame do ruk, je neuveritelne silny néstroj na pocitanie takmer ¢ohokolvek.
Komplexné ¢islo v klasickom tvare a + bi je vlastne to isté ako vektor (a,b). NavySe zadarmo
dostéavame aj operacie s uhlami, staci sa na komplexné ¢isla pozerat v polarnom tvare.

Ale ved podme pekne za radom.

Klasicky a polarny tvar, prevadzanie medzi nimi.
Eulerov vzorec ¢ = cos ¢ + i sin ¢.
Dokaz pre redlne ¢ cez to, Ze derivacia funkcie f(p) = (cosg +isinp)e™ je viade 0 a
ze f(0) = 1.

° Zovseobecnena de Moivrova veta: ked nésobime komplexné ¢isla, nasobia sa velkosti a
sCituje sa uhol.
Dokaz trivialne pouzitim Eulerovho vzorca.

° Odbocka: Teraz vidime geometrickl interpretaciu suc¢inu: ak ¢ = ab, tak c je taky bod,
pre ktory st trojuholniky 0la a 0bc podobné.
° Z de Moivrovej vety dostavame zadarmo suc¢tové vzorce, nikdy viac si nebudeme musiet

potrebovat pamétat znamienka!
Na jednej strane, ked nédsobime podla stiradnic, mame:

(cosa + isina)(cos B + isin 3) = (cos acos f — sin asin [3) + i(cos asin 3 + sin a cos 3)
Na druhej strane, kedZe vieme, Ze pri ndsobeni sa s¢ituji uhly, dostavame:
(cosa + isina)(cos 3 + isin 3) = cos(a + () + isin(a + ()

Porovnanim reélnej ¢asti oboch rovnosti dostavame vzorec pre cos(a + 3), porovnanim
imaginarnych casti vzorec pre sin(a + f3).
Vzorce pre cos(a — (3) a sin(a — ) dostaneme dosadenim —f za (3 do stétovych vzorcov
a vyuzitim parnosti cos a neparnosti sin.

. Takisto z de Moivrovej vety vidime, ze kazdé ¢islo iné ako 0 ma n-tych komplexnych
odmocnin préave n.
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Jeden priklad

Ukéazeme si jednu tlohu, ktort pouzitie komplexnych ¢isel vyrazne zjednodusi.

(3,1)
6 K
. |

Na obrazku su tri stvorce. Zistite stucet velkosti vyznacenych uhlov.

Bez komplexnych ¢isel nepoznam strucné a elegantné riesenie, s nimi ide o tlohu na jeden
riadok. Staci si uvedomit, Ze farebné ¢iary zodpovedaji v komplexnej rovine ¢islam 1+ 4, 2+
a 3 + i. Ich vynasobenim dostaneme nové ¢islo, ktorého uhol bude sti¢tom troch vyznacenych
uhlov.

(14+)(2+4)(3+14) =(1+30)(3+14) =10:

To je cisto imaginarne ¢islo, a teda sucet troch vyznacenych uhlov je presne 90°.

Rozdiel uhlov, vektorovy siucin a obsah trojuholnika
Savis sinusu a obsahu trojuholnika
Za¢neme zndmym vztahom: ked v trojuholniku pozname dizky dvoch stran b, ¢ a velkost uhla

« medzi nimi, vieme jeho obsah spo¢itat ako (b- ¢ -sina)/2.

C

—

A c S B

Preco? Stadi si v8imnif, Ze bsin « je dizka vy$ky na stranu c. (Na obrazku méa v pravouhlom
trojuholniku ASC' prepona dlzku b, a SC' je odvesna protilahld k uhlu «.) A potom uz je to
zrazu len stary znamy vzorec ,strana krat vyska deleno dva“.
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Savis kosinusu a kolmého premietania

Majme dva vektory u a v. Aky velky je kolmy priemet v do smeru v?

Pozrime sa na to na obrazku. Ak si uhol, ktory zvieraju u a v, oznacime «, tak hladana velkost
je zjavne |u| cos «, kedZze priemet je prilahlou odvesnou v trojuholniku, ktorého preponou je u.

Rozdiel uhlov a komplexné cisla

Namiesto s¢itovania dvoch uhlov sa teraz pozrime na ich rozdiel. Ak mame uhly ¢ a 1, tieto
vieme reprezentovat ako komplexné ¢isla cos p + isin ¢ a cos + isin .

No a kedZze cos(—z) = cosx a sin(—x) = —sinz, uhlu —p zodpovedd komplexné ¢islo cos ¢ —
isin¢. (Cislo a — bi sa vola komplexne zdruZené, alebo tieZ konjugované, ¢islo k ¢islu a + bi.
Vsimnite si, ze v geometrickej interpretacii je komplexne zdruzené cislo zrkadlovym obrazom
povodného podla osi x.)

Komplexné ¢islo zodpovedajice rozdielu 1) — ¢ teraz vyrobime lahko: sta¢i vynasobit komplexné
¢isla pre ¥ a —.

Komplexné ¢islo, ktoré takto dostaneme, bude teda rovné cos(v) — ) + isin(y) — ).

Ni¢ prevratné sa nezmeni ani ked vezmeme dve vSeobecné komplexné ¢isla a + bi a ¢ + di.

Ked tie prevedieme do polarneho tvaru, dostaneme r1(cos ¢ + isin @) a ry(cos ) + isin), kde
1,79 = Va2 + b2, v/ + d2.

Sucin (a — bi)(c+di) bude teda vo vSeobecnom pripade rovny 1 - 73 - (cos(v) — @) +isin(y — ¢)).
Teda velkost vysledku je sti¢inom povodnych velkosti a uhol vysledku je rozdielom poévodnych
uhlov.

Vektorovy sic€in

V tejto Casti si ukdzeme, ako zo suradnic vrcholov trividlne spocitat obsah trojuholnika.

Zafneme tym, ze trojuholnik ABC' posunieme tak, aby vrchol A lezal na bode (0,0). Nech st
teraz zvysné dva vrcholy B = (b, b,) a C = (cs, ¢y).

Uvazujme komplexné ¢isla b = b, + ib, a ¢ = ¢, + ic,, ktoré zodpovedaji bodom B a C.
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Vsimnite si, Ze velkosti b a ¢ st dlzky stran AB a AC, a Ze rozdiel uhlov b a ¢ je rovny uhlu o
v trojuholniku ABC.

Plati teda rovnost (b, —iby) - (¢, +ic,) = |AB| - |AC| - (cos v + isin ).

Vsimnime si imaginarnu ¢ast tejto rovnosti. Prava strana sa rovnd |AB| - |AC| - sina. Toto je
zjavne dvojnasobok plochy trojuholnika ABC'. No a lava strana sa rovna b,c, — b,c,.

Dostavame teda zaver: hodnota b,c, — b,c, je dvojnasobkom plochy trojuholnika ABC'.

Tato hodnotu pozname pod menom vektorovy sucin.

(Presnejsie, vektorovy suéin je operacia, ktord z dvoch 3D vektorov spravi treti, ktory je na
oba kolmy, a ktorého velkost je rovna ploche rovnobeznika urcéeného prvymi dvoma vektormi.
Ak ale mame vektory (b,,b,) a (cz,¢,) v rovine, mézeme sa na ne divat ako na 3D vektory
(by, by, 0) a (cs, ¢y, 0). Vektorovy sucin tychto dvoch vektorov je potom (0,0, b,c, — bycy).)

Este poznamka: vSimnite si, ze zalezi na poradi vektorov b a c. Keby sme ich vymenili, bude
mat uhol o opa¢né znamienko, a teda aj sin @ bude mat opacné znamienko. N4§ vzorec teda
pocita orientovant plochu. Vysledok je kladny prave vtedy, ak je ¢ nalavo od b. (Teda ak je od
smeru b k smeru ¢ blizsie proti smeru ruciciek ako v smere.)

Skalarny sacin

Zostartime este pri rovnosti (b, — iby) - (¢, +ic,) = |AB| - |AC| - (cosa + isin ).

Tentoraz sa vSak pozrime na realnu zlozku oboch stran. Na pravej strane mame |AB|-|AC|-cos «,
a na lavej byc, + bycy.

Vyraz na lavej strane pozname pod menom skalarny sucin.

(Presnejsie, skalarny stucin sa da analogicky definovat pre Iubovolne vela rozmerné vektory.

Skalarnym stacinom (by, be, ..., b,) a (c1,¢2,...,¢,) je €islo > . byc;. Aj vo viac rozmeroch plati,
ze velkost skalarneho stcinu je sti¢éinom velkosti vektorov a kosinusu uhla, ktory zvieraju.)

Ako sme uz spominali vySSie, skaldrny stcin je velmi uzitocné operacia pri kolmych priemetoch.

Priklad: Vzdialenost bodu A = (a, a,) od priamky p : dz + ey + f = 0.

Zvolme na priamke p bod B = (b,,b,). Vzdialenost A od p je rovna dlzke priemetu AB do

smeru kolmého na p. Vektor n = (d, e) je zjavne kolmy na p. Skaldrny stcin tohto vektora s
—

vektorom s = BA = (a, — by, a, — b,) je rovny |n|-|s| - cos a, kde « je uhol, ktory zvieraju n a

s. Hodnota |s| - cos « je zjavne hladand vzdialenost A od p.

d(az — by) + e(ay — by)

Mame teda d(a, —b,)+e(a, —b,) = |n|-|s|-cosa, a preto |s|-cosa = ] =
n
d(a, — by) + e(ay — by)
Vd?+e? ‘

Tym sme uspesne vyjadrili vzdialenost A a p len pomocou rovnice p a stiradnic bodov A a B.
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5 Axioma vyberu

Na zaciatku sme hovorili nieco o tom, Ze matematika skiima jeden idealny svet. Toto nie je
uplne presné formulacia. Ked Zermelo a Fraenkel navrhuji svoju axiomatickd teériu mnozin,
nardzaji na problém. Tym je axiéma vyberu (http://en.wikipedia.org/wiki/Axiom_of _
choice). Detaily sa sem uz nezmestia, ale pointa je ze matematika nie je len jedna, matematik
je vela, a je na nds, ktora si vyberieme.

Disclaimer. Tieto poznamky moézete volne pouzivat na Iubovolné nekomercéné ucely. Na
akékolvek komeréné vyuzitie je potrebny sihlas autora. Ak v mojich pozndmkach objavite
nejakt chybu, pripadne ich nejakym sposobom viete doplnit, budem rad, ak mi date vediet.

Pre potreby pripadného citovania mé tento kus pozndmok evidenéné ¢islo MF-0014.
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