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1 Strucna histéria matiky

davno praludia, Cina, Mezopotéamia, Egypt
-550 az 300 antické Grécko:
zaciatky Téales a Pytagoras: objav iracionalnych ¢isel
-300 Euklides a jeho Zaklady (geometrie): axiémy, vety, dokazy
-230 Eratostenovo sito
500 az 1500 Cina a Arabi:
rozvoj algebry, algoritmus, kryptoanalyza
1000 Al-Karaji: matematicka indukcia
1200 az 1600 Eurdpa sa zobudza:
1200 Fibonacci: arabské ¢islice
este v 1400 rimske ¢islice, neexistuje plus, rovna sa, ani x
1510: vSeobecné riesenie kubickej rovnice
16. storocie: rozvoj trigonometrie
1600 a dalej Eurdpa sa rozbehla:
1637: Descartes: stiradnicova sustava, analytickd geometria
1654: Pascal a Fermat: kombinatorika a hlavne pravdepodobnost
koniec 17. stor.: Newton a Leibniz nezavisle na sebe objavuji analyzu
Leibniz: myslienka univerzalneho formalizmu a mechanického dokazovania
18. stor.: Euler zaviadza pojem funkcie f(x), mocninové rady, Eulerova fcia a dokaz aj
zovSeobecnenej Malej Fermatovej vety, zaklady tedrie grafov (7 mostov v Kaliningrade)
,Lisez Euler, lisez Euler, c’est notre maitre a tous“ — Laplace
1796: Gauss: modularna aritmetika, zakladna veta algebry (korene polynému)
1830: Lobacevskij a Bolyai: neeuklidovska geometria
koniec 19. stor.: Bolzanova a Cantorova tedria mnozin, problémy s nekone¢nom

2 Gottlob Frege

Begriffsschrift (1879): formalizacia logiky (axiomatickej predikatovej), kvantifikitory ako vy-
znamny krok vpred oproti Aristotelovskej logike.

Jeden z hlavnych cielov: pri dékaze sa nemusiet odvolavat na ,je to intuitivne jasné*, mecha-
nické kontrolovatelnost.
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Na zaklade logickych zdkladov potom formalizuje aritmetiku v Grundgesetze der Arithmetik
(1893, druhy diel 1903).

Praser: Tesne pred tym ako ide druhy diel do tlace prichadza list od Russella.

3 Bertrand Russell a jeho paradox

Russell ukazuje problém hned v zékladoch, v axiomatizacii teérie mnozin.

Princip v ¢om bol problém: ukazuje, Ze nie pre kazdu vlastnost existuje mnozina s tou vlast-
nostou.

Russellova forméalna formulacia: ,,mnozina tych mnozin, ktoré neobsahuji samé seba“. Priklad
takejto mnoziny: komplement mnoziny vsetkych Stvorcov.

Pribuzné formulacie v Tudskej reci: Paradox vojenského holi¢a, Grellingov-Nelsonov paradox
heterologickych slov.

4 Zermelo a Fraenkel

1908 Zermelov pokus, potom 1920 spolu s Fraenkelom a Skolemom vylepSena verzia — nova
lepSia axiomaticka tedria mnozin.

(Novt varku problémov prinidsa Axiém vyberu, ale o tom inokedy.)

(Boli aj iné rieSenia, ako napr. typové tedrie, ale tato je najvyznamnejsia.)

5 Hilbertove problémy

Rok 1900, International Congress of Mathematicians, David Hilbert uvadza zoznam 23 problé-
mov, ¢im v podstate stanovuje program matematiky pre 20. storocie.

1. Hypotéza kontinua.

2. Dokéazat korektnost (bezospornost) axiém aritmetiky.

3. Mé&m dva mnohosteny s rovnakym objemom, d& sa jeden rozrezat na konecne vela kusov
a preskladat na druhy? (nie)

8. Riemannova hypotéza.

10.  Algoritmus na rieSenie polynomickych Diofantickych rovnic.
13.  Riesenie rovnic 7. stuptia pomocou funkcii dvoch premennych.

6 Hilbertov program

Po roku 1920 prichddza Hilbert s prirodzenym cielom: najst dokazatelne korektni formalizéciu
matematiky. Podrobnejsie:
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Formalny jazyk na zapis tvrdeni, formalne pravidla na manipulaciu s nimi.
Uplnost: Vsetko pravdivé musi byt dokazatelné.
Korektnost (bezospornost): Nepravdivé sa nesmie dat dokazat.
(Dékaz tejto vlastnosti by pokial mozno mal uvazovat len o koneénych objektoch.)
° Konzervativnost: Kazdy vysledok o ,realnych objektoch® by mal byt dokdzatelny bez
pomoci ,idealnych objektov* (napr. nespocitatelnych mnozin).
. Rozhodnutelnost: Algoritmus rozhodujici pravdivost tvrdenia.

Priklad: Délezitost bezospornosti — z jedného sporu uz vyplyva cokolvek.

Priklad: Konzervativnost: ¢o ide komplexnymi ¢islami, ide aj v realnych.

7 Godelova veta

Zékladna myslienka: chceme v danom formélnom systéme vyrobit tvrdenie, ktoré bude hovorit
,som nedokéazatelné*.

V korektnom formalnom systéme zdanlivo dostavame spor:
Ak by bolo nepravdivé, tak je dokdzatelné. A ak je dokazatelné, tak je pravdivé. Spor.
Tym sme dokézali, Ze musi byt pravdivé. Ale potom je nedokazatelné. Spor?

Spor je len zdanlivy, lebo my sme to nedokézali. My sme pravdivost tvrdenia len zdévodnili v
metajazyku. Cel ivahu budeme musiet eSte raz zopakovat, a to priamo v danom formalnom
systéme.

Ukézeme, ze v kazdom dostatocne silnom systéme ide takéto ,,Godelovo tvrdenie“ sformulovat,
a predstavuje v nom priklad tvrdenia, ktoré je intuitivne pravdivé, ale nedokazatelné.

7.1 Aritmetizacia syntaxe

Zakladnou myslienkou, ktorou Goédel predbehol dobu, je aritmetizacia: ocislovanie vyrokov,
formul aj dokazov prirodzenymi ¢islami.

Teda akonahle méme systém schopny pracovat s ¢islami, vieme urc¢ite pracovat aj s tvrdeniami.

7.2 Poziadavky na teoriu

Moznost interpretovat Peanovu aritmetiku (0, 1, +, x a indukcia).
Potreba w-bezospornosti: Nesmie sa dat stcasne dokazat (Jz)F(x) aj vietky —F(7).

(Rosser v 1936 ukazal, Ze staci obycajna bezospornost — zostrojil tvrdenie ,ak existuje moj
dokaz, tak existuje dokaz mojej negéacie, ktory ma od neho mensie ¢islo“.)
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7.3 Konstrukcia Godelovho tvrdenia

Majme teériu T'. Ocislujme si vSetky formuly v nej, ktoré obsahuju jedint volnti premennt
z. Teda mnozina tychto formal bude {¢,(z) | n € N}. Rovnako majme mnozinu dékazov
{A, | n € N}. Obe tieto kédovania vieme spravit efektivne, teda tak, ze vieme prevadzat medzi
¢islom a formulou/dékazom.

Priklad: p47(z) mdze byt tvrdenie ,x je prvoéislo”, Ag mdze byt dokaz: ,,2 nedeli 7, 3 nedeli 7,
..., 6 nedeli 7, 7 je prvocislo“.

Dalej v tedrii T’ vieme sformulovat predikat (funkciu vracajicu true/false):

Dok(n,m,k) : je Ay dokazom tvrdenia ¢, (m)?

Priklad: Dok(47,7,9) by vratilo true, lebo Ag je dokaz 47 (z).

Tieto funkcie funguju uplne mechanicky: Z n a m zostrojim funkciu, z k zostrojim dokaz
(postupnost axiém a pravidiel odvodenia), zaradom ¢itam doékaz a kontrolujem korektnost
krokov, na konci porovnam zaver s dokazovanym tvrdenim.

Zjavné: ak vieme dokéazat ¢, (m), tak vieme dokazat (3z)Dok(n,m, z).

Menej zjavné: opa¢ny smer. Na ten potrebujeme ti spominant w-bezospornost. Totiz ak bude
nasa tedria moc divoka, tak to proste vyplyvat nebude. (Priklad s 2 riadkami nekonecnej ta-
bulky.)

Uvazujme teraz formulu Nedok(x) = —(3z)Dok(x,z, z), teda ,tvrdenie ¢,(z) nemé dokaz“.

Toto tvrdenie je opit formula s jednou volnou premennou z, a teda méa nejaké ¢islo g. Inymi
slovami, ¢,(z) = Nedok(z).

A uz sme doma: VSimnime si tvrdenie ¢, (g). Toto je ono — hovori ,tvrdenie ¢,(g) nema dokaz*“.

7.4 Dokaz

Nech je dokazatelné y,(g). Potom zoberme dékaz a najdime jeho ¢islo d. Ked vieme d, vieme
dokazat Dok(g, g,d), a z toho vieme dokazat (3z)Dok(g, g, z), €o je ~py(g).

Naopak, nech je dokazatelné —¢,(g). To je tvrdenie (3z)Dok(g,g, z). Pri w-bezospornosti z
toho vyplyva, Ze vieme dokazaf aj niektoré z tvrdeni Dok(g, g, z), a teda aj tvrdenie ¢4(g).

Strucény zaver: Ak je tedria bezospornd, tak je netplna.
8 Dalsie rany do hlavy

Druha Godelova veta: V ramci takejto tedrie nevieme ani dokézaft jej vlastnii bezospornost.
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Tarski: Ned4 sa definovat, ¢o je pravda. Presnejsie, v bezospornej tedrii nejde sformulovat
predikat Pravda(z,y), ktory by bol pravdivy prave vtedy, ked je ¢, (y) pravdivé.

Este bola nadej ,odfiltrovat® takéto Skaredé tvrdenia a hraf sa len s tymi dobrymi, dokazatel-
nymi.
Church 1936: Predikat (3z)Dok(x,y, z) nie je rekurzivny.

Daésledok: Vieme sice generovat dokazatelné tvrdenia, nevieme vSak o tvrdeni mechanicky zistit,
¢i je dokazatelné.

Disclaimer. Tieto poznamky moézete volne pouzivat na Iubovolné nekomercéné ucely. Na
akékolvek komeréné vyuzitie je potrebny sihlas autora. Ak v mojich poznadmkach objavite
nejakt chybu, pripadne ich nejakym sposobom viete doplnit, budem rad, ak mi date vediet.

Pre potreby pripadného citovania mé tento kus poznamok evidenéné ¢islo MF-0011.
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