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1 Zadanie

Chceme nahrdelnik, na ktorom bude n = 20 guli¢iek. Tieto gulicky mozu byt sklené (cena 1
zlatka), perlové (2 zlatky), topasové (3 zlatky), rubinové (3 zlatky) alebo diamantové (5 zlatiek).

Kolko roznych nahrdelnikov s cenou do 47 zlatiek existuje?

2 Nazvime si objekty

Pozicie na nahrdelniku si po obvode o¢islujme od 1 do n. Mnozinu pozicii budeme znacit X.

Mnozinu typov guli¢iek (v dalSom texte budeme pre jednoduchost hovorit ,farieb®) oznacime
Y. V nasom pripade mozeme pisat Y = {s,p,t,r, d}.
Vsimnite si, ze kazdé umiestnenie guli¢iek na nahrdelnik je vlastne nejaka funkcia z X do Y —

kazdému miestu priradime farbu. Mnozinu vsetkych ofarbeni teda mézeme znacit YX.

Samozrejme, kedze nahrdelnik mozeme otacat a preklapat, nie vSetky ofarbenia budeme pova-
zovat za navzajom rozne.

Kazdej farbe priradime vahu, ktord bude zodpovedat cene zo zadania. Bude teda w(s) = 1,
w(p) = 2, w(t) = 3, w(r) = 3 a w(d) = 5. Teraz vieme povedat vahu pre kazdé ofarbenie —
vaha ofarbenia je jednoducho stucet vah pouzitych farieb. Napriklad kazdé ofarbenie f, ktoré
pouzije 18 sklenych a 2 topasové gulicky, ma vahu 24.

3 Grupa permutacii nahrdelnika

Zacneme s tym, ze si pozrieme na grupu permutacii, ktora popisuje, aké transformacie moézeme
robit s ndhrdelnikom.

Této grupa ma nézov dihedrélna grupa a znacime ju D,,. Nie je tazké nahliadnut, Ze obsahuje
prave 2n permutdcii — n rotacii (vratane identity) a n ,rotécii s preklopenim*.
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4 Mocninova grupa permutacii

Kedy povazujeme dve ofarbenia f a g za ekvivalentné? Vtedy, ked existuje v D,, taka permutécia
m,ze Vo € X; g(x) = f(n(x)).

Na toto sa mozeme divat aj takto: ked mam ofarbenie f, tak kazda permutécia 7w z D, mi
urcuje nejaké ofarbenie g, ktoré je s nim ekvivalentné.

(Moze sa stat, Ze rdzne permutacie ndm dajui to isté g, napr. ak f farbi vSetko tou istou farbou.)
Kazdej permutécii 7 mnoziny prvkov X teda zodpoved4 permutécia 7 na mnozine funkcii Y.
Orbity permutacie 7™ zodpovedaji mnozinam navzajom ekvivalentnych ofarbeni.

Poratat vSetky ofarbenia teda vieme tak, Ze zistime pocet orbit 7.

V ramci kazdej orbity maju vSetky ofarbenia pochopitelne ti ist cenu. Ak nés zaujima pocet
roznych ofarbeni s nejakou cenou, staci teda zistit pocet orbit s dotyénou cenou.

5 Znacenie ku Pdlyovej vete

Nech C} je pocet orbit 7, ktoré maja vahu k.
Nech C(z) = 3, Cxz" je generujtca funkcia enumerujiica tieto pocty.

Nech ¢(z) je generujuca funkcia enumerujtica poéty prvkov s X s jednotlivymi vdhami. V nasom
pripade bude c¢(x) = z + 2% + 22% + x°.

Nech Z(A) je cyklovy index grupy permutacii A nad symbolickymi premennymi sy.

Nech Z(A, c) je funkcia premennej z, ktort dostaneme zo Z(A) tak, ze za kazdd premenni sy
dosadime polyném c(z*).

Pélyova veta: C(x) = Z(A,c).

6 Potrebujeme cyklovy index Dy

Z(Day) = 4—10 (

20 21 22 23 24 25 26
Qut[12]=x +x + 12 x +53x + 356 x + 1745 x + 8306 x +

570 4 830 + 255 + 4ss + 4s5 + 8890 + 108355 + 103;0)

27 28 29 30 31
> 33945 x  + 127439 x  + 431291 x  + 1346396 x + 3874774 x +

32 33 34 35
> 10389585 x  + 26024427 x + 61272910 x  + 135997104 x +
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36 37 38 39
> 285732298 x  + 569747483 x + 1081470500 x  + 19584156333 x +

40 41 42 43
> 3391323142 x  + 5625981909 x  + 8957832982 x  + 13710104109 x +

44 45 46 47
> 20200934123 x  + 28690788635 x  + 39327633332 x  + 52082625052 x +

48 49 50 51
> 66708319147 x  + 82705968017 x  + 99344042098 x + 115692576168 x +

52 53 54

> 130721168683 x 143388463786 x  + 152784525048 x +

+

55 56 57

> 158211349492 x 159301267008 x + 156015141094 x +

+

58 59 60
> 148690260500 x  + 137927920922 x  + 124584487042 x +

61 62 63 64
> 109581247108 x  + 93899571392 x  + 78374566386 x + 63753792172 x +

65 66 67 68
> 50518765850 x  + 39025811128 x  + 29361978046 x  + 21542870552 x +

69 70 71 72
> 15385703862 x  + 10720219664 x + 7262831612 x  + 4804309066 x +

73 74 75 76
> 3083827766 x  + 1935935044 x + 1175001236 x + 699860068 x  +

77 78 79 80
> 400371328 x  + 226327080 x + 121417844 x  + 65246528 x +

81 82 83 84 85
> 32553936 x  + 16699576 x  + 7644936 x + 3778407 x + 1551919 x +

86 87 88 89 90
> 751716 x + 267189 x + 130924 x + 37971 x + 19718 x +

91 92 93 94 95 96 97
> 4269 x + 25683 x + 361 x + 276 x + 20 x + 31 x + x +
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98 100
> 2 x + x

Dokopy 176122097243

7 Dosadime

Disclaimer. Tieto poznamky moézete volne pouzivat na Iubovolné nekomercéné ucely. Na
akékolvek komeréné vyuzitie je potrebny sihlas autora. Ak v mojich pozndmkach objavite
nejakt chybu, pripadne ich nejakym sposobom viete doplnit, budem rad, ak mi date vediet.

Pre potreby pripadného citovania ma tento kus poznamok evidenéné ¢islo MF-0010.
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