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1 Filozoficky avod

Existuje nahoda? Co myslite vy?

Jeden mozny pohlad prinasa filozof Demokritos (4no, ten, ¢o vymyslel atém): ,,Co ndm pripada
nahodné, je v skuto¢nosti len nepoznané, a priroda je zo svojej podstaty deterministicka. (volny

preklad)

Priklad: dvaja pani sa dohodni, Ze na druhy den rano posli sluhov presne o 6smej po vodu.
Ked sa sluhovia stretnt pri studni, povazuja to za nahodu.

Opacny nazor ma Epikuros.

Hry ako kocky a ruleta na prvy pohlad podporuju Epikurovu teériu, na druhy ale skor Demok-
ritovu. Ak vieme v nejakom okamihu povedat polohu a smer pohybu kocky, vieme predpovedat,
¢o s 1iou bude dale;j.

Do 19teho storocia sa skor verilo Demokritovi. (Einstein: ,,Boh nehra v kocky.“) Svoju ulohu
zohralo aj to, Ze Tudia sa ndhody béli, podobne ako napr. sa bali pripustit, ze Galileo ma pravdu
a Zem nie je centrom vesmiru.

Potom prisla tedria chaosu (nevyznamne malé zmeny mozu v niektorych systémoch viest k
diametralne odlisnym vysledkom) a dorazila to kvantovad mechanika.

Stuvisiaca otazka s ,existuje ndhoda?* je otdzka ,existuje slobodnd vola?*.

Existuje teda ndhoda? Nevieme. Tu sa uz dostavame do sveta fyzikalnych tedrii, a tie nikdy
nebudeme vedief naisto dokdzat. Momentalne to vyzerd tak, Ze moznost ,ano“ je pravdepo-
dobnejsia.

2 Pomodze nam existencia nahody?

Pravdepodobnostné vs. deterministické porovnavanie dvoch stborov.

Predstavme si, ze mame dve krabicky, ktoré funguju nasledovne: Vopchame k, vypadne nam
ndhodné prvoéislo z intervalu 1 az k. (Dve ich mame preto, Zze nejaky humorista urcite skor
alebo neskor jednu pokazi tym, ze jej zada k = 1.)
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3 Ked bolo tych svedkov tak vela. ..

... preco potom neexistuje efektivne deterministické riesenie?

Problém je v tom, ze svedkovia st pre rozne vstupy rozmiestneni velmi divoko, a nech by sme
si povedali Tubovolnt ,stratégiu hladania svedka®, vzdy moze prist zIy bubédk a podstréit ndm
taky vstup, kde budeme mat po chlebe.

4 Ak je to nepresné, je to nanic.

Nech napriklad ma nase porovnavanie v konkrétnej situacii Sancu 1/1000, ze da zli odpoved.
Pride biznismen a povie, Ze také riziko si nemoze dovolit. Co s nim?

RieSenie Tahké, nech to pusti 10-krat a ma klud. Hardvérové chyby su castejsie.

5 Rozne druhy vyuzitia nahody

Randomizovany QuickSort a Select ako priklady Las Vegas algoritmov.
Porovnavanie nil a jednotiek v konecnej pamaéti.

Zostrojenie nasej Ciernej krabicky — generovanie ndhodnych prvocisel.

6 Miller-Rabinov test prvociselnosti

Rovnica 2 = 1 (mod p) méa prave dve rieSenia: +1. Totiz rovnicu mdzeme prepisat nasledovne:
p deli (x —1)(x + 1), a z toho to uz vidiet.

Teraz nech p je neparne prvocislo. Zacneme s tym, ze z Malej Fermatovej vety vieme, zZe pre
kazdé a nedelitelné p plati: ' =1 (mod p).

Teraz, kedZe p bolo nepéarne, p — 1 je parne. A mame teda (a(pfl)/2)2 =1 (mod p). A vidime,
7e st dve moznosti: a®1/2 = +1. A ni¢ nam nebrani pokracovat v Gvahe dalej.
Nech teda p — 1 = 2°d, kde d je uz nepérne. Zoberme si postupnost: a?~* = a2, "' .. a?
St dve mozZnosti, ako tato postupnost vyzera: Bud si to samé jednotky, alebo je to niekolko
jednotiek, potom minus jednotka, a potom garbage ¢o nas uz nebude zaujimat.

Naco je nam toto dobré?

Majme nejaké n, ktoré sa tvari, ze je prvocislo. ZapisSme n — 1 ako 2°d. Teraz zvolime ndhodné
a a spoc¢itame vysSie uvedent postupnost. Ak vyzera nejako ina¢ (teda a? nie je 1, a ziadne a®"¢
nie je —1), prave sme odhalili, Ze n nie je prvocislo.
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Aby to malo prakticky vyznam, ¢o potrebujeme? Dost vela svedkov. Nastastie je tomu tak. D4
sa dokazaf, ze ak n je zlozené, asponi 3/4 moznych hodnét a budi svedkovia.

Iny pohlad na to isté: Vieme, ze a'? =1 (mod 1)3. Potom vieme, Ze 13 deli
(@2 1) = (@ + 1)~ 1) = (@ + 1)@+ 1)~ 1)

A to, ¢o nas test kontroluje, je, Ze ¢i je niektora zo zatvoriek sidelitelnd s 13.

7 Modularna aritmetika

V Z, vieme ,delit“. Inymi slovami, tvrdime, ze plati: Nech u,z,y € Z, p fu. Potom ak ux = uy
(mod p), tak z =y (mod p).

Dékaz: Nech uzr = uy (mod p). Toto je ekvivalentné s tvrdenim, zZe p deli uz — uy = u(z — y).
KedZe p a u st nestudelitelné, vyplyva z toho, ze p deli  — y a vyhrali sme.

Vsimnime si hodnoty a, 2a, ..., (p — 1)a. Tvrdime, Ze vSetky tieto hodnoty dévaja po deleni p
navzajom rozne nenulové zvysky.

Ze st nenulové je zjavné. Nech pre nejaké dve 7,5 plati ai = aj (mod p). Uz vieme, ze potom

nutne i = j (mod p) a sme hotovi.

Ako dosledok mozeme uviest, Ze ku kazdému a nedelitelnému p existuje prave jedno b €

{1,...,p — 1} také, Ze ab = 1. Toto b znadime a~! a voldme inverzny prvok k a. Dobré je

to na to, Ze v Z, namiesto delenia ¢ moZeme nasobit a~'.

8 Dokaz Malej Fermatovej vety

KedZe hodnoty kp st prehddzanim hodnot k, plati:

ax2ax--x(p—1a =1x2x---x(p—1) (mod p)

Lava stranu vieme upravit:

a’”‘1<1><2><---><(p—1)> = 1x2x---x(p—1) (mod p)

A teraz obe strany vydelime 1 X 2 x -+ X (p — 1) a mame to.
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9 Dosledok Malej Fermatovej vety

Nech a je nedelitelné p, a nech p > 2. Potom inverzny prvok k a vieme najst ako a?~2 mod p.
A toto vieme vypocitat v ¢ase O(log p).

Disclaimer. Tieto poznamky moézete volne pouzivat na Iubovolné nekomercéné ucely. Na
akékolvek komeréné vyuzitie je potrebny sihlas autora. Ak v mojich pozndmkach objavite
nejakt chybu, pripadne ich nejakym sposobom viete doplnit, budem rad, ak mi date vediet.

Pre potreby pripadného citovania ma tento kus poznamok evidenéné ¢islo MF-0009.
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