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1 KMP: Knuth-Morris-Pratt

Dany je pattern P dlzky p, text T dlzky t.

1.1 Trivialne rieSenie

V dase O(pt) vietky moznosti. V praxi p ~ 103, ¢ ~ 106.

1.2 +1 chyby

Algoritmy kritické na £1 chyby: napr. gsort, bsearch, aj KMP. Riesenie: presne sformulovany
invariant, jasna predstava, ¢o ktora hodnota znamena.

Priklad: bsearch. Problém: koniec, napr. zacyklime sa pre r = [41. RieSenie: Pridame A[N+1] =
00, polozime [ = 1, r = N + 1. Invariant: A[l] <z < A[r]. Ak r = [ + 1, nasli sme, ak nie, je
|r —I| > 2, zoberieme stred intervalu, podla vysledku sa vnorime, tym sa interval urcite skrati
— nezacyklime sa.

Pri KMP sktsime zacaf nazornou predstavou, aby sme vedeli, ¢o nami spocitané hodnoty
predstavuju.

1.3 Nedeterministicky automat

Predstavme si takato hracku: Mame p+ 1 miestnosti (oc¢islovanych 0 aZ p) v rade zlava doprava,
st pospajané dverami. Na dverdch medzi miestnostami i —1 a ¢ je pismeno P[i]. Kazda sekundu
prec¢itame jedno pismeno z textu 7', ¢im sa vSetky dvere oznacené x otvoria a ostatné sa zavra.

Hrame nasledujicu hru: V miestnosti 0 je lemming. V Tubovolnom okamihu mu méZeme pove-
daft, nech sa vyberie (rychlostou 1 miestnost za sekundu) doprava. Ak musi zastat, zahynie a
prehrali sme, ak sa mu podari prejst az na koniec, vyhrali sme.

Zjavne hra sa d4 vyhrat iff P sa nachédza v T'. VSevedica vila Amélka by nam vedela dokazat,
ze P je v T tak, ze vyhrd hru. Ale ¢o my chudéci, ¢o nevieme kiizlom zistit, kde sa P v T
nachadza?
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1.4 Deterministicky automat

Budeme podvadzat. Povieme lemmingovi, nech dovedie celti rodinu, o¢islujeme ich a bez ostychu
kazda sekundu jedného posleme dnu. Cisla tfch, ¢o prejdd, nam urcia, kde vsade sa P v T
nachadza. (Aby sa ndm nehromadili v miestnosti p, nech aj tam pekne po sekunde hyni, nie
je ich skoda.)

Pozrime sa po niekolkych sekundach na situdciu. V niektorych miestnostiach st lemmingovia,
v niektorych nie. Kolko je moznych rozostaveni? Zdalo by sa, ze 2P — v kazdej z miestnosti 1 az
p bud je alebo nie je lemming. ALE. VSimnime si miestnost, kde je najpravejsi lemming, nech
je to k. Potom ale vieme, akych bolo doteraz poslednych £ — 1 pismen 7" a tym je jednoznacne
uréené, kde (v miestnostiach nalavo od k) s a kde nie st lemmingovia.

(V miestnosti ¢ je lemming iff string P[1..i] je sufixom stringu P[1..j].)

Explicitna konstrukcia automatu v O(p?|%|), vyhladdvame v O(t) — mdme prvy rychly vyhla-
davaci algoritmus.

1.5 Finta

Nebudeme sledovat vSetkych lemmingov, iba najpravejsiecho. Potrebujeme sa ale vediet presu-
nit na nasledujuceho, ked ndm najpravejsi zakape. Preto si pre kazdi miestnost j spocitame
hodnotu h(j): ,ak je v j lemming, kde smerom dolava je najblizsi dalsi?“

Zjavne h(j) = max{i | i <j A P[l..i] je sufixom P[1..j]}.
Hladame teda dlzku najdlhsieho refazca, ktory je (vlastnym) prefixom aj sufixom P[I..5].

1.6 Pocitame h(7)

Zjavne h(1) = 0. Nech vieme h(1) az h(j), spocitajme h(j + 1). Najpravejsi lemming prave
presiel z j do j + 1. Ked este stal na j, mal najblizSieho suseda na policku h(j). Ak aj tento
mohol prejst doprava, sme done (h(j + 1) = h(j) + 1). Inak sused zakapal, potrebujeme najst
dalgieho kandidata. Ni¢ lahsie. Dal$im kandiddtom je samozrejme susedov sused. Ak aj ten
zakape, tak jeho sused, atd. VSetkych uz vieme hladat v O(1).

Priklad: ababacababab. Lemmingovia stoja na 1, 3, 5, 11. Vieme uz, ze h(11) = 5, h(5) = 3,
h(3) = 1, atd. Ked prec¢itame b: lemming z 11 prejde do 12, jeho sused z 5 zakape, toho sused
z 3 ide na 4 a je novym susedom lemminga z 12. Preto h(12) = 4. (UZ nés nezaujima, ¢o robi
lemming z miestnosti 1.)

1.7 Je to linearne?

Ukazujme pocas celého ratania h(j) prstom na druhého najpravejsieho lemminga. V kazdom

.....
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ide o 1 doprava. Doprava posunieme prst dokopy o N, potom ale dolava ho moézeme posunit
najviac N-krat = néas algoritmus spravi najviac 2N krokov.

1.8 Ako vyhladavame?

Presne rovnako ako sme ratali h(j). Sledujeme, kde je najpravejsi lemming. Ak na aktuélne
pismeno moze ist, ide a ¢itame dalSie, inak zakape a presunieme sa na najblizSieho suseda.

Rovnaka argumentacia ako vyssie, zZe je to linearne.

1.9 Klasicka definicia KMP

Uvedomme si, Ze spoc¢itané hodnoty st dlzky najdlhsicho sufixu, ktory je aj prefixom doty¢nej
casti. Postivanie patternu, priklad na T" = xyabcrabcxabcefxr, P = abcxabce.

1.10 Pouzitie

Vyhladavanie.

CvicCenie: Dany je pismenkovy strom, najdite vsetky vyskyty patternu vo vSetkych koren-list
cestach.

Perioda. Da sa def. tak, ze je to najmensi posun, po ktorom string pasuje sim na seba. Vtedy
ale vlastne nejaky sufix 7' pasuje na prefix 7. Preto dlzka periédy je N — h(N).

Rotacie. Nech |u| = |v|, potom u je rotécia v iff u sa nachadza v vv.

Cvicenie: Navrhnite algoritmus na najdenie patternu na kruznici.

2  Aho-Corasick

Méme mnozinu patternov P s celkovou dlzkou m, text T dlzky ¢

2.1 Opat nedeterministicky automat

Pismenkovy strom (trie, keyword tree). Mdzeme sa nan opét divat ako na budovu s lemmingami
— 7z niektorych miestnosti sice vedie viac dvier, ale naraz budu otvorené max. jedny.

Priklad: trie pre potato, tattoo, other, theater.

2.2 Opat deterministicky automat

Osvedéend metéda — cpeme vela lemmingov, sledujeme najhlbsieho. Potrebujeme pointer na
najblizsieho ,,plytsieho“. (Uvedomit si, Ze v kazdej hibke je najviac jeden.)

Pointre spocitame prehladdavanim stromu do Sirky analogicky ako u KMP.
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2.3 Vyhladavanie

Problém: ak nekonci keyword v liste, mozeme ho preskocit.
Priklad: potato, tattoo, ta, at, po precitani potat failure linky preskocia ta.
Jednoduchsi priklad: abacc, ba, pattern abacx.

Presnejsia definicia problému: ak jeden pattern je substring iného. (Neskor idici lemming zakape
skor, ako si ho v§imneme.)

Patch-Gusfield: VSimnime si nasledovnii vec. Sme v nejakom vrchole. Ak odtialto vieme po
failure linkoch prist do vrcholu zodp. niektorému patternu, tak ten pattern prave skonéil. A
naopak, ak prave skoncil pattern, bud sme v prislusnom vrchole, alebo sa dori vieme dostat po
failure linkoch.

Patch-ja: V kazdom kroku moze na niektory pattern prist aj jeden z ,vysSich“ lemmingov,
musime zisfovaft, ¢ to nenastalo.

2.4 Efektivny patch

Ako to efektivne implementovat? (Lepsie ako pozerat vzdy vsetkych lemmingov?) Okrem failure
linkov budeme mat aj output linky, ktoré veda len po tych lemmingoch, ktori st na konci
patternu.

Vysledny ¢as je O(m) na predspracovanie, O(t+v) hladanie (kde v je pocet vyskytov patternov).

2.5 Pouzitie

Osemsmerovka. K slovam zostrojime keyword tree, potom uz len preliezame a skrtame.

2D pattern matching. Nech st vSetky riadky patternu rézne. Zostrojime keyword tree, pobe-
hame ,text“, na kazdom policku, kde zac¢ina niektory (najviac jeden!) riadok, si zapiSeme
jeho ¢islo. Teraz len potrebujeme najst v niektorom stlpci postupnost 1,2,..., N.
Ak st niektoré riadky rovnaké (zistime pri konstrukcii keyword tree), vSetky dostant
to isté ¢islo, potom v stipcoch potrebujeme najst napr. 1,2,3,1,5,3,2,3, hladdme (ako
ina¢) pomocou KMP.

3  Suffix array

Pokec o dolezitosti sufixov (ked sa vyzname v sufixoch, vyzname sa vlastne vo vSetkych sub-
stringoch).

SA: pre kazdy sufix si pamétame jeho poradie po utriedeni vSetkych sufixov.
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3.1 Konstrukcia

Trividlne v O(t?logt) — gsort() a stremp().
Menej trividlne v O(#?) — radix sort podla jednotlivych pismeniek.

Fintou v O(tlogt) — ked mame utriedené sufixy podla prvych 2* znakov, vieme ich utriedit
podla prvych 28! — ak st dva zatial rovnaké, potrebujeme porovnaft ich dalsich 2% znakov, tie
ale uz mame (pre iné dva sufixy) porovnané.

Lineérne zo sufixového stromu.

3.2 Vyhladavanie

Binary search na zotriedenych sufixoch, priamociara implementécia v O(plogt).

4  Sufixové stromy

Definicia: zobrat suffix trie, kontrakcia vrcholov s outdegree 1.

Presnejsie: Ako sufixovy strom definujem to, ¢o Gusfield vold implicit suffix tree, t.j. nepoza-
dujem, aby sufixy koncili v listoch.

Velkost sufixového stromu je linedrna, lebo mé najviac N listov.

7 kazdého vrcholu kazdym pismenom zacina max. 1 hrana.

4.1 Trivialny kvadraticky algoritmus

Postupne vkladam sufixy, potom skontrahujem a mam.

4.2 Menej trividlny, ale kubicky :)

String spractivame po pismenkach. Ked nam pride dalsie, potrebujeme:
— vietky uz vlozené sufixy o 1 predizif
— vlozit jeden novy sufix dizky 1 (trivialne)

Pri predlzovani sufixu o na ax modzu nastat 3 pripady:

Case 1. Cesta pre a kondi v liste — len tam pridame z.

Case 2. Z miesta, kde sa dostaneme na « sa na = neda pokracovat. Vtedy pridame do stromu
[vrchol a] novil hranu s pismenom z.

Case 3. Cesta pre azr uz v strome existuje — nerobime nic.
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Takze: Vi od 1 do N —1 (
prec¢itame (i 4 1). pismeno
Vjod1ldoi+1(
najdeme kde v strome konéi S|j..i]
priddme znak S[i + 1]
)
)

Faza ,najdeme, kde v strome kon¢i“ trva O(i), naséitava sa nam to na O(N?).

4.3 ...kvadraticky...

MozZnost a) Pre kazdy sufix si pamétame najblizsi vrchol stromu k jeho koncu. Problém: Hranu
od tohto vrcholu ku koncu sufixu ndm moze nieco rozdelit, ¢im vznikne novy blizsi vrchol.
RieSenie: Ked zliezame ku koncu, vzdy si posivame aj tento pointer po pripadnych novych
vrcholoch. Novy problém: Akt to mé preboha zlozitost?

Moznost b) Suffix linky.

Suffix link vzdy existuje: ak existuje vrchol aw, tak existuje aj w (alebo aw prave vznikol a w
vznikne pri pridavani o 1 kratsieho sufixu).

Lozenie po nich: Sme na konci sufixu. Hore do najblizsieho vrcholu, po suffix linku, dole po (a]
niekolkych) hranach.

Skip/count trick: Ked ideme dole po tych hranéch, sta¢i sa rozhodovat podla prvého pismena,
totiz t& cesta tam urcite je, prvé pismeno jednoznacne urci, ktortt hranu vybrat.

Preco je to kvadratické? Vrcholova hibka s(v) > vrcholovéa hibka v minus 1. (V8etky vrcholy
na ceste do s(v) st aj na ceste do v, mdze ich byt aj viac — vid issi — ssi.) Tzn. pri kazdom
lezeni ideme max. o 2 hore a potom dole. Celkovo ideme hore (teda aj dole) najviac o 2N.

4.4 ...linearny!

Labely hran aby bola skuto¢ne linedrna velkost.
Case 3 konci fazu.
Case 1 robime implicitne — label oco.

Vsetko ¢o boli casy 1, 2, buda v budicej faze casy 1 — netreba sa nimi zaoberat.

4.5 Uplny
Ako posledny znak vlozime zarazku $, teraz kazdému sufixu zodpoveda list.
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4.6 A zovseobecneny

Ked mame slova w;, vytvorime slovo w$; . . . w;$;, pren suffix tree, kazda hranu do listu urezeme
tak, aby koncila pri prvom endmarkri.

4.7 Pouzitie

Cvicenie: Redukcia pamifovych narokov Aho-Corasicka na linedrne.

Vyhladavanie viacerych vzoriek.

Najdlhsi (k-krat sa) opakujuci substring.

Najdlhsi spoloény substring dvoch stringov. (Ide aj pre k, bud v O(km) si po strome po-
posielame, ktoré stringy maju list v danom podstrome alebo pouzijeme LCA.)

Cvicenie: Pre danych k stringov zistite, ¢i je niektory z nich substring iného.

Cvicenie: Najdite najdlhsie v také, ze dané slovo w zacina vv.

Cvicenie: Maximéalny repeat v refazci w je trojica (i, j, d) takd, ze wli..(i+d—1)] = w[j..(j+d—1]
a wli + d] # w[j + d]. Dokazte, ze maximalnych repeatov je najviac |w].

Cvicenie: Najdite najdlhsi nepretinajici sa repeat.

Circular stringy.

Palindrémy (s LCA).

Cvicenie: Zostrojte zo sufixového stromu sufixové pole v linedrnom case.

5 Palindromy

Kubicky: poviem si zaciatok, koniec, overim.
Kvadraticky: poviem si stred, idem kym sa da.

Neprijemnost: dva typy stredov (na pismene, medzi pismenami). RieSenie: medzi kazdé dve
pismend vlozit ,medzeru®, uz nas trapia len palindrémy so stredom nad pismenom.

Myslienka k linedrnemu rieSeniu: Ked ratame dlzku palindrému s danym stredom, vyuzivat uz
spocitané info.

Priklad: abcbaxabcbaxrb. Spracivame poddéiarknuté c. Uz ale vieme, Ze v podciarknutom x méa
stred palindrém polomeru 6. To ale znamen4, ze refazec T'[1..5] je reverzom refazca T'[7..11].
Uz vieme, Ze na policku 3 ma stred palindrém s polomerom 3. Tie isté pismena su ale aj okolo
prave spracuvaného policka 9 — aj tu je palindrém polomeru 3 (mozno aj dlhsi).

Linearne: Pre kazdé spracované pismeno si paméatame polomer palindromu, ktory ma na nom
stred. Okrem toho si pamiitame najdalej doprava siahajici palindrém P, ktory sme nasli. Ked
¢itame pismeno, najskor sa pomocou tohto palindromu pozrieme, ¢o vieme o jeho okoli. Ak je v
fiom palindrém, ktory siaha az po (za) kraj P, dalsie znaky overujeme linearne, kym nenastane
mismatch.

Preco je to linearne: kazdé porovnanie znakov nam posunie pravy kraj P.
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6  Suffix arrays revisited

6.1 Upgradujeme vyhladavanie

Nech L a R st aktualne hrani¢né sufixy. Nech uz vieme, ze L matchuje P na [ a R na r znakoch.
Ozna¢me k = lep(L, R) = min(l, ). Potom hladany string stac¢i porovnavat od pozicie k + 1.
Updatovat si tieto hodnoty pomoze, ale nestaci.

Majme [, r. Uz sme urcite videli max(l,r) znakov z P a uz ich nechceme vidiet znova. Ako na
to? Ak | = r, easy. Nech BUNV [ > r, ozna¢me stredny sufix M.

Ak lep(L, M) > 1, kedze L < P, aj M < P, preto L < M a ideme dalej.
Ak lep(L, M) < 1, tak P < M (lisia sa na lcp(L, M) + 1. znaku), teda R < M a ideme dale;j.
Ak lep(L, M) =1, ideme po M od [ + 1. znaku kym nendjdeme mismatch alebo nie sme done.

(V poslednom pripade sa sice pozrieme na 1 znak P, ktory sme uz videli, ale urc¢ite odlezieme
dalej.)

6.2 Odkial vezmeme Icp?

Pri binary searchi je len O(N) dvojic (L, R), na ktoré moZeme teoreticky narazif. (Nakreslit
strom pre 8.) Pre SA[R] = SA[L] 4+ 1 (teda susedné) vieme lcp zo suffix tree, zvySné zistime
preliezanim BS stromu ako minimum v danom podstrome (t.j. minimum synov).

Disclaimer. Tieto poznamky moézete volne pouzivat na Iubovolné nekomercéné ucely. Na
akékolvek komeréné vyuzitie je potrebny sihlas autora. Ak v mojich pozndmkach objavite
nejakt chybu, pripadne ich nejakym sposobom viete doplnit, budem rad, ak mi date vediet.

Pre potreby pripadného citovania mé tento kus pozndmok evidenéné ¢islo MF-0002.
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