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1 Prerequisities

Vediet naprogramovat lubovolné prehladévanie a Dijkstrov alg. na zostrojenie najkratsej cesty.
Vediet, preco Dijkstra funguje len pre nezdporné hrany a preco predstavuju problém cykly
zapornej dlzky.

2 Definicia bipartitného grafu a parovania

Vrcholy V', particie A, B. Striedava a zlepsSujuca cesta.

3 Bergeho veta

Dané parovanie je maximalne iff neexistuje zlepsujuca cesta.

Dékaz: xor matchingov ma stupne < 2 — kruznice a cesty. (Modré a ¢ervené hrany!)

~O

4 Hladame zlepsujice cesty

Zoberieme vsetky nematchnuté vrcholy A, z nich prehladavame do Sirky.
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4.1 Hopcroft-Karp

Toto prehladévanie robime len kjm neskonéime hibku, v ktorej sme prvykrat narazili na ne-
matchnuty vrchol z B. Teraz pospédjame konce tak, aby sme dostali maximélnu (nie nutne
najvicsiu!) mnozinu zleps. ciest a zlepsime.

Spéajanie koncov: vyberieme si koniec, ndjdeme cestu z neho, t zakapeme. Tym mohli zakapaf
cesty z niektorych koncov do zaciatkov. Preto navyse od kazdého vrcholu na ceste, ktory uz ma
indegree 0 rekurzivne dodola kapeme.

4.1.1 Casova zlozitost

.....

neparna). Vsimnime si situaciu po V/'N krokoch. Kazda zleps. cesta mé teraz dlzku aspoii
2v/N + 1. Zoberme na$ matching M a max. matching M,,, spravme xor. Dostaneme niekolko
kruznic a niekolko disjunktnych zleps. ciest. Kazda z nich je dlzky > 2v/N + 1, preto ich je
nanajvys v/ N /2. To ale znamena, ze |M,,| — |[M| < v/N /2, a teda uz bude len O(v/N) krokov.

5 Vahované parovanie

5.1 Bellman-Ford

Pamitame si vzdialenost do kazdého vrcholu, N — 1 krat prebehneme hrany. (Note: funguje s
zapornymi hranami, vie detekovat zdporné cykly.) Cas O(MN).

5.2 Myslienka

Najdrahsie parovanie s K + 1 hranami vyrobime z najdrahsieho parovania s K hranami najd-
rahsou zlepsujiicou cestou.

Dokaz: Nech L je optimalne s K + 1 hranami, M s K hranami. Consider xor. Cykly ignorujeme
— musia mat sum=0. Nech teraz P su cesty s viac hranami z L, P); st cesty s viac hranami
z M. Zjavne |P| = |Py| + 1. Nech p, ¢ st dve cesty z tychto mnozin. Consider M. Preklopit
p a ¢ sa nemoze oplatif. Consider L. Preklopif p a ¢ sa nemdze oplatit. Teda stucet p a ¢ je 0.
Zahodime, pokracujeme, ostane nam jedna cesta v Py,.

Zostrojime orientovany graf: hrany z parovania dostant kladnti cenu a orientaciu z B do A,
ostatné naopak. Tento graf nemd zaporné cykly (potom by sme totiz vedeli zlepsit vahu paro-
vania). Chceme najkratsiu cestu z nematch. vrcholu v A do nematch. vrcholu v B — pustime
Bellman-Forda. Vysledok: O(M N?). Ide aj lepsie.
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6 Konigova a Hallova veta

Ko6nig: min. vrcholové pokrytie = max. matching.

Jedna nerovnost zrejméa. Ako zvolit pokrytie? Nech U st nematch. vrcholy A. Najdime vrcholy,
do ktorych z U vedie striedava cesta. Pre kazda hranu: ak sa vieme dostat do jej konca z B,
vyberieme ho, inak vyberieme opa¢ny. Hrany matchingu sme pokryli, ¢o so zvySkom? Ak je Tavy
nepokryty, zjavne sme vybrali pravy. Ak je pravy nepokryty: museli sme vybrat Tavy, lebo by
sme mali zleps. cestu. Ak st oba nepokryté spor. Ak st oba pokryté, maji obe hrany matchingu
vybraty ten isty koniec.

Hall: Graf mé perfect matching iff kazda podmnozina A mé aspoii tolko susedov, ako je velka.

Jeden smer zjavny, druhy sporom: Majme max. matching, nech nie je perfect. Nech u je ne-
matchnuty vrchol v A. Zoberme vsetky vrcholy, do ktorych vedie z u striedava cesta. Zjavne s
vsetky matchnuté, inak augment. Tie z nich, ¢o st v A ozn. S, ostatné T'. Do kazdého vrcholu
S okrem w sme prisli par. hranou z vrcholu v T, preto |S| = |T| + 1, ale T' st prave vSetci
susedia S, spor.

Konig inak. Spravme si bin. maticu pre graf, chceme dok., Zze max. pocet nezav. jednotiek =
min. pocet liniek pokryvajucich vsetky 1.

7 Aplikacie
7.1 Latinské stvorce

Doplnif do latinského obdlZnika riadok: hladanie matchingu v bipart. grafe. Podla Hallovej vety
vzdy existuje.

7.2 Abeceda z Relaxu

Zostrojime graf — na kazdé pismeno 26 best slov, vhodné vahy, ndjdeme najdrahsi matching.

Disclaimer. Tieto poznamky moézete volne pouzivat na Iubovolné nekomercéné ucely. Na
akékolvek komeréné vyuzitie je potrebny sihlas autora. Ak v mojich pozndmkach objavite
nejakt chybu, pripadne ich nejakym sposobom viete doplnit, budem rad, ak mi date vediet.

Pre potreby pripadného citovania mé tento kus pozndmok evidenéné ¢islo MF-0001.

strana 3 z 3



