1. Grupa Z, — zoznamte sa, prosim

Grupa v nadpise tohoto dielu je najjednoduchsou a zaroven najdoélezitejsou grupou.
Preto si zasluzi, aby jej bola venovana cela kapitola. Najdeme ju tplne vsade, takze
urcite nikoho neprekvapi, zZe sa najprv pozrieme na symetrie mnohouholnikov.

1.1. Symetrie pravidelného n-uholnika

Pre zac¢iatok nebudeme vysetrovat plne vSetky symetrie, ale len také, ktoré zachova-
vaju orientaciu, tj. vynechame zrkadlenia. Zostanii nam teda len natocenia o % x 360°
pre Tubovolné k € 7. Skratene — natocenia o k. Ako vyzerd natocenie o 1 si mozete
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Hned si v§imneme, Ze natocenia, ktoré sa liSia o n si totozné. Druhé dolezita vec
je, ze natocenie o ki a nasledne o ks je to isté ako natocCenie o ki + ko. Inymi slovami,
tato grupa je v podstate rovnaka ako grupa celych ¢isel modulo n s operaciou sé¢itania
(Zp, +) (skratene Z,, ak bude jasné, Ze méame na mysli s¢itanie). Presnejsie povedané,
tieto grupy su izomorfné.

Definicia 1.1.1. Homomorfizmu f : H — G, ktory je zaroveii bijekciou (tj.
zobrazenim jedna k jednej medzi dvoma mnozinami) hovorime izomorfizmus. O grupéach
H a G potom povieme, zZe st izomorfné a piseme H = G.

Rozmyslite si, Ze aj inverzné zobrazenie f~! je homomorfizmus.
1.2. Cyklicka grupa

Prvé dolezita vlastnost grupy Z, je, Ze sa celd da vygenerovaf z jediného prvku. Co
presne sa tym mysli?

Definicia 1.2.1. Mocniny prvku a budeme znaéit a* = go---oqa, kde k > 0a o je
———

k
grupova operacia. Dalej identitu v grupe zapiseme ako a® a zdporné mocniny vyhradime
pre inverzné prvky a =¥ = (a=1)* pre k > 0.

Definicia 1.2.2. Grupa G sa nazyva cyklickd, ak existuje prvok g € G tak, Ze
G = (g) = {g"In € Z}.

Grupa Z, pochopitelne cyklickd je, lebo kazdy jej prvok k vyjadrime ako k =
14+ 1.

k

Naopak, kazda n-prvkova cyklickd grupa sa dé interpretovat ako grupa Z,, pretoze
pre generator g plati ¢g" = ¢° = e (vid tilohu 1). Prislu$ny izomorfizmus medzi tymito
grupami je dany pomocou a = ¢g* <+ k pre a € G a k € Z, (vid tlohu 2).

1



7da sa, ze tato grupa sa vyskytuje v mnohych podobach a obsadeniach. Ako uvidime
neskor, je to zaroven fundamentdlny stavebny blok mnoZstva dalSich grup, a preto mé
zmysel pozriet sa na iu este viac do hibky.

1.3. Podgrupa

Ako sa taka grupa vlastne skima? Obvykle, ked ¢lovek dostane do ruky novi grupu,
tak sa snazi zistit, ¢i v nej nie je ukrytd nejakd mensSia grupa, ktort uz poznd, a tym si
trochu zjednodusit (obvykle dost fazki) ilohu skiimania celej grupy.

Definicia 1.3.1. Uvazujme podmnozinu H grupy (G,o). Nech dalej pre vSetky
a,b € H jeajaob € H, takZe o sa d& uvazovat aj ako operacia na mnozine H. Ak (H, o)
je navysSe grupa, tak ju nazveme podgrupou grupy G.

To znamend, ze ak vieme, ze H je podgrupa a a,b € H tak potom nutne aj a o
b € H. To kladie pomerne silné obmedzenia na to, ktoré podmnoziny maji Sancu byt
podgrupami. Presnejsie

Lemma 1.3.2. Nech H je podgrupa grupy G. Ak prvok g € H, tak uZ nutne
(9) C H.

Dékaz je priamociary (pomocou sporu s definiciou podgrupy) a prenechdme ho ¢i-
tatelovi (vid tlohu 3).

Plati tiez, ze samotné (¢g) uz tvori podgrupu. Budeme ju volat celkom prirodzene
cyklicka podgrupa generovand prvkom g.

Lemma 1.3.3. Pre vsetky g € G je (g) podgrupou grupy G.

Dokaz: Musime overif, Ze st splnené vSetky predpoklady definicie 1.3.1. Ak
g", g™ € (g), tak potom zrejme aj g™ o g™ = g"™™ € (g). Musime eSte overit, Ze (g) je
grupa. Zrejme nasobenie je asociativne

n+m-+k

(g"0g™) og" =g"t"og" =g =g"og"t =g"0 (g™ og")

Identitu tiez najdeme lahko, pretoze e = ¢° € (g). Dalej, ak g € G, tak Tahko najdeme
inverzny prvok a to ¢g~" € G, pretoze "o g " = ¢ =e. O

Pozrime sa, ¢o nam toto tvrdenie hovori o podgrupach grupy Zg. Ak zoberieme 0,
tak z nej uz ni¢ nového nevygenerujeme (lebo 0+ 0 = 0), ¢ize dostaneme jednoprvkovi
podgrupu pozostavajicu len z identity. Takato sa nachadza v kazdej grupe a nie je
velmi zaujimava. Preto sa jej hovori trividlna. Postipme dalej. Ak vezmeme 1, tak z
horeuvedeného uz vieme, Ze tento prvok generuje celt grupu Z,,. Opit to nie je zaujimavy
pripad, lebo sme nedostali ni¢ nové. Tato podgrupa sa zasa nazyva nevlastnd. Ma Zg
aj nejaké zaujimavejsie tzv. wvlastné grupy? Rychlo prideme na to, ze prvky 2 aj 4
vygeneruju mnozinu {0, 2,4} = Zs, prvok 3 mnozinu {0, 3} = Zy a prvok 5 opét cela Zs.
Nasli sme teda celkovo 4 podgrupy. Mézu v Zg existovat eSte nejaké iné? Rozmyslite
si. Chvile premyslania si mozete skratit pohladom na obrazok ¢. 2, kde méte nakreslené
vsetky podgrupy, ktoré sme doteraz nasli.

1.4. Podgrupy %,

Hotovo? Takze uz viete, Ze vSetky podgrupy grupy Zg st opit len nejaké Zj a
ziadne iné tam uz nie st. Je to Specifikum len Zg, alebo to plati pre vsetky %, 7 Po chvili
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Cyklické podgrupy grupy Zg

sktsania ¢lovek pride k presveddeniu, ze by toto tvrdenie malo platif a zacne zistovaf,
ako by sa dalo dokdzat. Takmer urcite sa pritom nevyhne nasledujicemu pozorovaniu

Lemma 1.4.1. Majyme nenulové cisla m,n € Z. Potom existuji cisla s,t € 7 tak,
Ze ms + nt = ged(m, n), kde ged je najuiacsi spolocny delitel.

Dékaz tohoto tvrdenia spociva na Euklidovom algoritme pre hladanie najviic¢sieho
spolo¢ného delitela. Je to velmi peknd tedria, ktora funguje v kazdom tzv. euklidovskom
okruhu (ktorym st aj celé ¢isla Z), ale je to mimo ramec nasho seridlu o grupéch.
Prikro¢me teda radsej k dokazu hlavného bodu dnesného programu

Veta 1.4.2. KazZdad podgrupa H cyklickej grupy G je cyklickd.

Dokaz:  Chce sa po nas, aby sme nasli prvok h € H taky, ze H = (h). Vieme,
7e G je cyklicka, takze ak mame prvky a,b € H, tak ich mozeme vyjadrit ako a = g™,
b = ¢g" pre nejaké n a m. Vdaka lemme 1.3.2 vieme, ze do H patria aj vSetky mocniny
prvkov a a b. Z definicie podgrupy zasa vieme, ze do H musia patrit aj vSetky mozné
suciny tychto mocnin. Lemma 1.4.1 ndm teda da podstatny vysledok a to, ze do H
musi patrif aj a® o bt = g™t = gged(mn)  Oznadme tento prvok he. T¥ym padom
mozeme pisat a = hgn/ ged(mn) 5§ — hg/ gedmn) 7 herme si teraz vsetky prvky grupy
H={g™,...,¢g™}. Predchddzajicu tvahu mézeme priamociaro zovseobecnit aj pre viac
neZ dva prvky a dostdavame, ze hladanym generatorom H je h = ¢8ed(ntnk), 0

Dokéazali sme velmi uZitoént vec. Napr. uZ vieme, Ze sme skutoCne nasli tplne
vSetky podgrupy grupy Zg. Tym to vSak zdaleka nekonéi. Tato veticka je totiz dost silné
na to, aby sme nasli vSetky podgrupy Iubovolnej grupy 7Z,.

Vieme teda, ze vSetky takéto podgrupy budua cyklické, ¢ize kazda zodpoveda ne-
jakému prvku grupy. Tym padom podgrip moze byt najviac tolko, kolko je prvkov
grupy. Ale mdZe ich byt aj menej, ako ukazuje nas priklad so Zg, lebo tam prvky 2 aj 4
vygenerovali grupu Zs a podobne 1 aj 5 grupu Zg. S ¢im to suvisi?

Opiit si rychlo vS§imneme, Ze v tom mé prsty nas stary znamy ged. V kazdej podgrupe
grupy Z, mame totiz 0, ¢o mozeme pisat aj ako n. Zaroven vieme, Ze t4 podgrupa musi
byt cyklickd a nejaké k je jej generatorom. LenZe potom tam uZz nutne musi patrit aj
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ged(n, k) (jednoducha aplikacia lemmy 1.4.1). To znamend, Ze vSetkych podgrip je préave
tolko, kolko je roznych ¢isel ged(k,n) pre 1 < k <n.

1.5. Ulohy
1. Overit, Ze v n-prvkovej cyklickej grupe s generatorom ¢ plati ¢ = ¢° = e.

2. Overit, Ze n-prvkové cyklickd grupa je izomorfna grupe Z,, tj. najst prislusné zo-
brazenie medzi nimi a overit, Ze je to izomorfizmus.

3. Dokéazat lemmu 1.3.2.
4. Najst explicitny vzorec pre pocet podgrap grupy Z,.
5. N&jst grupu, ktord mé prave 42 podgrup.



